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Equazione del calore.

Consideriamo |'equazione del calore

du— Py 1 G 0<x<1t>0
u(0,t) = do(t), u(1,t) = di(t), t >0 (1)
u(x,0)=1f(x),0<x<1

Sia m > 0 intero e sia

mhe=1/m,
m x;j = jhycon j=0,1,...,m.
Si puo mostrare che per j =1,2,....,m—1e¢& € (xj—1,Xj+1), se
la soluzione & sufficientemente regolare,
0%u u(xjt1,t) — 2u(x, t) + u(xj—1,t)  h2d%u
o2 i) = w2 ~aal)

()
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Equazione del calore.

Da
du __ d%u
B 5 = 52 + G,
2 ~ U(X' 1,t)—2U(X‘,t)+U(X‘,1,t)
37;2]()97 t) ~ = hé s )
una volta posto wuj(t) := u(x;, t), ci riconduciamo a studiare invece
dell’equazione del calore

uj(t) ujsa(t) uji(t) ui—1(t)
0 ( t) — 2u(xj, t) + u(xj_1,t)
u U\ Xj+1, — culXj, j—1,
S () == R L2 G, t)
per t > 0.
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Equazione del calore.

Di conseguenza, posto uj(t) := u(x;, t), otteniamo quindi per
j=1,...,m— 1l sistema di equazioni differenziali

e = =200 Tl g ) )

Risolto (3), si avra una approssimazione della soluzione
dell’'equazione del calore per x; = jh, e t > 0. |l procedimento
appena descritto € noto in letteratura come metodo delle linee.

Nel risolvere il sistema dobbiamo far attenzione alle condizioni sul
bordo
uo(t) = do(t), um(t) = di(t)
e ricordare che la condizione iniziale del sistema di equazioni
differenziali e
ui(0) =f(x;), j=1,...,m—1
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Equazione del calore.
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Equazione del calore.

Esempio

Vediamo per esempio il caso in cui m = 4. Da

uj(t) = yina(t) = 2”;'72” () | G(x,t), j=1,2,3,

il sistema diventa, ricordando i contributi del bordo,

(0 = 2uf112(t) £l 1 G, 1) = M +G(xa, t) + do;fzt)
uh(t) = us(t) — ZU;)QEt) + i (t) + Gl 1)
20
u(t) = ua(t) — 2u;2(t) aF u2(t)_~_G(X3’ £) = M +G(xs,t)+ d1h(2t)
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Equazione del calore.

Il sistema differenziale (3) puo essere riscritto matricialmente.

Posto
u(t) := [ui(t), ..., um_1(t)]"
ug = [F(x1),-.., Flxm-1)]"
1 1 T -
g(t) = ﬁdo(t),o,...,o,ﬁdl(t) +[G(x1,t), ..., G(Xm—-1,t)]
-2 1 0 o ... 0
Ll 21 0 .0
A:/T3 0o 1 -2 1 ... 0 (4)

o 0o o0 o 1 =2
otteniamo che (3) & equiv. al sistema di eq. differenziali (lineari)
W/(6) = Au() + &(t), u(0) = uo. (5)
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Equazione del calore.

Osserviamo che la matrice a predominanza diagonale

-2 1 0 o ... 0
1 -2 1 o ... O

A=l o 1 2 1 ... o0 6)

m A é simm. definita negativa per i teoremi di Gershgorin.

m Si mostra che se A € RU™"=9X(m=1) " 5iora i suoi autov. sono
2 — 2cos (LX) »1—cos(iX) 2 jm
e = —2m = —2m°(1 — cos(;)).

m Diagonalizzabile e | — h:A & invertibile (A é def. negativa).
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Equazione del calore.

Nota

Sotto ipotesi opportune di regolarita delle funzioni dy, di, G, f, si puo mostrare
che

max  max |y(x, t) = ui(t)| < Crh;
Jj=0,...,mte0, T

con Ct indipendente da hy.

Nota

La matrice quadrata A di dimensione m — 1 non é in generale troppo
malcondizionata, come vediamo dagli esempi che seguono.

m h Pzing Azl cond(A)

5 [2.00e — 01|[9.55¢ + 00, 9.05¢ + 01] |9.47¢ -+ 00
10 [1.00e — 01|[9.79e + 00, 3.90e + 02] | 3.99¢ + 01
15 [6.67e — 02|[9.83e + 00, 8.90e + 02] | 9.05e + 01
20 |5.00e — 02|[9.85¢e + 00, 1.59e + 03] |1.61e + 02
25 |4.00e — 02[9.86e + 00, 2.49¢ + 03] | 2.53e + 02
30 |3.33e — 02|[9.86e + 00, 3.59¢ + 03] | 3.64¢e + 02
100|1.00e — 02| [9.87¢e + 00, 4.00e + 04] | 4.05e + 03
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Equazione del calore.

Tra i metodi pit comuni nel risolvere il problema differenziale (di

Cauchy)

{ u'(t) = F(t,u(t))
u(0) =ug

citiamo il metodo di Eulero esplicito (posto upy1 = u(ts41))

Upi1 = U, + hF(ty, up)
up assegnato

e quello di Eulero implicito

Upt1 = Up + hF(tn—i-h un+1)
Ug assegnato
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Equazione del calore.

Nel nostro caso
F(t,v(t)) := Av(t) + g(t)

e quindi il metodo di Eulero esplicito genera la successione

Vprl1 = Vp+ ht(AVn + g(tn))
Vo assegnato

mentre Eulero implicito determina

Vo1 = Vi + he(Avni1 + g(tn 1)) (11)
Vo assegnato

o equivalentemente

(I = htAVvni1 = vy + heg(tny1) (12)
Vo assegnato
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Equazione del calore.

Osserviamo che a differenza del metodo esplicito, poichée

(I = heAVat1 = Vo + heg(tns1) (13)
Vo assegnato

ad ogni iterazione si richiede la soluzione di un'equazione (che nel nostro caso é
lineare). Usando i primi due teoremi di Gerschgorin, si vede che (I — vA) é
definita positiva per -y > 0 (e quindi non singolare).

A partire da Eulero esplicito ed Eulero implicito si definiscono i cosidetti
0—metodi in cui, con vo assegnato,

Vpr1 = (]- - 9) (Vn a4 ht(AVn aF g(tn))) aF 9 (Vn aF ht(AVn+1 = g(tn+1)))
Per
m 0 = 0 si ottiene il metodo di Eulero esplicito;

m 0 = 1 si ottiene il metodo di Eulero implicito;

m 0 = 1/2 si ottiene il metodo di Crank-Nicolson.
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Stabilita

Consideriamo |'equazione del calore nel caso G = 0, cioe

w—%u 0<x<1,t>0
u(0,t) = do(t), u(l, t)—dl() t>0 (14)
u(x,0)=1f(x),0<x<1

Si dimostra che, se dy(t), d1(t) = 0, la soluzione esatta tende a 0 e
quindi si richiede che la soluzione numerica abbia la stessa
proprieta. In tal caso la soluzione si dice assolutamente stabile.
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Stabilita

Il problema continuo viene discretizzato come proposto
precedentemente, ottenendo il sistema differenziale

u'(t) = Au(t), u(0) = ug (15)
che & possibile risolvere con un generico 6-metodo
Vpt1 = (1 = 6) (vp + htAvy) + 0 (v + hiAvpyg) (16)

con vg assegnato.
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Stabilita Eulero esplicito

Nel caso di Eulero esplicito abbiamo
Vni1 = Vp + heAvp = (I + heA)v, (17)

Siccome A & diagonalizzabile, abbiamo che per qualche S,
A=S"1IAS, con A diagonale. Posto u, = Sv,,, osserviamo che

u, -0 v, —0.

Infatti
[unll = [ISvall < [IS]l[lvall

implica che se v, — 0 allora u, — 0. Viceversa
Ivall = 1S~ uall < IS flual|

implica che se u, — 0 allora v, — 0.
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Stabilita Eulero esplicito

Da
upr1 = Svpi1 = S(vp+ htAv,) = u, + heSAv,
= u,+ h:SSTIASv, = u, + hAu, = (I + h:\)u,
se u, = (uni)i, Nii = Aj, essendo A diagonale, la i-sima equazione
diventa

Upi1,i = (1 + he A )Unl

e di conseguenza
Unt1i = (14 heA)up; = ... = (1+ heX)™ g,

e quindi u, — 0 se e solo se

‘\1+ht)\,-\<1,i:1,...,m71.‘
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Stabilita Eulero esplicito

La condizione |1 + h:A;| < 1 pone i vincoli sul passo

2
h<—, i=1.. m-1
Y
Essendo .
2 —2cos(£) .
/\i:_Tm,jzl,...,m—l
abbiamo che \; <0 peri=1,...,m—1e max;|\;| = [ min;(\})],
. 2 —2cos({™Um) | g 4
min(A)] = | = | = 2y L

da cui la condizione sulla stabilita asintotica

h2

he < =
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Stabilita Eulero implicito

Nel caso di Eulero implicito abbiamo
Vil = Vo + hiAvaia (18)

da cui immediatamente .
Vop1 = (I — htA) v, (19)

Siccome A & diagonalizzabile, abbiamo che per qualche S, A= S7'AS, con A
diagonale. Posto u, = Sv,,

Upr = Svo1 =S —hA) v, =555 - hSAS) v,
= S(5'(1 —hN)S) v, =SS — heA) ' Sv,
(I — heN) u,. (20)
Se u, = (un,i)i, Ni,i = \i, la i-sima equazione diventa

-1
Unt1,i = (1 — heNi) ™ Un,i
e quindi, da
_ -1 _ _ —(n+1)
Unt1,i = (1 — heNi) uni = ... = (1 — hei) ug, i
il metodo converge asintoticamente a 0 se e solo se

‘\1/(1fhtA,-)|<1, i:17....,m71.‘
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Stabilita Eulero implicito

Siccome A & definita negativa e simile a A, abbiamo che A\; <0 e
quindi
11/(1— heXi)| < 1.
e verificata per qualsiasi scelta di h;.
Questo significa che qualsiasi sia h, la successione del metodo di

Eulero implicito converge asintoticamente a 0, come la soluzione
dell’equazione del calore.
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Stabilita Crank-Nicolson

Nel caso di Crank-Nicolson abbiamo
Vi1 = (1/2)(vn + htAvnia) + (1/2)(vn + h:Av,)
da cui immediatamente
Vi1 = Vo + (1/2)h:Avni1 + (1/2) hi A,
cioe A b
= EtA)v,,H =(1+ EtA)v,,
ovvero, essendo | — %A invertibile poiche definita positiva,
i he
Vo1 = (1 2 A (1 + 5 Av,.
Essendo A = S™!AS, con A diagonale, posto u, = Sv,,
Upt1 = SVnJrl = S(/ - %A)il(/ + %A)Vn
= S(I- %A)’IS’IS(I + %A)s*lsvn

<5(/ - %A)S*ly (1+ %/\)un — - %A)’l(l +
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Stabilita Crank-Nicolson

Da b b
up1 = (1— Et/\)_l(l + Et/\)un

la i-sima equazione diventa

B 1+ %)\i
Upt1,i = 1_ %)\l Up,
e quindi
1+ f 1+ 2\
Upt1,i = T{)\‘Un,i =...= _7% Uo,j
2 N 2 N
e come nel caso scalare converge a 0 se e solo se
145N
1=

che & sempre verificata poiche \; < 0.

Visto che v, — 0 se e solo u, — 0, la successione del metodo di
Crank-Nicolson converge asintoticamente a 0, come la soluzione dell’equazione

del calore, senza condizioni su h;.
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Facoltativo. Stabilita

Si dimostra che le matrici dei sistemi lineari dei metodi di Eulero implicito e di
Crank-Nicolson sono molto meglio condizionate della matrice A del sistema
differenziale. Infatti essendo

Amin(A) ~ —4/h2
ed essendo 1 — cos(x) ~ x°/2 per x =~ 0, mh, =1,
2(1 — cos(w/m)) _ _2(7r/m)2 _ 2
h2 To2n
da cui conda(A) ~ —-> mentre, da Apyin(1 — heA) = 1 — hedmax(A),
Amax(1 — heA) = 1 — b\ (A), per her® < 1,

1= hApmin(A) 1+ 4he/h?
T 1—hAmax(A) T 1+ he?

Quanto visto, presuppone che nell’equazione del calore sia g = 0, ma una
analisi simile puo essere effettuata anche per il caso in cui g # 0.

Amax(A) = —

conds(1 — h:A) ~ 1+ 4h /.
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