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Spazi euclidei

Definizione (Spazio euclideo (in R))

Uno spazio vettoriale E dotato di un prodotto interno (-,-) in R ,
cioé una funzione reale definita sulle coppie x,y € E con le
seguenti proprieta

(x,x) > 0 per ogni x € E; inoltre (x,x) = 0 se e solo se
x=0;

(x,y) = (v, x) perognix,y € E;

(Ax,y) = AM(x,y) perognix,y € E e A € R;

A (x,y+2z)=(x,y)+ (x,z) per ogni x,y,z € E.

si dice spazio euclideo in C.

A partire dal prodotto interno si puo definire lo spazio normato

(E, [l 1) ponendo [[#]} = \/(f, f).
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Spazi euclidei

Definizione (Spazio euclideo (in C))

Uno spazio vettoriale E dotato di un prodotto interno (-,-) in C,
cioé una funzione complessa definita sulle coppie x,y € E con le
seguenti proprieta

(x,x) > 0 per ogni x € E; inoltre (x,x) = 0 se e solo se

x =0,

A (x,y) = (v, x) per ogni x,y € E;

(Ax,y) = A(x,y) per ognix,y € E;

B (x,\y) = X(x,y) per ogni x,y € E;

H (x,y +2z)=(x,y)+ (x,z) per ogni x,y,z € E.
si dice spazio euclideo in C.

A partire dal prodotto interno si puo definire lo spazio normato
(E, [ - II) ponendo [ #]| = +/(f.f).
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Spazi euclidei

Vediamo alcuni esempi di spazi euclidei:

m R” dotato dell'usuale prodotto scalare, € uno spazio euclideo;
se e1,...,€, &€ una base ortonormale ciog per cui
(gbj,gbk) = Jj k (dove al solito J; i € il delta di Kronecker),
allora ogni vettore x € R" si puo scrivere come

n
X = Z Cnen, Ck = (x,€k).
k=1

Infatti, moltiplicando ambo i membri di x per e, si ha per la
bilinearita del prodotto scalare

n

X es = Z Cn€n, s | = Z Cn(em es) = Cs(357 es) = Gs.

k=1

Alvise Sommariva Miglior approssimazione in spazi euclidei 4/ 52



Spazi euclidei

m lo spazio C([a, b]) delle funzioni continue nel compatto [a, b],
dotato del prodotto scalare

b
(F.g) = / F(x)g(x) dx

& uno spazio euclideo, cf. [8, p.145].

m lo spazio L%([a, b]) lo spazio delle funzioni misurabili
f : [a, b] — R con [a, b] compatto e tali che |f|? sia
integrabile (cf.[4, p.5]), dotato del prodotto scalare

b
(Fg) = / F(x)e(x) dx

& uno spazio euclideo completo, cioé ogni successione di
Cauchy & convergente cf. [8, p.145].
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https://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_misurabile
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Spazi euclidei

m lo spazio L%([a, b]) lo spazio delle funzioni misurabili
f : [a, b] — C con [a, b] compatto e tali che |f|? sia
integrabile (cf.[4, p.5]) , dotato del prodotto scalare

b [N
(F8)= [ F(g(x)
a
& uno spazio euclideo completo, cf. (cf.[4, p.5]).

Ricordiamo chese z=a+i-balloraz=a—i-beZsi
chiama il coniugio di z.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Teorema (Pitagora)

Sia E uno spazio euclideo, e siano f,g € E tali che (f,g) =0
(cioé f e g sono ortogonali). Allora ||f + g|> = ||| + |lgll?.

Dimostrazione.

Essendo (f,g) = 0, dalla bilinearita del prodotto interno,

If+gll” = (F+gf+g)=(ff+(gf)+(f.g)+ (g 8)
= (f,f)+0+0+(g,8)
— f2+ g2
1<+ llgll A

Notazione.

Denoteremo con < ¢y >y—1,.. n lo spazio vettoriale definito da

{bk}k=1,..N.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Teorema (Proiezione ortogonale)

Sia f € E, E spazio euclideo e {¢;}1,..n un sistema finito di
elementi di E lin. indipendenti. Allora f* = Zl,---W ciojéla
soluzione del problema

[f = 2= min  [If — gl
g N

E<Pr>k=1,...,
dove i coefficienti (:J’-k verificano le cosidette equazioni normali
N

Z(QSJ’ ¢k)C; — (¢_/7 f)? .j — 17 AR N'

k=1
La soluzione é caratterizzata dalla proprieta di ortogonalita cioé
che f* — f e ortogonale a tutti gli ¢x, conk=1,..., N o
equivalentemente

(F* oK) = (f,0k), k=1,...,N. (1)
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Dimostrazione.

m Supponiamo che per un certo f* =3, ci¢; si abbia che
f* — f sia ortogonale a tutti i ¢, (e quindi a ogni loro
combinazione lineare).

m Supponiamo f° # f* sia I'elemento di migliore
approssimazione.

Allora, visto che f — f* & ortogonale a f* — f° €< ¢y >,
utilizzando il teorema di Pitagora

If = £ I(F = £) + (£ = £)1?

= |f =P+ =2 > I =2 (2)
e quindi f° non puo essere I'elemento di miglior approssimazione.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Di conseguenza se f* €< ¢y >y—1,.. n e f* —f éortogonale a tutti
i ¢i allora f* é la miglior approssimazione di f in < ¢) >x=1,. N-
Rimane allora da mostrare che le condizioni di ortogonalita

Cf‘bj_fa¢k :07 kzl,...,N
1

N
Jj=

sono soddisfatte per un qualche (unico!) c* = (¢j)j=1,...n-

Questo problema é equivalente alla esistenza della soluzione del
sistema di equazioni normali

N
Z(¢J7¢k)6;:(¢J7f)7 J:177N (3)
k=1

cioé che la matrice G = (Gj;) = ((¢i, ¢;)) & non singolare.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

|
Mostriamo che la matrice (di Gram) G & hermitiana, cioé G = G,
definita positiva e quindi non singolare. Infatti gli autovalori di
queste matrici sono tutti strettamente e quindi lo é pure il loro
prodotto che a sua volta e esattamente il determinante.

m /I fatto che sia hermitiana é di immediata verifica, poiche
Gij = (¢ 85) = (¢}, ¢i) = Gji-

m Per mostrare che é definita positiva, basta vedere che se
v = (v;) € CN\{0}, G;j = (¢, ¢;), allora vi Gv > 0.

Si osservi che vl Gv € R essendo
(o) = (vHeHv)H = vHGy

ez =z se esolosezelR.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Supponiamo sia v = (v;) € CMN\{0}, Gij = (¢1,¢;), u= 3, Vipi # 0. Allora

vettore!!

G vettore!!

isj

PR —_——
viagov = W (Z vi (61, ¢7))i = Vi (Z Gi, Vi)

i

22 (W, viy) = (u,u) > 0.

Quindi esiste f*, di miglior approssimazione, ed é tale che f* — f & ortogonale
ag¢k perk=1,...,N.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Osserviamo ora che se non si possiede una base ortogonale
{dk} k=1,..,n allora per ottenere I'elemento di miglior
approssimazione, bisogna

m Disporre dei prodotti scalari (¢;, ¢x) per j,k=1,...,N edi
(pj,f) perj=1,...,N.

m Con i valori (¢}, ¢x) si forma la matrice simmetrica (e definita
positival) di Gram le cui componenti sono Gj i = (¢;, «),

m con b; = (¢;, f) si definisce il termine noto b del sistema
Gc = b,

m si risolve quindi tale sistema lineare, la cui soluzione fornisce le
componenti (cjf") dell’elemento di miglior approssimazione

2.9
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

|
Se invece disponiamo di una base ortogonale {¢y }x=1,. n allora il
calcolo della miglior approssimazione non richiede la soluzione del
sistema delle equazioni normali, bensi’ da

(¢k, )

=

(¢k, k)

il solo calcolo di alcuni prodotti interni e N divisioni.

Inoltre si noti che se {¢x}k=1,. n & un sistema ortogonale, allora

m |/ coefficienti di Fourier cj‘ sono independenti da N;

m tale indipendenza offre il vantaggio che se € necessario
aumentare il numero totale di parametri cj‘, non & necessario
ricalcolare quelli precedentemente ottenuti.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Esempio

Un caso importante é quello in cui {d’j}j:l,...,N € un sistema
ortogonale, cioe

(¢j, k) = ¢idjk, ¢ #0,

dove al solito d;  denota il delta di Kronecker; allora i coefficienti
¢ (detti in questo caso di Fourier) sono calcolabili piti
semplicemente con la formula

o Bd) N
C (¢J’¢J)/J 5oaoglNs
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei
(facoltativo)

Fissate le coppie (xk, f(xx)) e i pesi wix > 0, ove k =1,..., M, una tipica
richiesta é cercare il polinomio p, : R — R di grado n <= M + 1 tale che sia

minima
> wilpala) — yil.
k=1,...,M
Se {¢«} & una famiglia di n + 1 polinomi dove ¢i ha grado esattamente k,
m poniamo Axj = ¢(xk)r/Wk € A la matrice che ha come componenti Ay j;

m definiamo il prodotto scalare (f,g) := Soh, wif(xc)g(xk) e notiamo che

(b1, 05) = Z wi i (i) i ( M)—Z(M(ﬁ: X)) - (VWi (x«))
= Z k lAk,J = ZAI kAky.l - (A A)’J
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei
(facoltativo)

Si noti per prima cosa (fare alcuni facili conti!) che p,(x) =, ¢k ¢x(x)
minimizza la quantita

Z Wi | pn(xk) — }/k|2-

se e solo se per (f,g) := S, wif(xx)g(xx)

> (i dk)er = (f, 6i)-
k
Osserviamo inoltre che

m da(f,g):= Zkle wi f (xk)g (x«),
m da Arj = d(xk)v/ Wk,
m posto f = (f) == (VWif (x))k,

m denotata con AI la j-sima riga di AT,

abbiamo in particolare che per j = O ,n,

(f,¢5) : Zka(Xk ¢J(Xk)—Z\/W7f XK )/ Wi i (X)) Z ffk =

Alvise Sommariva Miglior approssimazione in spazi euclidei 17/ 52



Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei
(facoltativo)

Inoltre da

(6i, dk) = (AT A)ik

S (i di)ci = (AT A)ikck

k k

abbiamo

Quindi, dovendo c” risolvere le equazioni normali y, (¢i, ¢x)ck = (f, ¢i) per
ogni i =0,...,n+ 1, necessariamente da (f,¢;) = A/ f,

D (ATA) ke =D (didi)ci = (F.d) =ALf, i=0,...,n+1
k k

ovvero in forma matriciale
ATAc = ATf

che é la classica formulazione delle equazioni normali dell’algebra lineare.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei
(facoltativo)

Osserviamo inoltre che da (f, g) := Zﬁ”:l wif (xi)g(xk) € Akj = (XK )/ Wk,
posto f = (\/wif(x«))x abbiamo in particolare che per j =0,...,n, denotata
con AI, la j-sima riga di A",

(f, &) : Z wicf (xi)pj(xk) = Z\/ka (xk)v/Wkj(xk) =

Inoltre da (¢i, #x) = (AT A)ik,abbiamo 3", (é1, ¢)ci = > (AT A)i ke
Quindi, dovendo c* risolvere le equazioni normali )", (¢i, ¢x)ck = (f, ¢i) per
ogni i =0,...,n+ 1 necessariamente

Z(A A)ikck = Z(¢:,¢k c = (f, i) =
k
OVVEero
ATAC" = ATF

che é la classica formulazione delle equazioni normali dell’algebra lineare.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Problema.

A questo punto supponiamo che sia Sy C ...C S, C ... CE. Ci
si domanda se per una qualsiasi f € E si abbia che lim, E,(f) = 0.
Abbiamo visto che questo equivale a stabilire che U,S,, é denso in
E.

Al momento non abbiamo detto nulla riguardo una possibile base
dello spazio euclideo E.

m Cosa serve richiedere ad E perché esista una base, magari con
cardinalita numerabile?

m Come ottenere basi ortonormali da una base arbitraria?
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Definizione (Separabile)

Uno spazio euclideo E si dice separabile se e solo se contiene un
sottinsieme S C E denso e numerabile, cf. [8, p.48].

Teorema

Uno spazio euclideo separabile ha una base ortonormale { ¢y}«
finita o numerabile, cioé tale che (¢j, ¢x) = dj « e se x € E allora
si puo scrivere formalmente

X = ch¢k

keN

per certi {cx}, intendendo che lim, ||x — >_;_q ckdk|| = 0.

Alvise Sommariva Miglior approssimazione in spazi euclidei 21/ 52


https://it.wikipedia.org/wiki/Spazio_separabile

Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Inoltre vale il seguente teorema, basato sull’algoritmo di
Gram-Schmidt (cf. [4, p.165]),

Teorema (Ortogonalizzazione)

Siano fi, ..., fy,... un insieme numerabile di elementi linearmente
indipendenti di uno spazio euclideo E. Allora E contiene un
insieme di elementi {¢y }x=1,.. n .. tale che

il sistema {¢n} & ortonormale (cioé (¢pm, Pn)=0m n, dove dm n
é il delta di Kronecker);

ogni elemento ¢, € una combinazione lineare di fi, ..., f,;

ogni elemento f, &€ una combinazione lineare di ¢1,...,¢p.
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https://it.wikipedia.org/wiki/Ortogonalizzazione_di_Gram-Schmidt

Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Si osservi che

m /'insieme di partenza fi, ..., f,,... non deve essere
necessariamente finito, come di solito viene spesso richiesto
nell’algoritmo di ortogonalizzazione di matrici;

m /'insieme ¢1,...,¢n,... non deve essere necessariamente
finito;
m se lo spazio euclideo ha una base numerabile formata da

elementi linearmente indipendenti fi, ..., f,, ..., allora ha pure
una base ortonormale.
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Definizione (Serie di Fourier)

Sef eE,

Ck = (f’¢k)’ k = 172a"-
e {@k}k=1,.. 00 € una successione di elementi ortonormali di E, la

serie (formale)
+o0
> ckdn
k=1

é chiamata serie di Fourier di f.
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https://it.wikipedia.org/wiki/Serie_di_Fourier

Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Definizione (Chiuso)
Sia
DLy Prye -
una successione di elementi ortonormali di uno spazio vettoriale
normato X. Se ogni elemento f € X puo essere scritto

formalmente come serie di Fourier allora I'insieme {¢x }k=1,. . si
dice chiuso in X.

Problema.

m Quali proprieta ha I'elemento di miglior approssimazione?

m Cosa bisogna assumere perché la serie di Fourier di f converga
af?
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Teorema (Bessel-Parseval)

Sia ¢1,...,¢n, ... una successione di elementi ortonormali di uno
spazio euclideo E e sia f € E. Allora

m L'espressione
n
1= ael
k=1
ha il minimo per
dk = Ck = (f’¢k)a k = 250 oo o

ed é uguale a

n
1112 =" 2.
k=1
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Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

m Vale la disuguaglianza di Bessel

M8

2 2
ci < |If]I%.

==
I
i

m Vale l'uguaglianza di Parseval

NE

ci = IfI?

>
I
—

se e solo se I'insieme {¢ } k=12, & chiuso in E.
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https://it.wikipedia.org/wiki/Disuguaglianza_di_Bessel

Sull'elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei

Osserviamo che

m /a soluzione al problema di miglior appross. in norma | - ||
esiste ed € unica: per ottenerla basta calcolare i coefficienti di
Fourier.

m se {Ck}tk=1,.n determina I'elemento di miglior
approssimazione di f rispetto alla norma indotta dal prodotto
scalare in S, =< ¢1,...,¢, >, allora

lim [|f =" ckeell = lim | []2 = D" =0
k=1

k=1

in virtt dell'uguaglianza di Parseval.
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Polinomi trigonometrici reali

Definizione (Polinomi trigonometrici)

Lo spazio vettoriale TR dei polinomi trigonometrici di grado n é
costituito dalle combinazioni lineari delle funzioni

po(x) = 1
O3_1(x) = cos(kx), k=1,....n
®5(x) = sin(kx), k=1,...,n.
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Polinomi trigonometrici reali

Osserviamo che per n =1,2,..., essendo per le formule di Werner
cos (nx) - cos (mx) = cos ((n + m)x) 42—cos((n — m)x)
e i 0, k#0
/_” cos oo = { 2;r, ki 0

necessariamente (applicando la formula di Werner nel primo e

quarto punto)
m  cos ( 2nx cos (2nx)+1
m [ cos?(nx)dx = [T dx =,
m [T sin?(nx) dx = fﬂl—cosz(nx))dx—27r—7r—7r
m [ cos(nx)-sin(mx)dx =0, (integranda dispari);

m [ cos(nx)-cos(mx)dx =0,m# n.
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https://it.wikipedia.org/wiki/Formule_di_Werner

Polinomi trigonometrici reali

Inoltre per n=1,2,...,
cos ((n + m)x) — cos ((n — m)x)

sin (nx) - sin (mx) =

2
implica
/7T sin(nx) -sin(mx)dx =0,m # n
in quanto
/:Tcos(kx)dx = { (2);7, ii%
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Polinomi trigonometrici reali

Sia LZ([—,]) lo spazio delle funzioni misurabili f : [-m, 7] — R
in [—7, 7] compatto e tali che |f|? sia integrabile (cf.[4, p.5]) . Sia
tale spazio dotato del prodotto scalare (f,g) = [ f(x)g(x) dx.

m Per quanto visto

1/V/2x, ... cos(nt)/v/x, sin (nt)/ /7, ...

& una succ. ortonorm. di funzioni in L2([—,7]).
m Si dimostra che le 2n + 1 funzioni

do(t) = 1/V2m, ..., dan_1(t) = cos (nt)/\/7, dan(t) = sin(nt)//7
formano una base ortonorm. di TX dotato del prod. scal. di
LE([a, b])-

m Si vede che {¢x}r—o
p.267]).

2n & chiuso in L& ([—m, 7]) (cf. [4,

.....
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Polinomi trigonometrici reali

Dalle precedenti osservazioni e del teorema di Bessel-Parseval:

Teorema

Consideriamo la successione di elementi ortonormali

1/V2x, ..., cos(nt)/v/7, sin(nt)/V/T, ...

di L2([a, b]). Allora i coefficienti di Fourier che determinano
I'elemento di miglior approssimazione corrispondono a

m o= ["_ f(x)dx/v2m,
B Oy = %ffﬂ f(x)cos(kx)dx, k=1,2,...;
O = %ffﬂ f(x)sin(kx)dx, k=1,2,...

ed é Iimk Ek(f) =0.
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Polinomi trigonometrici reali

Inoltre vale I'uguaglianza di Parseval

% </_7; dx> +Z(/ f(x) cos(kx)dx>2+

+ 3 </7r f(x)sin(/<><)0'><>2=7THfH2

k=1 -

(cf. [11]).
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Polinomi trigonometrici complessi

Definizione (Polinomi trigonometrici complessi)

Lo spazio vettoriale ']I“gj dei polinomi trigonometrici complessi di
grado n é costituito dalle combinazioni lineari delle funzioni

do(x) = 1
O3_1(x) = exp(—ikx), k=1,...,n
d3(x) = exp(ikx), k=1,...,n

=17

dove "i"”, come al solito, é la costante immaginaria.
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Polinomi trigonometrici complessi

Teorema

La successione {¢} }x & una composta di elementi ortogonali di LZ.

Dimostrazione.
Per j, k € Z, ricordando [I'identita di Eulero

exp (ikx) = cos (kx) + isin (kx) = cos (kx) — isin (kx) = exp (—ikx)
e dal fatto che exp (imx) - exp (inx) = exp (i(m + n)x) ricaviamo

[ e 0o b = [ enp it~ )

Se j = k tale integrale vale evidentemente 2m altrimenti, se j # k vale 0 in

quanto
’r o dy - (P (il = K)2m) — exp (i(j — K)0))
| ewil—md = .
_ iUik)-(lfl):O.
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Polinomi trigonometrici complessi

Poiche {¢} } & chiusa in LZ([0,27]) (cf.[2, p.24-27])

Teorema

Consideriamo la successione di elementi ortonormali di L%([0, 27])
1/V2m, ... exp(—inx)/V2x, exp (inx)/V 2T, . ..
Allora i coeff di Fourier dell’elemento di miglior appross. sono
= f f(x) dx;

B k-1 = Wf f(x)exp (ikx) dx, k =1,2,.
By = \/Ef f(x)exp (—ikx) dx, k =1,2,.
ed é Iimk Ek(f) =0.

Inoltre vale I'uguaglianza di Parseval

oo

> ( OZW f(x) exp (ikx) dx )2 = 2n||f|]?

k=—o0
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Polinomi trigonometrici complessi

Di solito non si usa per tali serie di Fourier la notazione introdotta,
ma si preferisce descriverla come la serie bilatera

f(x) = Z 7k exp (ikx)
k=—o00
con
1 2w

Yk = 5=

2 ) f(x) exp (—ikx) dx (4)

Tale espansione € facilmente ricavabile da quella precedentemente
espressa.
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Si supponga che la funzione f € L2([0,27]) sia in realtd continua
in [0, 27] e periodica cioe f(0) = f(27). Dalla teoria & noto che
possiamo scrivere formalmente
> 1 2T
)= Y > ( /0 f(x) exp (—ikx) dx) exp (ikx).  (5)

k=—o0

Usualmente non si calcola tutta la sommatoria ma si considera una
sua approssimazione

M

Z % (/OZW f(x) exp (—ikx) dx) exp (ikx)

k=—M

per M sufficientemente grande.
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Osserviamo che differentemente dalla classica interpolazione polinomiale in
nodi generici, |'approssimante trigonometrica & disponibile se siamo in grado di
calcolare numericamente la quantita

1 2m

I f(x) exp (—ikx) dx

:EO

per k=—-M,..., M.

Per funzioni continue e periodiche, si prova che & una buona scelta utilizzare la
formula dei trapezi composta ([1, p.285-288])

M*—1

b
[ Feadx S(r(@) + o) b S ),

ove xi =a+ih, i=0,....,M*, h=(b—a)/M".
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Supponiamo g : [0,27] — R sia

m continua,

m periodica, ciogé g(0) = g(2m).
Utilizzando la formula composta dei trapezi basata su M intervalli
equispaziati, posti x; = jh, j=0,...,M* h=21/M*

/027r g(x)dx

M*—1

P60+ 5 +h Y )
j=1

Q

M*—1

M*
= h-g(2m)+h Z g(Xj):hzg(Xj)
1

j=1
M*
2r
= Z g(xj)
j=1
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Cosi, per g continua e periodica in [0, 27]

2m or &L (2
dx =~ .
/0 g(x)dx M*;g<M*>

Supposto che
m f sia continua e periodica in [0, 27],
m g(x) = f(x)exp(—ikx), k=—-M,..., M,
m M*=2M+1

il coefficiente di Fourier &,(f) = 2 [ £(x) exp (—ikx) dx,
k=—-M,..., M e tale che

1 o 2
)~ £l : —ik-j .
&)~ o1 ; (f 2M+1) ex"( ’ J2M+1)
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Supposto k = —M, ..., M, da

2M+1

&N~ 5 > (i) oo (kg )
definiti
m A= 2/\//+1f (2/\24/;—1./') (conj=1,....,2M +1);
o o= T o (29

abbiamo & (f) =~ ok (ove k = —M, ..., M), in quanto

1 2

&(f) = 2 ), f(x) exp (—ikx) dx

2 —ik2rj
.z; e <2M+1> — %k (6)

Q
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

L'algoritmo della Fast Fourier Transform permette di calcolare

N-1

2

&k_ZTj-exp<—iI\7ITjk>, k=0,...,N—1 (7)
j=0

non in O(N?) operazioni ma O(N - log(N)).
Con un po’ di fatica (!!!), visto che ok = okiom+1,
2M+1 G
—ik2mj
k=D Ao <2I\/I+1>
j=1

ove k = —M,..., M, si pué riformulare come in (7), per
N=2M+1.
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https://it.wikipedia.org/wiki/Trasformata_di_Fourier_veloce

Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Originariamente fu scoperto da Cooley-Tukey nel 1965 (anche se
secondo alcuni era noto a Gauss!).

|
IEEE Guest Editors’ Introduction: The Top 10 Algorithms.
The FFT is perhaps the most ubiquitous algorithm in use today to
analyze and manipulate digital or discrete data.
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http://www.cis.rit.edu/class/simg716/Gauss_History_FFT.pdf
https://www.computer.org/csdl/mags/cs/2000/01/c1022.html

Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Si puod dimostrare [1, p.179] (non banale!) che

Teorema

Se f :[0,27] — R é continua e periodica allora il polinomio trigonometrico

complesso
M
pm(x) = Z ay - exp (—ikx)
j=—M
dove
2M+1
a - exp —ik Jziﬂ.
= 2/\/1 +1 2/\// +1 2M +1

(cioé ax é I'approssimazione del coefficiente di Fourier £(f) utilizzando la

formula dei trapezi composta) interpola la funzione "f” nei nodi xj = j - 5%

2M+1 "

Alvise Sommariva Miglior approssimazione in spazi euclidei 46/ 52



Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Ci poniamo varie domande:

m Quanto buona & I'approssimazione fornita dal metodo dei
trapezi, nel calcolo degli integrali?

m Come decadono i coefficienti di Fourier (vedasi anche il
Lemma di Lebesgue-Riemann)?

m Quanto buona & I'approssimazione fornita dalla miglior
approssimazione f, in norma 2 o dall'interpolante p,?
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Definizione (Variazione limitata o rettificabile)

Una funzione f : [a, b] — R si dice a variazione limitata se

To(F) =sup{>_If(t;) — f(ti1)| :a=to < t1 <...<t,= b} < +o0.
i=1
La quantita T2(f) si chiama variazione.
Esempi di funzioni a variazione limitata sono
m Le funzioni lipschitziane su [a, b];

m le funzioni di classe C!([a, b]).
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Teorema ([10
Se

m f én > 1 volte differenziabile, periodica e Lipschitziana,

m ()¢ periodica e a variazione limitata V in [0, 27|,
m /(f) = 0 " f(x)dx,
In(F) = F(F(0) + F(2m)) + 2SS F(j2m /N),

()~ 1) < oy

Se f & analitica con |f(t)| < M nella striscia aperta di
semiampiezza o attorno all’asse reale del piano complesso, allora

47 M
[In(f) = 1(F)] < oxp (aN) —1
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https://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_a_variazione_limitata

Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Teorema (Grandezza coeff. Fourier, [10, p.560])
Sef é

m f en > 1 volte differenziabile, periodica,

m () & periodica e a variazione limitata V' in [0, 2],

allora

Vv
)l < ———.
’fk( )‘ = 27T|k|77+1

Se f & analitica con |f(t)| < M nella striscia aperta di
semiampiezza « attorno all’asse reale del piano complesso, allora

[Ek(F)] < M - exp (—alk|).
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Calcolo dell’espansione di funzioni continue e periodiche
con polinomi trigonometrici complessi

Teorema (Facoltativo. Qualita approssimazione, [10, p.560])

Sef é

m f én > 1 volte differenziabile, periodica,

n (") & periodica e a variazione limitata V in [0, 27],
allora
m la miglior approssimante f, = > 7 &k(f) - exp (—ikx) in
norma 2,
m il polinomio interpolante p,(x)=3_7__ ak - exp (—ikx)

sono tali che

Y = pallee < —2Y
an(n)?’ Prllee = T (myn”

Hf - fn”oo <
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