
Gruppi armonici e scale musicali

Il nome di gruppo armonico dato a quattro punti allineati che abbiano birapporto −1, ha un’origine legata al problema della
determinazione degli intervalli musicali. Qui sotto vogliamo accennare brevemente a questo argomento, ricordando che il
birapporto tra quattro numeri (le coordinate affini dei quattro punti sulla retta) è (a, b, c, d) = (d−b)(c−a)

(d−a)(c−b) .

I suoni musicali sono caratterizzati dalla loro altezza, dall’intensità e dal timbro, e fin dall’antichità si è posto il problema
di individuare quali siano i rapporti “armonici” tra le diverse altezze delle note musicali. I suoni musicali sono prodotti da
vibrazioni e la loro altezza coincide con la frequenza della vibrazione. Nel caso delle corde vibranti, l’intensità del suono è
proporzionale all’ampiezza della vibrazione, mentre la frequenza, f , è inversamente proporzionale alla lunghezza della corda
stessa. Ovvero f = k/l, dove la costante di proporzionalità, k, dipende dal materiale, dallo spessore e dalla tensione della
corda.

Un primo tentativo di determinare questi rapporti nasce dall’osservazione degli “armonici” prodotti dalle corde vibranti.
Se appoggiamo delicatamente un dito nel punto medio di una corda, forziamo la corda a vibrare al doppio della frequenza
rispetto alla corda libera, cos̀ı come, ponendo un dito ad un terzo della lunghezza, forziamo la corda a vibrare al triplo della
frequenza “fondamentale” e, cos̀ı via.

In questo modo si genera una successione di suoni armonici, di frequenza sempre più elevata (e di intensità sempre più
debole). Se la nota fondamentale è un do, la successione dei suoni armonici è la seguente:
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Si possono quindi definire gli intervalli fondamentali della scala guardando ai rapporti tra queste frequenze. Il primo intervallo
fondamentale che osserviamo è l’ottava (do-do superiore), che si ha quando raddoppia la frequenza delle vibrazioni, come
si vede osservando le coppie di note in posizione 1-2, 2-4, 4-8, 8-16. Un altro rapporto fondamentale è l’intervallo di quinta
giusta (do-sol) che si ha quando le frequenze sono nel rapporto di 3/2, come si vede osservando le coppie 2-3, 4-6, 8-12.
Analogamente, l’intervallo di terza maggiore (do-mi), si ha quando le frequenze sono nel rapporto di 5/4 (vedi le coppie 4-5
ed 8-10).

Costruire una scala musicale significa fissare la successione dei rapporti delle varie frequenze con la frequenza fondamentale
e, da Pitagora in poi, per lungo tempo, si è cercato di farlo fissando dei rapporti razionali (cioè in Q) tra le frequenze della
scala.

La “classica” scala armonica (attribuita a Tolomeo e riveduta da Zarlino) utilizzava i seguenti rapporti con la frequenza
fondamentale
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Ricordando che le lunghezze delle corde stanno nel rapporto inverso rispetto alle frequenze, si trova che la nota fondamentale
e la quinta, separano armonicamente lo 0 e la terza maggiore, ovvero si ha

(0,
4
5
,
2
3
, 1) = −1 [do −mi − sol, accordo di Do maggiore (I)].

Analogamente si ha (0, 8
15 , 8

18 , 2
3 ) = −1 [accordo di Sol maggiore (V)] e (0, 3

5 , 1
2 , 3

4 ) = −1 [accordo di Fa maggiore (IV)].
Questa relazione si può anche esprimere dicendo che la lunghezza della corda corrispondente alla terza maggiore è la media
armonica delle lunghezze delle corde relative alla nota fondamentale ed alla quinta giusta, ove la media armonica tra due
numeri a e b è l’inverso della media degli inversi dei numeri stessi, ovvero 2

1
a + 1

b

.
Questa sistemazione non è però completamente soddisfacente perché, ad esempio, passando dalla scala di DO ad un’altra scala
sarebbe necessario accordare diversamente lo strumento se si vogliono mantenere i rapporti stabiliti tra la nuova frequenza
fondamentale e le altre note della scala. Inoltre, non è vero che le relazioni stabilite siano vere per tutti gli accordi maggiori,
ad esempio si ha (0, 5

7 , 3
5 , 8

9 ) = − 33
32 6= −1 [re-fa#-la, accordo di Re maggiore](∗). Questo portava a definire dei rapporti di

“vicinanza” o “lontananza” tra le varie scale.
Il problema è stato risolto con l’introduzione della cosiddetta scala temperata che rinuncia a scegliere rapporti razionali tra
le frequenze ad eccezione dell’ottava. Si pone infatti che il rapporto tra le frequenze di due note successive sia sempre uguale
ad una stessa costante K, ovvero

do#
do

=
re

do#
=

re#
re

= · · · = si

la#
=

do sup

si
= K

e quindi, essendo do sup
do = 2 (ottava), si ha K12 = 2, ovvero K = 12

√
2 ∼ 1.05946.

(∗) Si osservi che il quarto armonico dopo 3
5 , 8

9 e 0 è 48
67 e quindi la differenza tra i rapporti di frequenze è 7

5 −
67
48 = 1

240 . Occorre
un orecchio sensibile per cogliere queste sfumature.
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