1 Temi d’esame 2012 — 2018 (a cura di G. Colombo)

NOTA: sia In che log indicano il logaritmo in base e.

1.1 2012, Area dell’Ingegneria dell’Informazione, Canali 1 e 4

Appello del 7.02.2012

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Data la funzione

(@) :/ arct)&:rﬂ%tdt7
-1

(a) dimostrare che il dominio e R, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del dominio, determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

22

_ 1 _
. e =2 coslnx + cosarctanx — e 2
lim 5 —
0+ In(1+ 22) —sinx

8 3
/ eV da.
0

iRez 4+ 22 =22 — 1

Esercizio 3 [7 punti] Calcolare 'integrale

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione

e disegnare le soluzioni sul piano complesso.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia f : R — R derivabile tre volte e sia zg € R tale che f”(x¢) =0, f"(x0) # 0.
Si dimostri che zp ¢ un punto di flesso per f.

TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti| Data la funzione

¥ arctan 2t
fl) = [,
2

(a) dimostrare che il dominio ¢ R, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del dominio, determi-
narne gli eventuali asintoti;
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(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

_1 . 92
e 22 sinlnz + cossin 2z — e~ 2

.
T30t In(1 — 22) 4 arctan z?

Esercizio 3 [7 punti| Calcolare 'integrale
9
/ NS eV? dx.
0

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
iTmz 422 = |2 — 1

e disegnare le soluzioni sul piano complesso.

TEMA 3

Esercizio 1 [9 punti] Data la funzione

z tan 2t
f(x):/ arctan .

R

(a) dimostrare che il dominio ¢ R, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del dominio, determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare il limite

1 . )
e~ 22 coslnz? — cossinh 2z + e~ 2%

.
il In(1 + 22) — tan 22

Esercizio 3 [7 punti] Calcolare l'integrale
16 , ¥z
—dx.
IR
Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
iRez — 2% +1 = |z|?

e disegnare le soluzioni sul piano complesso.
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TEMA 4

Esercizio 1 [9 punti| Data la funzione

@) = /“7 arcttan 3tdt,
1

(a) dimostrare che il dominio ¢ R, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del dominio, determi-
narne gli eventuali asintoti;
(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;
(c) studiarne concavita e convessita;
(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

a1, _2?
e 2sinlnz —costanx + e 2

I
S04 In(1 — 22) + sinh 22
Esercizio 3 [7 punti] Calcolare l'integrale
27
eV® dz.
1

Esercizio 4 [5 punti] Risolvere I’equazione
iTmz — 2% +1 = |2|?

e disegnare le soluzioni sul piano complesso.

Appello del 23.02.2012

TEMA 1

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione

f(z) =2/ |22 — 4] — |z| + 1

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del
dominio, determinarne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e studiarne la convessita e la concavita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

o0

n n!
Z(—l)"‘a -1 (n+1)!—nl+1

n=1

al variare di a € R.
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Esercizio 3 [10 punti] Data la funzione

2 4+ 1

@)= €2t 4 2e* 4 9’

(a) se ne calcoli una primitiva;
(b) si provi che l'integrale generalizzato f0+°° f(z)dx & convergente e lo si calcoli.

Esercizio 4 [4 punti] Si esprimano in forma algebrica gli zeri del polinomio
(2* +iz+2)(2° - 8i).

Esercizio 5 [facoltativo] Determinare il carattere della serie

+oo nn2
> e
= (n')om

al variare di o € N.

TEMA 2

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
fx) = 2y/]a? =9 — |a| +2

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del
dominio, determinarne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f” negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e studiarne la convessita e la concavita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

oo

—1)!
)l 1) "
;( )"+ ’ nl—(n-—1)"+2
al variare di o € R.
Esercizio 3 [10 punti] Data la funzione
e’ —1
f(l') - ezx — Qe +27

(a) se ne calcoli una primitiva;
(b) si provi che l'integrale generalizzato f0+°° f(z)dx & convergente e lo si calcoli.

Esercizio 4 [4 punti] Si esprimano in forma algebrica gli zeri del polinomio

(2% = 3iz — 2) (2° + 8i).

TEMA 3
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Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
f(z) = 3la| — 4/[2? = 1| =2

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del
dominio, determinarne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f” negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e studiarne la convessita e la concavita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

o

n n—1)!
Z(—l)”‘a 2 n! —((n - 1))! +4

n=1
al variare di a € R.
Esercizio 3 [10 punti] Data la funzione
2e* — 1
@)= e2r 4 2er 427

(a) se ne calcoli una primitiva;
(b) si provi che l'integrale generalizzato f0+oo f(x)dx & convergente e lo si calcoli.

Esercizio 4 [4 punti] Si esprimano in forma algebrica gli zeri del polinomio
(2% + 3iz — 2) (2° — 274).

Esercizio 5 [facoltativo] Determinare il carattere della serie

—+00 n2

2 e

n=0

al variare di o € N.

TEMA 4

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione

fz) =2lz| —3y/|]x2 = 2| -1

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del
dominio, determinarne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f” negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e studiarne la convessita e la concavita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

o

n n!
Z(—l)”’a+ 2 (n+1)!—nl+3

n=1
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al variare di a € R.

Esercizio 3 [10 punti] Data la funzione

e+ 1

flz) = e2r — et 4 9’

(a) se ne calcoli una primitiva;
(b) si provi che l'integrale generalizzato f0+°° f(x)dx & convergente e lo si calcoli.

Esercizio 4 [4 punti] Si esprimano in forma algebrica gli zeri del polinomio

(2% —iz +2)(2° + 27i).

Appello del 17.07.2012

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Data la funzione

T — 2

fw) = z+3

‘ olo—2]

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e dimostrare che esiste M > 0 tale che f”(z) > 0 se |z| > M;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [8 punti] Calcolare

1

—x

) arctan (1 — cos 5) — sin —QiQ —e
im
1 1
T—+00 In (1 + xQ) — arctan

Esercizio 3 [10 punti] (a) Calcolare 'ordine di infinito per  — 3 della funzione

X

g(z) = 9 _ 42

b) dire per quali @ > 0 converge 'integrale

3
T
1= ——dzx;
/0 (9_1:2)04 Z;

c) calcolarlo per a = 1.

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
|2+ 20| = (\z| - 2)

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.
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TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Data la funzione

fz) =

TH2| et
r—3

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e dimostrare che esiste M > 0 tale che f”(z) > 0 se |z| > M;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [8 punti]| Calcolare
e” % +sin (cos % — 1) + arctan ﬁ

1
22

I
200 In (1 — x—IQ) + sin

Esercizio 3 [10 punti] (a) Calcolare 'ordine di infinito per z — 2 della funzione

b) dire per quali & > 0 converge 'integrale

2
T
/o (-2

¢) calcolarlo per a = 1.

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
p—3ﬂ:“4—#

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.

Appello del 18.09.2012

TEMA 1
Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
1 1 .
f(z) =Incoshz — 3% iln\smhx\

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-

narne gli eventuali asintoti; provare che f(x) > 0 se e solo se x < M;

(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.
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Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza della serie

— 1 [_n o+ cossin & _ ea 4 L 1]°
— |€ SIN 7 +— COSSIN — — €2n —
n:1n2 n 12 nt

al variare del parametro a € R.

Esercizio 3 [8 punti] Data la funzione

JF — 27
(Ve -3¢a)"

si calcoli una primitiva di f (sugg.: effettuare la sostituzione x = t%).

flz) =

Esercizio 4 [5 punti] Esprimere in forma algebrica le soluzioni dell’equazione
S —izd42=0

e rappresentarle sul piano di Gauss.

TEMA 2
Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
1 1 )
f(z) =Incoshz + 3%~ §ln\smhx\

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
In(—2+V5)
2 )

narne gli eventuali asintoti; provare che f(x) > 0 se e solo se x >
(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza della serie

o0
117111 1 1 a
Z 3 [EH + cosh sinh o e — e 2" cos n]

n=1

al variare del parametro a € R.

Esercizio 3 [8 punti] Data la funzione

_Vz-8
(Ve —29z)"

si calcoli una primitiva di f (sugg.: effettuare la sostituzione x = t%).

fz) =

Esercizio 4 [5 punti] Esprimere in forma algebrica le soluzioni dell’equazione
A 423 43=0

e rappresentarne le soluzioni sul piano di Gauss.
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1.2 2013, Area dell’Ingegneria dell’Informazione, tutti i canali

Appello del 5.02.2013

TEMA 1

Esercizio 1 [10 punti] Si consideri la funzione

f(z) = arcsin /1 — 2log? z.

Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [8 punti] Al variare di z € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

i 1 4z \"
n+1\1+2%2/)
n=1
Esercizio 3 [9 punti] Calcolare 'integrale
+oo T 1
/ 27_‘_ dzx.

logs €7 —3

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

22+1\° _
2:—-1) 7

scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia f € C([0,1]) una funzione continua. Calcolare il limite
1
lim n/n fx)dx.
n—oo %

TEMA 2

Esercizio 1 [10 punti] Si consideri la funzione

f(z) = arcsin{/1 —
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Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [8 punti] Al variare di z € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie
i 1 -8z \"
n\4+a22)
n=1
Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare 'integrale
400 z _ 1
[
0 e* + 3

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

2:4+1\°_ |
1-22) 7

scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.

TEMA 3

Esercizio 1 [10 punti] Si consideri la funzione

flx) = g — arcsin /1 — 2log® z.

Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [8 punti]| Al variare di z € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

i 1 122 \"
1n—i—l 9 + 22
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Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare 'integrale
/+oo et + 4
— dz.
logs €7+
Esercizio 4 [6 punti] Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

3z+1 3_1
32—1) 7

scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.

TEMA 4

Esercizio 1 [10 punti] Si consideri la funzione

flx) = g —arcsiny/1 —

1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

2) Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
4) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [8 punti] Al variare di z € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie
i 1 —4z \"
n\l+az2) °
n=1
Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare 'integrale
00 T _ 4
[TV,
logs €Y —9
Esercizio 4 [6 punti] Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

3z+1 3_1
1-32z) 7

scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.

Appello del 20.02.2013
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TEMA 1

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione

1

flz)==x ‘3 + 710g(2:1:)

i

(a) determinarne il dominio, calcolarne i limiti agli estremi e determinare eventuali asintoti;

(b) studiarne la prolungabilita agli estremi del dominio e la derivabilita;

(¢) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f;

(e) disegnarne un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio
della concavita e della convessita).

Esercizio 2 [10 punti] Calcolare il limite

i 272 log? z — 1 + sin 22 + cos (1 — e‘/ix)
im

z—0+ sinh x — ¢

al variare del parametro a > 0.

Esercizio 3 [8 punti] Calcolare 'integrale

oo q 1
/ —lein—dm
2 z

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
}zQ(z — (z—4i))| = |2z — 2(2 — 42){

e disegnare le soluzioni nel piano complesso.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia f : [0, +oo[— R continua e crescente. Sia

1 xX
g(z) = / f&)dt, =>0

 Jo

Si provi che g & crescente.
TEMA 2
Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione
1
—rl2— —
o) == i),

(a) determinarne il dominio, calcolarne i limiti agli estremi e determinare eventuali asintoti;

(b) studiarne la prolungabilita agli estremi del dominio e la derivabilita;

(c) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f;
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(e) disegnarne un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio
della concavita e della convessita).

Esercizio 2 [10 punti] Calcolare il limite

i sinz? 4 coslog(1l + v2x) — 1 4 2%/ log? x
im
o0+ sinx — z¢

al variare del parametro a > 0.

Esercizio 3 [8 punti] Calcolare 'integrale

T x

oo g 1
/ — cos — dx

Esercizio 4 [5 punti] Risolvere I’equazione
}22(2 —(z— 22))‘ = |2z — 2(2 — 22)|

e disegnare le soluzioni nel piano complesso.
TEMA 3
Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione

1
flz)==x ‘64— Tog(dz) |

(a) determinarne il dominio, calcolarne i limiti agli estremi e determinare eventuali asintoti;

(b) studiarne la prolungabilita agli estremi del dominio e la derivabilita;

(c¢) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f;

(e) disegnarne un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio
della concavita e della convessita).

Esercizio 2 [10 punti] Calcolare il limite

. 21073 log® & + cosh(e\/im —1) =1 —sina?
im

20+ @ —sinx
al variare del parametro o > 0.

Esercizio 3 [8 punti] Calcolare l'integrale

Esercizio 4 [5 punti] Risolvere I’equazione

}22((24—4@') —2)| = |2(z + i) — 27
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e disegnare le soluzioni nel piano complesso.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia f : [0, +0o[— R continua e crescente. Sia
1 xr
g(z) = / f(t)dt, z=>0.
Z Jo
Si provi che g & crescente.

TEMA 4

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione

1
log

)

f(a:)::c'6—

(a) determinarne il dominio, calcolarne i limiti agli estremi e determinare eventuali asintoti;

(b) studiarne la prolungabilita agli estremi del dominio e la derivabilita;

(¢) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f;

(e) disegnarne un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio
della concavita e della convessita).

Esercizio 2 [10 punti] Calcolare il limite

li x1%/4 log®  — sinh 22 + cosh log(1 — v2z) —1
im
20+ r® — arctan

al variare del parametro a > 0.

Esercizio 3 [8 punti| Calcolare 'integrale

oo g 1
/ — sinh — dx
1 xr xr

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
}22(2 — (2 +20))| = |27 — 2(z + 2i)|
e disegnare le soluzioni nel piano complesso.
Appello del 15.07.2013

TEMA 1

Esercizio 1 [10 punti] Si consideri la funzione
f(z) =logcoshz — log |sinhz — 1].

1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.
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2) Calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.

3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di massimo o minimo relativi
o assoluti.

4) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [8 punti]
a) Dato il limite
1 !
lim 2808 _ (1)

n—oo 2

calcolare

n—oo

lim <n2 + log(n!) + cos n) <sin (i) log(n + 1) — arctan (i) log(n — 1)) .

b) [FACOLTATIVO] Dimostrare (1).

Esercizio 3 [9 punti]
a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+00 €2a:p -1
[,
0 esr + 1
al variare di @ € R.
b) Calcolarlo per a = 1/2.

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
2’ =-16z

esprimendole prima in forma trigonometrica/esponenziale e poi in forma algebrica; disegnarle infine sul
piano di Gauss.

TEMA 2

Esercizio 1 [10 punti] Si consideri la funzione
f(z) =log|sinh x — 2| — log cosh .
1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

2) Calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.

3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di massimo o minimo relativi
o assoluti.

4) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).
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Esercizio 2 [8 punti]
a) Dato il limite
1 !
lim 12800 _ (1)

n—oo 2

calcolare
n—oo

tim (n” + log(n!) +sinn) <sinh (i) log(n — 1) — arctan <i> log(n + 1)) .

b) [FACOLTATIVO] Dimostrare (1).

Esercizio 3 [9 punti]
a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

400 3 _ e
/ porane L
0 et 4 3
al variare di @ € R.
b) Calcolarlo per a = 1.

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
2 =201+ V3i)z

esprimendole prima in forma trigonometrica/esponenziale e poi in forma algebrica; disegnarle infine sul
piano di Gauss.

Appello del 16.09.2013

TEMA 1

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione

f(z) =2z — /|22 — 4o + 3|,

(a) determinarne il segno ed eventuali asintoti;
(b) studiarne la derivabilita e calcolare f’;

(c) determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f’;
(e) disegnare un grafico qualitativo di f.

Non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavitd e della convessita.

Esercizio 2 [9 punti]| Discutere, al variare del parametro a € R, la convergenza della serie

ilog (n(e% — 1) — %) .
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Esercizio 3 [9 punti] Calcolare I'integrale indefinito

log(x — 1)

— > dx.
v+ 3 v

Esercizio 4 [5 punti] Rappresentare le soluzioni z € C della disequazione

2—22
— =1

|z =12 - > Imz —3

nel piano complesso.
TEMA 2

Esercizio 1 [10 punti] Data la funzione

f(z) =2z — \/|z? — bz + 6],
(a) determinarne il segno ed eventuali asintoti;

(b) studiarne la derivabilita e calcolare f’;

(c) determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f’;
(e) disegnare un grafico qualitativo di f.

Non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita e della convessita.

Esercizio 2 [9 punti]| Discutere, al variare del parametro a € R, la convergenza della serie

5 (e () 1) -2

Esercizio 3 [9 punti] Calcolare l'integrale indefinito

log(z +1)

=~ (.
vVe—3 *

Esercizio 4 [5 punti] Rappresentare le soluzioni z € C della disequazione

2752
— =1

|z —1)% — <Imz+4

nel piano complesso.

Appello del 3.02.2014
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TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f(x) = arctan <l(yg|iq|;—1> .

Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.
Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

)
)
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare il limite

v sinh 2% — cos(y/x) log(1 + sinx)
im
20+ log cos 2z 4+ 23 log

al variare del parametro a > 0.

Esercizio 3 [9 punti]| Studiare la convergenza dell’integrale

/ oo arctan x d
T
o

—1

r42)7T (4+ )2
al variare di o € R e calcolarlo per oo = 1.

Esercizio 4 [5 punti] Sia f(z) = 2i2%, 2z € C. Sia A = {a(1 + i) : @ € R}. Si determinino I'insieme
Ay ={f(2): z€ A} elinsieme Ay = {z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.

Esercizio 5 [facoltativo] Studiare la convergenza della serie

0o 2
+Z (/(n+1)7r |Sinx\ dx)
o ¢ +1

n=0

al variare di a > 0.
TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

3z
f(z) = arctan <w’_2> .

1) Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.
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3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
4) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in x = 0.
5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).
Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare il limite

. sin z® + cosh(y/x) log(1 — sinh z)
im
20+ log cosh 3z + 23 log

al variare del parametro a > 0.

Esercizio 3 [9 punti]| Studiare la convergenza dell’integrale

/+°° arctan 2x d
T
o

—
3

T +3)%F (z+2)2
al variare di o € R e calcolarlo per oo = 1.

Esercizio 4 [5 punti] Sia f(z) = 4i2%, 2 € C. Sia A = {a(1 — i) : @ € R}. Si determinino I'insieme
A1 ={f(2): z€ A} elinsieme Ay = {z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.

TEMA 3

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f(ll:) = arctan (4-1?)g‘x|> .

Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.
Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

)
)
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in = 0.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

I cos(y/x) log(1 + sinz) — sin z*
im
a—0+ log cos § + 3 log =

al variare del parametro a > 0.

Esercizio 3 [9 punti]| Studiare la convergenza dell’integrale

/+°° arctan 2z
dx
o (z+1)2eD(g 4 3)2

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.

Esercizio 4 [5 punti] Sia f(z) = 222/i, z € C. Sia A = {a(1 — i) : @ € R}. Si determinino I'insieme
Ay ={f(2): z€ A} elinsieme Ay = {2z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.
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TEMA 4

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

2z
f(l') = arctan (2—10g|1‘|> .

1) Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

)
)
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
4) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.

)

5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare il limite

y cosh(y/z)log(1 — sinz) 4 sin 2%
im
z—0+ log cosh 2z + 3 log

al variare del parametro a > 0.
Esercizio 3 [9 punti] Studiare la convergenza dell’integrale

/+°° arctan x
a—1 dx
0 (x+2)7 (5+4ux)

al variare di o € R e calcolarlo per oo = 1.

Esercizio 4 [5 punti] Sia f(z) = 422/i, z € C. Sia A = {a(1 +1i) : a € R}. Si determinino I'insieme
A1 ={f(z): z€ A} elinsieme Ay = {2z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.

Appello del 19.02.2014

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
f@) = (1~ la)eme,

1) Determinare il dominio e discutere il segno di f.

3

)

2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli asintoti.
) Calcolare f' e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
)

4) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.
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5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Esercizio 2 [9 punti] Si consideri la serie

+o0 n

Zn—l X
T
—n +1(x+4)

1) Stabilire per quali valori di € R c¢’¢ convergenza assoluta.

2) Stabilire per quali valori di € R ¢’¢ convergenza semplice.

Esercizio 3 [9 punti] Calcolare il seguente integrale

10
/ arctan (\3/55 — 2) dx.
2

Esercizio 4 [5 punti] Determinare e disegnare nel piano di Gauss l'insieme

{z eC: ||z 4P+ (+i)? > ||z +i - (z+i)2\}-

Appello del 15.07.2014

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f(z) =log (3 — V2= ¢7]).

1) Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.
2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la derivabilita di f.

3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.

4) Disegnare un grafico di f.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie
i n + sin(e™) (32)"
— n3 + 3logn

al variare di = € R.
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Esercizio 3 [9 punti] Trovare per quali & € R converge l'integrale

[
dx
0o *(B+2Vz+a)

e calcolarlo per a = 1/2.
Esercizio 4 [5 punti] Esprimere in forma trigonometrica e algebrica le soluzioni dell’equazione

4
z

—_—=1- e C

A +1 ¥

5~

e disegnarle nel piano di Gauss.

Appello del 12.09.2014

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
f(.T) _ |1 _ LE| earctan(4/m).
1) Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la continuita e la
derivabilita di f.

3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.

4) Disegnare un grafico di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare, al variare di o > 0, il seguente limite

. sin(z®) — 2%+ 1 — coshz
lim
e—=0t 2+ 2% — /2 — 12

Esercizio 3 [9 punti] Determinare gli @ € R per i quali I'integrale
4
/ Ldm
0o (4—x)®

Esercizio 4 [5 punti] Determinare il numero complesso « tale che il polinomio

converge e calcolarlo per a = 1/2.

P(z) = 2% — (6 +2i)2* + (T4 5i)z +a

abbia z; = 2 come radice. Per tale valore di « trovare le altre due radici di P(z) esprimendole in forma
algebrica.
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Appello del 26.01.2015

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

=1
J(@) = o+ 1] 7.

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintot;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli z € R tali che la serie

o0

logn
— )"
2 i@

n=2

converga, risp. converga assolutamente.

Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare

w/2
/ (sin®z + 3)e*“**| sin x| da.
—7/2

Esercizio 4 [5 punti] Si consideri la funzione
f(z)=iz% =3 +1, z € C.
Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi

A={f(z):z€C,Re(z) =0},
B={z€eC: f(z) =i—11}.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia

£(2) :/M =1

2 t

Dimostrare che lim,_,o f(z) = 0 e calcolare I'ordine di infinitesimo di f.
TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

F@) = —fe — 3|1

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;
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(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;
(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli z € R tali che la serie

S 1+1
Zw(x_,_l)n
n

n=2
converga, risp. converga assolutamente.
Esercizio 3 [9 punti] Calcolare

w/2 )
/ (cos2:c+ 1)63‘51”' cosz dzx.
—7/2

Esercizio 4 [5 punti] Si consideri la funzione
f(z)=iz*+1-2i, zeC.
Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi

A={f(z):2€C,Im(z) =0},
B={z€C: f(z) =9 - 2i}.

TEMA 3

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
~1
F(@) = [o + 3] T

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f’;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli z € R tali che la serie
o¢]

1-1
Zﬂ(:ﬂ_kg)n

2 —
n=3 n

converga, risp. converga assolutamente.

Esercizio 3 [9 punti] Calcolare

w/2
/ (2- sin? z)e” 7| sin x| da.
—7/2
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Esercizio 4 [5 punti]| Si consideri la funzione
f(z)=i4+2-4z%,  zeC.
Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi

A={f(z):2€C,Re(z) =0},
B={z€C: f(z) =i—6}.

TEMA 4
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

F(a) =l — 3] B

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintot;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli 2 € R tali che la serie

o0

log(n+1) o 1)
; n+2 ( )

converga, risp. converga assolutamente.

Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare

w/2 )
/ (2 — cos? x)e*msmxl cosz dzx.
—7/2

Esercizio 4 [5 punti] Si consideri la funzione
f(z)=3i+2-iz},  zeC.
Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi

A={f(z):2€C,Im(z) =0},
B={z€C: f(z) =29+ 3i}.

Appello del 20.02.2015

TEMA 1
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Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f(z) = 1 g(W)

sin(2x)

nell’intervallo [—7/2, 7 /2].

(a) Si determinino il dominio D di f e le eventuali simmetrie; si determinino i limiti di f agli estremi di D
e gli eventuali asintoti; se ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f;

(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).

Esercizio 2 [9 punti| (a) Calcolare l'ordine di infinitesimo di

e cos(ax) — sinx

per x — 0 al variare di o € R;
(b) calcolare il limite

Z‘—.TQ

e — cos(ax) —sinx

+50 sinhz — log(1 + sinz)
al variare di o € R.

Esercizio 3 [9 punti] Determinare per quali o € R l'integrale

! 2
/ xe®® (629” — 1)a/ dx
0

converge e calcolarlo per a = —1.

Esercizio 4 [5 punti] Si risolva la disequazione
Re((z + ¢)2> < Im(i(Z - 2@)2>

e se ne disegni l'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.
TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

1 ~(fwan@
f(z) = sin(4x)e (I (4 )\)

nell'intervallo [—7, 7].

(a) Si determinino il dominio D di f e le eventuali simmetrie; si determinino i limiti di f agli estremi di D
e gli eventuali asintoti; se ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f;

(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).
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Esercizio 2 [9 punti] (a) Calcolare 'ordine di infinitesimo di
1+ log(1 + x + x?) — cosh(ax) — sinh

per z — 0 al variare di a € R;

(b) calcolare il limite
lim 1+ log(1 + z + 2?) — cosh(az) — sinhz
T—0 log(1 4 arctan ) — sinh x

al variare di o € R.
Esercizio 3 [9 punti] Determinare per quali « € R l'integrale
1
/ ze®/? (ex/2 - 1)2a dx
0
converge e calcolarlo per a = —1/4.

Esercizio 4 [5 punti] Si risolva la disequazione
Re((z - 2@)2) > Im(z’(z n i)2>
e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.

TEMA 3

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

1

767<\tan(1$/2)|)
sin(z/2)

fz) =
nell’intervallo [—2, 27].
(a) Si determinino il dominio D di f e le eventuali simmetrie; si determinino i limiti di f agli estremi di D
e gli eventuali asintoti; se ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;
(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f’;
(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).

Esercizio 2 [9 punti] (a) Calcolare l'ordine di infinitesimo di
arctanz — e T + cosh(ax)

per x — 0 al variare di o € R;
(b) calcolare il limite
arctan x — e* 7 4 cosh(ax)

#50 sinz + log(1 — sinh x)
al variare di a € R.

Esercizio 3 [9 punti] Determinare per quali o € R l'integrale

1/2 3T
—d
/0 (e3w _ 1)a/4 x
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converge e calcolarlo per a = 2.

Esercizio 4 [5 punti] Si risolva la disequazione
Im(i(Z i+ 2)2) < Re((z 1y i)2)

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.

TEMA 4
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
_ 1
f(.’E — .7167<\tan(z/3)|)
sin(x/3)

nell’intervallo [—3m, 37].

(a) Si determinino il dominio D di f e le eventuali simmetrie; si determinino i limiti di f agli estremi di D
e gli eventuali asintoti; se ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f’;

(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).

Esercizio 2 [9 punti| (a) Calcolare l'ordine di infinitesimo di
cos(ax — %) + tanx — log(1 +z) — 1

per x — 0 al variare di o € R;

(b) calcolare il limite
. cos(ax — x?) + tanx — log(1 + ) — 1
250 log(1 + sinx) — arctan x

al variare di a € R.

Esercizio 3 [9 punti] Determinare per quali o € R l'integrale

1 re®/3
———d
[) (ex/B _ 1)204 L

converge e calcolarlo per a = 1/4.

Esercizio 4 [5 punti] Si risolva la disequazione
Im(i(i i 1)2) > Re((z . i)2>

e se ne disegni l'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.

Appello del 16.07.2015

TEMA 1
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Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
f(z)=(x—1)log|x — 1| + zlogx.

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D, gli eventuali asintoti e gli
eventuali punti in cui e possibile prolungarla per continuita;

(b) studiare la derivabilita di f, studiarne la monotonia e determinarne gli eventuali punti di estremo
relativo;

(¢) studiare graficamente il segno di f e calcolare i limiti significativi di f;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

3n —|—n2\x - 1|4
n=1

al variare di =z € R.

Esercizio 3 [9 punti] (a) Provare che sinhlog(1 + v/2) = 1.
(b) Calcolare l'integrale

/2 dx
0o ViZ+4+2

Esercizio 4 [5 punti] Si risolva ’equazione

disegnandone le soluzioni nel piano di Gauss.

TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
f(z) = (z+1)log(x + 1) + zlog|x|.

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D, gli eventuali asintoti e gli
eventuali punti in cui e possibile prolungarla per continuita;
(b) studiare la derivabilita di f, studiarne la monotonia e determinarne gli eventuali punti di estremo
relativo;
(c) studiare graficamente il segno di f e calcolare i limiti significativi di f;
(d) disegnare un grafico qualitativo di f.
Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie
i 4"z — 1)"
30+ ndle — 14

al variare di =z € R.

Esercizio 3 [9 punti] (a) Provare che sinhlog(1 +v/2) = 1.
(b) Calcolare I'integrale

/3 dx
0o Va2+9+43
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Esercizio 4 [5 punti] Si risolva ’equazione
(—2+2iv3)22 =1

disegnandone le soluzioni nel piano di Gauss.

Appello del 18.09.2015

TEMA 1
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
r—1
14—
fla) = * log |z — 1]

(a) Determinare le eventuali simmetrie ed il dominio D di f, i limiti di f agli estremi di D e i punti in cui
¢ possibile prolungarla per continuita;

(b) determinare gli eventuali asintoti di f;

(c) studiare la derivabilita di f, studiarne la monotonia e determinarne gli eventuali punti di estremo
relativo;

(d) studiare graficamente il segno di f;

(e) calcolare i limiti significativi di f;

(f) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare

Y sinlog(1 4 22) — cosh(azx) + 1 — x2e~1/*
im
z—0F x®logx + x*

al variare di a € R.

Esercizio 3 [9 punti| Si determinino tutti i parametri «, § > 0 tali che I'integrale

+o00 1
dz
/2 (x —2)%(x + 2z —2+1)8
converga e lo si calcoli per a =1/2 e = 1.

Esercizio 4 [5 punti] Si risolva la disequazione

Re(z+1) <Re (2%) — 2Re (%) + 2(Im (zz))2> < Re(z +q —2|—z>

e se ne disegni l'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.

TEMA 2
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
T —2
=2 =
/(@) v log |z — 2|
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(a) Determinare le eventuali simmetrie ed il dominio D di f, i limiti di f agli estremi di D e i punti in cui
¢ possibile prolungarla per continuita;

(b) determinare gli eventuali asintoti di f;

(c) studiare la derivabilita di f, studiarne la monotonia e determinarne gli eventuali punti di estremo
relativo;

(d) studiare graficamente il segno di f;

(e) calcolare i limiti significativi di f;

(f) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare

sinhlog(1 — %) — cos(az) + 1 — ze~ 1/

im
0t x4 — 26logx

al variare di a € R.

Esercizio 3 [9 punti] Si determinino tutti i parametri «, 5 > 0 tali che l'integrale

+o0 1
dx
/1 (x — 1D)(x + 4y — 1+ 2)8
converge e lo si calcoli per a =1/2e §=1.

Esercizio 4 [5 punti] Si risolva la disequazione

Re(z —1) (Re (2%) — 2Re (2%) + 2(Im (zz))2> > Re(z 1 i 2)

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.

Appello del 25.01.2016
TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f@) = .

s
7 T arctan o—1]

(a) Determinare il dominio D di f e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti (il calcolo dell’asintoto per x — —oo & facoltativo e vale 3 punti in piu);

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f’;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli z € R tali che la serie
i log(z — )n
n—1

converga, risp. converga assolutamente.
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Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare 'integrale

1/2 )
/ ( arcsin 2:L') dzr
0

Esercizio 4 [4 punti] Si consideri la funzione

f=2= ec

z

Si determini e si disegni sul piano di Gauss I'insieme

A={z€C: f(z) = z}.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia

2 t

Calcolare lo sviluppo di Taylor di f di ordine 2 con punto iniziale 0.

22—
f(x):/ 1

TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

1
f(.’E) = z—1 s
[z+1] — 4

arctan

(a) Determinare il dominio D di f e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti (il calcolo dell’asintoto per x — +oo & facoltativo e vale 3 punti in piu);

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti| Determinare tutti gli z € R tali che la serie

—+00 n
(log(x - 1))
Z Vvn+1

n=3
converga, risp. converga assolutamente.

Esercizio 3 [9 punti| Calcolare 'integrale
2
/ (arcsin z)2dx
0 2

Esercizio 4 [4 punti] Si consideri la funzione

Si determini e si disegni nel piano di Gauss l'insieme

A={z€C: f(z) =z}
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TEMA 3
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f(x): i1 g

arctan‘ T2 1

(a) Determinare il dominio D di f e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti (il calcolo dell’asintoto per x — +oco & facoltativo e vale 3 punti in piu);

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli z € R tali che la serie

—+00 n
(log(x + 2))
2 i

converga, risp. converga assolutamente.
Esercizio 3 [9 punti] Calcolare 'integrale

1/3 ,
/ ( arcsin 3:5) dx

~1/3

Esercizio 4 [4 punti] Si consideri la funzione

=212 Lec

z

Si determini e si disegni nel piano di Gauss l'insieme
A={z€C: f(z) =2z}.
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f(x) = ! z4+2

s
7 T arctan o—1]

(a) Determinare il dominio D di f e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti (il calcolo dell’asintoto per x — —oco & facoltativo e vale 3 punti in piu);

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli z € R tali che la serie

+°O log x—i—l

n+2

M

n=1

converga, risp. converga assolutamente.
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Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare 'integrale

0
/ ( arcsin g) 2d:z:

-3

Esercizio 4 [4 punti] Si consideri la funzione

Si determini e si disegni nel piano di Gauss 'insieme

A={z€C: f(z) = —2z}.

TEMA 4

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

fa) = .

s
7 T arctan o—1]

(a) Determinare il dominio D di f e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti (il calcolo dell’asintoto per z — —oc & facoltativo e vale 3 punti in piu);

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f’;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Determinare tutti gli z € R tali che la serie

= (log(ac + 1))”

S
Il
—

converga, risp. converga assolutamente.

Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare 'integrale

Si determini e si disegni nel piano di Gauss I'insieme

A={z€C: f(z) = —2z}.

Appello del 15.02.2016
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TEMA 1

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione

fﬁ@=:bg<|$n$>

COST

nell’intervallo I = [—Z, 3n].

(a) Determinare il dominio D di f in I e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e
gli eventuali asintoti;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

(c) calcolare f” e studiare la convessita e la concavita di f, determinandone gli eventuali punti di flesso;
(d) si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendo per periodicita il grafico di f in I).

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare al variare di o > 0 il limite

z® —sinz — 2(arctan £)3
lim 2( T 3)
z—0F r—sinhx +e =

Esercizio 3 [9 punti] Per ogni a € R si consideri la funzione

(sin V1-— :U)%Jra

zotl(1 4 z)ate

fa(z) =

Si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/01 fa(x)dx

al variare del parametro a € R e lo si calcoli per a = —%.
Esercizio 4 [5 punti] Determinare tutte le soluzioni dell’equazione
z2 = 2z, z €C,

esprimendole in forma algebrica e rappresentandole sul piano di Gauss.

Esercizio 5 [facoltativo] Dire per quali a € R ¢ finito l'integrale

2 2
/ 33: 37 4
0 |73 —ad|*

e calcolarlo per tali a.

TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione

sin x
ﬂmzQOMQ
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nell’intervallo I = [—Z, 3r].

(a) Determinare il dominio D di f in I e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e
gli eventuali asintoti;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

(¢) calcolare f” e studiare la convessita e la concavita di f, determinandone gli eventuali punti di flesso;

(d) si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendo per periodicita il grafico di f in I).

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare al variare di o > 0 il limite

. a® —arctanz — 5(sin £)3
lim T
z—0%F x—sinw —e oZ

Esercizio 3 [9 punti] Per ogni o € R si consideri la funzione

(tan /@)=

(1—z)otl(2—z)2te

fa(z) =

Si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/0 )

al variare del parametro a € R e lo si calcoli per a = —%.

Esercizio 4 [5 punti] Determinare tutte le soluzioni dell’equazione
222 = iz, z € C,

esprimendole in forma algebrica e rappresentandole sul piano di Gauss.

TEMA 3

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione

f(w) = log <"”ﬁ')

sinx

nell’intervallo [ = [—m, 7.

(a) Determinare il dominio D di f in I e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e
gli eventuali asintoti;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

(¢) calcolare f” e studiare la convessita e la concavita di f, determinandone gli eventuali punti di flesso;
(d) si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendo per periodicita il grafico di f in I).

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare al variare di o > 0 il limite

3(sin£)3 + 2% — sinhz

lim T
z—=0% 7% 4+ x — arctanz
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Esercizio 3 [9 punti] Per ogni § € R si consideri la funzione

_3
(arcsin V1— x) 2+
xA-1(1 —I-az)_%‘m

Si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/01 fa(x)dx

al variare del parametro 8 € R e lo si calcoli per 5 = %

fa(x) =

Esercizio 4 [5 punti] Determinare tutte le soluzioni dell’equazione

2% = —4iz, z € C,

esprimendole in forma algebrica e rappresentandole sul piano di Gauss.

TEMA 4

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione

cos
f(z) =log | —
| sin z|
nell'intervallo I = [—m, 7].

(a) Determinare il dominio D di f in I e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e
gli eventuali asintoti;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

(¢) calcolare f” e studiare la convessita e la concavita di f, determinandone gli eventuali punti di flesso;
(d) si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendo per periodicita il grafico di f in I).

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare al variare di « > 0 il limite

i —J(arctan )3 + 2% —sinz

1.
z—0* e 22 4+ sinh 2z — 22

Esercizio 3 [9 punti] Per ogni § € R si consideri la funzione

_3_
(arctan\/l—a:) 2738
23-1(1 4 )2 38

Si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/0 (e

al variare del parametro 8 € R e lo si calcoli per 5 = —%.

fa(z) =

Esercizio 4 [5 punti] Determinare tutte le soluzioni dell’equazione
72 = —iz, z € C,

esprimendole in forma algebrica e rappresentandole sul piano di Gauss.
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Appello del 11.07.2016
TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

flx) =+(z=2)3 -l

a) Determinare il dominio, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.

b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f’.

c) (Facoltativo, vale 2 punti in piu) Studiare la concavita e la convessita di f.

d) Disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

cosarctanx — cosx
im
2—0 log(1 + 22) — sin(ax?)

al variare di a € R.

Esercizio 3 [9 punti]| Stabilire per quali o € R il seguente integrale ¢ convergente

/ /8 sin 2x d
x
o |log(cos2z)|* cos2x
e calcolarne il valore per a = 1/2.
Esercizio 4 [4 punti]| Risolvere nel piano complesso ’equazione
273 = 3i,
esprimendo le soluzioni in forma algebrica e rappresentandole sul piano di Gauss.

TEMA 2
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
fl@)= V(-1 -al
a) Determinare il dominio, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.

b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f.

c) (Facoltativo, vale 2 punti in piu1) Studiare la concavita e la convessita di f.

d) Disegnare un grafico qualitativo di f.

172



Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

cosh arctan x — cosh z
im
2—0 log(1 — 2:2) 4 sinh(az?)

al variare di a € R.

Esercizio 3 [9 punti| Stabilire per quali a € R il seguente integrale ¢ convergente

/ /9 sin 3x A

o |log(cos3x)|«cos3x

e calcolarne il valore per a = 1/2.

Esercizio 4 [4 punti]| Risolvere nel piano complesso ’equazione
373 = —24,

esprimendo le soluzioni in forma algebrica e rappresentandole sul piano di Gauss.

Appello del 19.09.2016
TEMA 1
Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) =log (262|5"‘ —elrl 1).

a) Determinare il dominio e le eventuali simmetrie, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti

di f.

b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f.

¢) Studiare il segno e determinare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f.

d) (Facoltativo, vale 2 punti in piu1) Studiare la concavita e la convessita di f.

e) Disegnare un grafico qualitativo di f.

)
)
)
)

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

2

n=1

00 (1 _ §€n(1’2—x)>"

al variare di =z € R.

Esercizio 3 [9 punti]| Calcolare 'integrale generalizzato
2
/ |z — 1] log x dxx.
0

Esercizio 4 [5 punti| Risolvere la disequazione

e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.
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TEMA 2
Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) =log (462‘33' — 3elol — 1).

a) Determinare il dominio e le eventuali simmetrie, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti
di f.

b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f.

c¢) Studiare il segno e determinare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f.

d) (Facoltativo, vale 2 punti in piu1) Studiare la concavita e la convessita di f.

e)

Disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

S (g by
n+2

n=1

al variare di = € R.

Esercizio 3 [9 punti] Calcolare I'integrale generalizzato
1
/ |22 — 1] log x dx.
0

Esercizio 4 [5 punti| Risolvere la disequazione

11
S+

-| <1
z Z

e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.

Appello del 23.01.2017

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti| Calcolare 'integrale

/2 e J
- axr
2
log3 € v —4

Esercizio 2 [6 punti] Risolvere la disequazione
|22* —22°| < 3

e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.
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Esercizio 3 [6 punti] Studiare la convergenza della serie

“+oo

1 1
2 M
E - — 7>
n <COS n + sin o

n=1
al variare del parametro o > 0.

Esercizio 4 [8 punti] Si consideri la funzione

x| — 4
242

f(x) := arcsin

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° arctan z |arctan(z — 1)|
0 11— 22| (sinh /z)”

al variare di «, 8 € R.

Esercizio facoltativo. Sia I un intervallo chiuso e limitato e sia f : I — R una funzione continua e tale
che f(z) € I per ogni x € I. Dimostrare che esiste almeno un z € I tale che f(z) = .

TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Calcolare 'integrale

1 e”
- dx
/0 e2® + 4e* +5
Esercizio 2 [6 punti| Risolvere la disequazione
42 — 42%| <5

e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 3 [6 punti] Studiare la convergenza della serie

+o00
Z n? (2—- el/2n® cos(1/n))
n=1

al variare del parametro o > 0.

Esercizio 4 [8 punti| Si consideri la funzione

4 — |z
1+ 222"

f(x) := arcsin

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;
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ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;
iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° |arctan(x — 2)| arctan x P
x
0

|#2 — 4] (sinh ¥/z)"

al variare di «, 8 € R.
TEMA 3

Esercizio 1 [6 punti] Calcolare I'integrale

3 e
T dx
log4 €77 — 9

Esercizio 2 [6 punti]| Risolvere la disequazione

|32% — 32%| < 2
e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.
Esercizio 3 [6 punti]| Studiare la convergenza della serie

“+o00

ZnQ(COSh(l/na) + cos(1/n) — 2)

n=1
al variare del parametro o > 0.

Esercizio 4 [8 punti] Si consideri la funzione

|z| — 4
202 4+ 3°

f(z) := arcsin

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

dx

/+°° |arctan(3 — x)| arctan x
0 |9—a2|* (coshx — 1)?

al variare di «, 8 € R.

TEMA 4
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Esercizio 1 [6 punti| Calcolare 'integrale

1 e
S S
/0 2 _fer 15

Esercizio 2 [6 punti] Risolvere la disequazione
92° — 92%| < 2

e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 3 [6 punti] Studiare la convergenza della serie

+0o0
2
Z n? (el/" —tanl/n® — 1)
n=1
al variare del parametro a > 0.

Esercizio 4 [8 punti] Si consideri la funzione

4 — 4|z|

f(I) ;= arcsin m

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/‘H’O arctan z |arctan(1 — 2z)| d
x
0 |1 — 422|® (coshz —1)°

al variare di «, 8 € R.

Appello del 13.02.2017

TEMA 1

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘xQ -2z —3|.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.
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Esercizio 2 [5 punti] Studiare la convergenza della serie

> i
|
= 2nn
Esercizio 3 [4 punti] Data
2+1z
f& =55

determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = z. Esprimere tutte le soluzioni in
forma algebrica.

Esercizio 4 [7 punti]| Calcolare il limite

. 10
arctanz — sinx + x73 logx

z—0+ z%(1 — cos? z)
al variare di o > 0.
Esercizio 5 [8 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+00 1
—dx
9 T\ x — 2

al variare di « € R e calcolarlo per a = 1.
TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(x) :=log ‘xQ +x — 6.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti]| Studiare la convergenza della serie
X
= 3/ nl

Esercizio 3 [4 punti] Data
—1—2iz
f(2) = ————
determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = 2z. Esprimere tutte le soluzioni in
forma algebrica.

iz—1"
Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. u
arctanx — sinhx + z2 logx
=0+ 2%(1 — cosh? )
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al variare di a > 0.

Esercizio 5 [8 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo 1
/ ——dx
3 z¥Vx —3

al variare di o € R e calcolarlo per oo = 1.
TEMA 3

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘x2 -2z — 8.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(i) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Studiare la convergenza della serie

g1
-
= 3" n!
Esercizio 3 [4 punti] Data
-2+ 3iz
Z) = ——5,
1) 2iz — 3
determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = —z. Esprimere tutte le soluzioni in

forma algebrica.

Esercizio 4 [7 punti]| Calcolare il limite

3 logx — tanx + sinx
2—0t  x%(1 — cosh® )

al variare di a > 0.

Esercizio 5 [8 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo 1
—dx
4 T/ — 4

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.
TEMA 4
Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione

f(z) = log‘aj2 + 3x — 4.
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i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti]| Studiare la convergenza della serie

X 2\ nn
O

Esercizio 3 [4 punti| Data o
—4iz
f(z)= ma

determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = z. Esprimere tutte le soluzioni in
forma algebrica.

Esercizio 4 [7 punti]| Calcolare il limite

: 15
sinhx —tanx — x4 logx

.
20+ z%(1 — cos? x)

al variare di a > 0.

Esercizio 5 [8 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

=
———dx
5 ¥\ —5

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.

Appello del 10.07.2017

TEMA 1

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) :=log ’6’2&: — 4.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Disegnare nel piano complesso I'insieme

z

1
S::{ZE(C:Re Z,20,|z—i—1—i\§1}.

z —
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Esercizio 3 [5 punti| Calcolare 'integrale

/ % arctan(3e®)dz.

Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

arctansinx — sinh z
im 5
z—0t  x%(1 — cos? x)

al variare del parametro a > 0.
Esercizio 5 [7 punti]| Studiare la convergenza semplice ed assoluta di
— nt+yn

al variare di a € R.
TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘6_3:0 - 9‘ .

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Disegnare nel piano complesso l'insieme

1
S::{zEC:ReZ+i>O, |z—1—i\<1}.

Z J—
Esercizio 3 [5 punti| Calcolare 'integrale

/ e** arctan(2e”)dz.

Esercizio 4 [7 punti]| Calcolare il limite

sin arctan x — sinh x
im 5
z—0+  z%(1 — cosh” z)

al variare del parametro o > 0.

Esercizio 5 [7 punti] Studiare la convergenza semplice ed assoluta di

=nt logn

al variare di a € R.
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Appello del 18.09.2017

TEMA 1
Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
3z
Jx) = log |2z

i) Determinare il dominio D e studiare le eventuali simmetrie ed il segno di f; determinare i limiti di f
agli estremi di D, I'eventuale prolungabilita di f e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata ed i suoi limiti significativi, studiare la monotonia e deter-
minare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Dato il polinomio
2+ 2% 4 8iz + 8i
determinarne prima una radice intera e poi le altre radici, esprimendole in forma algebrica.
Esercizio 3 [5 punti] Studiare la convergenza della serie
(o] n2
3z
> (1+%)
n
n=1

al variare di z € R.
Esercizio 4 [7 punti] Calcolare, al variare del parametro reale «, il limite
cosh(az) — e + zlog(cos z)

lim , T2
x—0+ T —sinx+ e /x

Esercizio 5 [7 punti]| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0
/ xe (2 + cosx) dx
0

al variare di a € R. Calcolare poi
+o0
/ xe Y cosxdx
0

(sugg.: calcolare preliminarmente una primitiva di e~ * cos z).

TEMA 2
Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
2z
fa) = log |3z

i) Determinare il dominio D e studiare le eventuali simmetrie ed il segno di f; determinare i limiti di f
agli estremi di D, I'eventuale prolungabilita di f e gli eventuali asintoti;
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ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata ed i suoi limiti significativi, studiare la monotonia e deter-
minare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Dato il polinomio
2t — 23— 2Tiz + 27i
determinarne prima una radice intera e poi le altre radici, esprimendole in forma algebrica.
Esercizio 3 [5 punti] Studiare la convergenza della serie
o0 n2
2x
> (1-%)
n
n=1

al variare di z € R.
Esercizio 4 [7 punti] Calcolare, al variare del parametro reale «, il limite
cosz — e 4 zlog(cosh z)

lim - T
z—0+ x —sinhz + e~ /=

Esercizio 5 [7 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+00
/ xe®™(2 —sinx) dx
0

al variare di a € R. Calcolare poi
+oco
/ re Tsinxdx
0

(sugg.: calcolare preliminarmente una primitiva di e~ *sinz).

Appello del 29.01.2018

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti]| Si consideri la funzione

|22 — 5|

f(z) :=log 1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON e richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

_1n2n- 1
ED%e™sing N2,
(n—1)! 7

Ap =
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a) Calcolare lim, o0 ap;
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y o ap.

Esercizio 3 [5 punti] Sia f(z) = 22 + z|z|. Risolvere I'equazione
2f(2) = |2° — 84,
esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.

Esercizio 4 [7 punti| Calcolare il limite

log(z + 3) — log(z + 1) — sin 2
T—+00 cos sin % _ex @

al variare di a € R.

Esercizio 5 [8 punti| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 1
/ 1 4w
vz xx? -2
al variare di o € R;

b) calcolarlo per a = 1.

Esercizio facoltativo. Sia xy € R e si definisca la successione {a,, : n € N} ponendo
agp =g e, per ogni n > 1, ap41 = sinay.

a) Dimostrare che a, ¢ definitivamente monotona per n — +o0;
b) dimostrare che lim;,,_,~ a, = 0.

TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione

|22 — 3|
= log =— 21
f(z) :=log p]

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON é richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

(—1)"e3" sinh £
(n—1)!

Gp = neNn>2.

a) Calcolare lim,, o0 ap;
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y 7, ap.

Esercizio 3 [5 punti] Sia f(z) = —22 + 2|z|. Risolvere 'equazione

2f(2) = |2° - 8i,
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esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.

Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

lim log(z +1) — log(:cj 2) +sinh 1
z—r+00 coshsin 1 — eaz — =27
al variare di a € R.
Esercizio 5 [8 punti] a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
too 1

—————dx
1 rvv4r? -1

al variare di a € R;
b) calcolarlo per oo = 1.

TEMA 3
Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione
2% — 4|
=1 .
fla) = log ——

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON e richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

(=1)"ez arctan =
(n—1)! ’

an =

neNn>2.

a) Calcolare limy, o0 ap;
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y7 5 ap.

Esercizio 3 [5 punti] Sia f(z) = 22 + 2|z|. Risolvere I'equazione

2f(2) = |2|® + 27,
esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.
Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. log(z —2) —log(x — 1) + arctan %
lim =

. _Z
T—+00 cos smh% — CoS % —e 2

al variare di a € R.

Esercizio 5 [8 punti] a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo 1

——dx
2 xVr?—4
al variare di a € R;
b) calcolarlo per o = 1.
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TEMA 4

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione

2% — 6|

f(x) :=log 71

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON é richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

n 1
(=1)"es tan -

CES neN,n>2.

Ay =

a) Calcolare lim,, o0 ap;
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y7 5 ap.

Esercizio 3 [5 punti] Sia f(z) = —22 + 2|z|. Risolvere 'equazione
2f(2) = |2|® + 27,
esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.

Esercizio 4 [7 punti]| Calcolare il limite

i log(z + 3) — log(z + 1) — tan 2
im
z—+oo  coshsinh % —cosh & — e3¢

al variare di o € R.
Esercizio 5 [8 punti] a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 1
—_—dx
1 2922 — 1

al variare di a € R;
b) calcolarlo per o = 1.

Appello del 16.02.2018

TEMA 1

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

PR
e =21 per x # 2
0 per x = 2.
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i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f & continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f ¢ derivabile in tutto R; NON ¢
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Studiare al variare di = € R la convergenza semplice ed assoluta della serie

i (22 — 1)"
— (2n+3)*
Esercizio 3 [6 punti]| Risolvere ’equazione

227 4 27° = 41m(iz)
e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 4 [6 punti]

Calcolare il limite

. (4cosz —a)? — 42*
lim —

z—0 r4sin® z

al variare di a € R.

Esercizio 5 [7 punti] a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

[V

™

/03 2% sin(v/3x) da

al variare di a € R;
b) calcolarlo per a = 1.

TEMA 2

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

PRI
e 2l  per x # —2
0 per x = —2.

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f & continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f & derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Studiare al variare di € R la convergenza semplice ed assoluta della serie
3n + 2
n:l
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Esercizio 3 [6 punti]| Risolvere ’equazione
~Im(2%z — 27%) = 8i(z — %)

e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 4 [6 punti]

Calcolare il limite

. 4(coshz —a)? — a4
lim 5
20 x4 arctan? x

al variare di a € R.

Esercizio 5 [7 punti]| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

3

/2 L sin(V/2x) dx
0

al variare di a € R;
b) calcolarlo per o = 1.

TEMA 3

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione
R

@) = e =31 perx #3

0 per z =3

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f & continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f ¢ derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Studiare al variare di € R la convergenza semplice ed assoluta della serie

Esercizio 3 [6 punti]| Risolvere ’equazione

272 — 2%2 = 2iIm(Z — 2)

e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 4 [6 punti]
Calcolare il limite

al variare di a € R.
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Esercizio 5 [7 punti]| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

a2

/8 1% sin(v2z) dx
0

al variare di o € R;

b) calcolarlo per a = 3.

TEMA 4

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

f@) = eiz*ﬁ per x # —3
0 per x = —3

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f ¢ continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f ¢ derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti]| Studiare al variare di € R la convergenza semplice ed assoluta della serie

— (z—=3)"
Z (3n+5)?

n=1

Esercizio 3 [6 punti] Risolvere I’equazione
Im (722 — 2%%) = 4Re (i2)

e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 4 [6 punti]

Calcolare il limite )
. 2(3a —e*")? — 22%
lim

0 z4tan?

al variare di o € R.
Esercizio 5 [7 punti] a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

3

/ * g sin(V/3z) dx
0

al variare di a € R;
b) calcolarlo per oo = 0.

Appello del 9.07.2018
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TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione
f(z) =log |2 — 363’3‘ .

i) Si determini il dominio D e si studi il segno di f;

ii) si determininio i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f, determinandone gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non e richiesta la derivata seconda;

iv) si disegni un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti]| Risolvere la disequazione

e (1) < ()

rappresentandone le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 3 [6 punti]| Calcolare il limite

lim (log(1 + z) —logz — %)2

T—=00 (1 — CoS %)2 +e 2

al variare di a € R.

Esercizio 4 [6 punti] Studiare al variare di @ € R la convergenza della serie
o0 gan
Z n arctan <> .
n
n=1

Esercizio 5 [8 punti]| a) Calcolare una primitiva di

22
1@ = @ )
(sugg.: cercare una decomposizione dell’integrando del tipo IQAﬁ + IQLZFZ)

b) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

—+00 @ 2
/ log Tt dx.
0 & + 1

al variare di o > 0.
c¢) Calcolarlo per « = 2.

TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione

f(z) =log ‘262“ - 3.
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i) Si determini il dominio D e si studi il segno di f;

ii) si determininio i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f, determinandone gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non e richiesta la derivata seconda;

iv) si disegni un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Risolvere la disequazione

2 -2
I } > Im(z z)
2|2

z

rappresentandone le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 3 [6 punti]| Calcolare il limite

lim (cosh% — 1)2 —e T

2+ (log(2 + x) — log x + 22)

2

al variare di a € R.

Esercizio 4 [6 punti] Studiare al variare di & € R la convergenza della serie
>t antan (17
n”arctan | —- | .
n
n=1

Esercizio 5 [8 punti]| a) Calcolare una primitiva di

2
@ = @
(sugg.: cercare una decomposizione dell’integrando del tipo m%u + 1%4).

b) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

—+00 @ 1
/ log Tt dx.
0 T+ 4

al variare di o > 0.
c¢) Calcolarlo per a = 2.

Appello del 17.09.2018

TEMA 1

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

o e (2lz] —=3)  perz#0
fle) = {O per x = 0.

i) Determinare il dominio D, le eventuali simmetrie e studiare il segno di f;
ii) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
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ed assoluto; non e richiesta la derivata seconda;
iv) studiare la continuita e (facoltativo) la derivabilita di f (in particolare in x = 0);
v) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti| Sia
Py(2) = X — diz 4 2i2° + 23

Determinarne A\ € C in modo che z = —2¢ sia uno zero di P,,. Risolvere poi I'’equazione
Py, (2) =0

esprimendone le soluzioni in forma algebrica.
Esercizio 3 [6 punti] Discutere al variare del parametro reale « la convergenza della serie

e}

Z log(n + sinn)
n2 +2

n=2

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare al variare di o € RT il limite

z — sinhx — ¢

lim = .
=0t cosx — 1+ x3 logx

Esercizio 5 [7 punti] Dato I'integrale

1

V2 a .
/ z2 arcsin 222 dz,
0

a) studiarne la convergenza al variare di o € R;
b) calcolarlo per a = 2.

TEMA 2

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

1
o) = e 1 (2-3z]) perz#0
. 0 per z = 0.
i) Determinarne il dominio D, le eventuali simmetrie e studiare il segno di f;
ii) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non e richiesta la derivata seconda;
iv) studiare la continuita e (facoltativo) la derivabilita di f (in particolare in & = 0);
v) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Sia
Py(2) = A+ 2iz + 3i2® + 23

Determinare \g € C in modo che z = —3i sia uno zero di Py,. Risolvere poi I’equazione

P)\o (Z) = O
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esprimendone le soluzioni in forma algebrica.
Esercizio 3 [6 punti]| Discutere al variare del parametro reale « la convergenza della serie

o0

Z log(n 4+ cosn)
n2* +1

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare al variare di o € RT il limite
. sinx —x — ¢

lim 5 .

=0 coshz — 14 z2 log x

Esercizio 5 [7 punti] Dato l'integrale

V2 22
2 :
x“%* arcsin — dux,
0 2

a) studiarne la convergenza al variare di o € R;
1

b) calcolarlo per o = 3.
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2 Svolgimento dei temi d’esame 2012 — 2014

2.1 2012, Area dell’Ingegneria dell’Informazione, Canali 1 e 4

Appello del 7.02.2012

NB: in fondo allo svolgimento del Tema 2 si trovano alcuni brevi commenti agli errori piu
comuni trovati nella correzione.
I Temi 3 e 4 non sono svolti.
Commenti dopo la prima prova orale: € molto importante prepararsi all’orale scrivendo
tutte le definizioni, gli enunciati e le principali dimostrazioni e controllando quello che
si e scritto. Non e assolutamente sufficiente “avere un’idea” delle cose: queste vanno
scritte in modo corretto e comprensibile.

TEMA 1

Esercizio 1. Data la funzione

* tan 3t
fa) = [y
-1

(a) dimostrare che il dominio e R, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del dominio, determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) studiarne concavita e convessita della funzione;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Poniamo ¢(t) = arctan3t/t. Questa funzione & estendibile con continuita a ¢ = 0
ponendo ¢g(0) = 3, per cui g ¢ integrabile secondo Riemann in ogni intervallo limitato di R; in particolare,
¢ integrabile in [—1, 2| per ogni z > 1 e in [z, —1] per ogni < —1. Siccome g & sempre positiva, f(z) > 0
per ogni x > —1 e f(x) < 0 per ogni x < —1. Siccome g(t) ~ ; per t — +00 e per t — —00, g non ¢&

integrabile in senso generalizzato né in [—1,4+o00[ né in | — oo, —1], cioe si ha

L’esistenza di asintoti obliqui ¢ dunque da studiare. Si ha:

) (H arctan 3z x
i J@ @y, arctande g, @)

z—+o0 I z—+00 x T—=—0 T
per cui non ci sono asintoti obliqui.

(b) Dal teorema fondamentale del calcolo e dal fatto che g ¢ estendibile con continuita a 0 si ottiene

arctan 3z

fl@)=———z#0,  [(0)=3

Il segno di f’ & sempre positivo, per cui f ¢ strettamente crescente.
(c)

3z — (14 92%) arctan 3z
B z2(1 + 922)

(=)

Per studiarne il segno, occorre considerare la funzione h(x) = 3z — (1 + 922) arctan 3z. Si ha che h(0) =0
e h/(x) = —18x arctan 3z, che ¢ < 0 per ogni z. Di conseguenza, h(x) > 0 per ogni < 0 e h(xz) < 0 per
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Figura 1: Il grafico di f (Tema 1).

ogni & > 0, cioe f & convessa in | — 00, 0] e concava in [0, +o00[, per cui 0 & un punto di flesso. Il grafico &
pertanto come in Figura 1.

Esercizio 2. Calcolare il limite

_1 _2?
. e =2 coslnx + cosarctanx — e 2
lim

a0+ In(1 + 22) — sin z?

Svolgimento. Si ha:

tan z)? tanz)?
cosarctanz =1 — (arc ;mx) + (arc an z) + o(z?) per z — 0
1 3 2 4
:1—§<$—%+0(m3)) —1—:5—4 per z — 0
1 2 4
:1—5(952—5954)4-%4-0(374) per z — 0
3
=1- "+ 2+ o(zh) per x — 0
2 8
e
.2 2 4
677:1—24-24-0(1’4) per z — 0.
2 8
Inoltre si ha
24
ln(1+x2)—sinx2:x2—?—1:2+0(x4) per x — 0
24
=5 + o(z?) per x — 0.

1
Tenendo conto del fatto che e 22 coslnz = o(x™) per x — 0 per ogni n € N, il limite diventa percio

%4 + o(z*) 1

lim 4~ =
z—0 _% _|_ 0($4) 2
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Esercizio 3. Calcolare I'integrale

8 .
/ eV 4y
0
Svolgimento. Con la sostituzione z = ¢3 si ha

/ fdx—s/ t2etdt—3[t2t /te dt]
0
:3[462—2<t€‘ — ]

= 12¢* — 12¢* + 6(e? —1) (e —1).

Esercizio 4. Risolvere I’equazione

iRez + 22 = |2|? —
e disegnare le soluzioni sul piano complesso.
Svolgimento. Poniamo z = x + iy. L’equazione diventa

ix+x2—y2+2i:ry:x2+y2—1,

cioe

iz(1+ 2y) = 2y° — 1.

Siccome il primo membro ¢ puramente immaginario ed il secondo membro & reale, 'unica possibilita & che
siano entrambi nulli, cioe

z(1+2y)=0
2y —1 =0,
che da .
y=+—, x=0.

b
V2
Le due soluzioni si trovano entrambe sull’asse immaginario.

Esercizio 5 [facoltativo]. Sia f : R — R derivabile tre volte e sia zp € R tale che f”(xg) = 0, f"(xo) # 0.
Si dimostri che ¢ ¢ un punto di flesso per f.

Svolgimento. Per definizione di derivata (terza) si ha
(x) = f"(z0) + " (z0)(z — z0) + o(x — x0) per x — xg
(ricordando che f”(zg) = 0 per ipotesi)

= " (x0)(z — x0) + o(x — x0) per x — xo
= (x — 20) (f"(w0) + o(1)) per & — .
Siccome f"'(x¢) # 0 per ipotesi, esiste § > 0 tale che se |z —zg| < ¢ allora f”'(x¢) 4 o(1) ha lo stesso segno
di f"(z9), ciot se |x — xg| < 0 allora il segno di f”(x) ¢ uguale al segno di (x — xg) " (xg). Questo segno

e costante per x < g, |x — xg| < § e per z > xq, |x — 29| < J, ma cambia esattamente in x¢, che quindi &
un punto di flesso.
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TEMA 2

Esercizio 1. Data la funzione

z tan 2t
ﬂm—/imfﬁﬁ
2

(a) dimostrare che il dominio ¢ R, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del dominio, determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) studiarne concavita e convessita della funzione;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Poniamo ¢(t) = arctan2t/t. Questa funzione & estendibile con continuita a ¢ = 0
ponendo ¢g(0) = 2, per cui g ¢ integrabile secondo Riemann in ogni intervallo limitato di R; in particolare,
¢ integrabile in [2,x] per ogni > 2 e in [z, 2] per ogni x < 2. Siccome g & sempre positiva, f(x) > 0 per
ogni z > 2 e f(z) <0 per ogni z < 2. Siccome g(t) ~ 3; per t — 400 e per t — —o0, g non ¢ integrabile
in senso generalizzato né in [2, +o0o[ né in | — 00, 2], cioe si ha

IEI-‘rI-loof(x) = too, xgr—noo f(l’) -

L’esistenza di asintoti obliqui &€ dunque da studiare. Si ha:
f(z) ®m y arctan 2z f(zx)

lim — = lim — =0= lim ——,
z—+o0 I T—+00 x T—=—0 T

per cui non ci sono asintoti obliqui.
(b) Dal teorema fondamentale del calcolo e dal fatto che g & estendibile con continuita a 0 si ottiene

arctan 2z

f@)=———2#0, [f(0)=2

Il segno di f’ & sempre positivo, per cui f ¢ strettamente crescente.

()

2z — (1+ 42?) arctan 2z

1/
/@) x2(1 + 422)
Per studiarne il segno, occorre considerare la funzione h(x) = 2x — (1 + 422) arctan 2z. Si ha che h(0) = 0
e h/(x) = —8xarctan 2z, che & < 0 per ogni x. Di conseguenza, h(z) > 0 per ogni x < 0 e h(z) < 0 per

ogni z > 0, cioe f & convessa in | — 00, 0] e concava in [0, +o00[, per cui 0 &€ un punto di flesso. Il grafico &
pertanto come in figura 2.

Esercizio 2. Calcolare il limite

i . . )

. e 22 sinlnz + cossin 2z — e~ 2%
lim 5 5
a—0+ In(1 — 22) + arctan z

Svolgimento. Si ha:

(sin2z)? n (sin 2z)*

cossin2x =1 — + o(z?) per x — 0

2 24
1 Ag3 2 274
“ogle ) e
1 16 224
=15 (40 - ) + 5 boleh) perwro

10
:1—23;2—1—?3:4—1—0(304) per z — 0
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-40 -20 / 20 40

Figura 2: Il grafico di f (Tema 2).

e 2 =1 222 4220 + o(z?) per z — 0.

Inoltre si ha

4
In(1 — 2?) + arctan z? = —2? — % + 22 + o(z?) per x — 0
A
=-5 + o(2?) per z — 0.

1
Tenendo conto del fatto che e”2Z sinlnx = o(2™) per x — 0 per ogni n € N, il limite diventa percio

I o i G
z—0 _% _|_ 0(x4) o 3

Esercizio 3. Calcolare I'integrale

9
/ \/Eeﬁ dx.
0

Svolgimento. Con la sostituzione x = ¢? si ha

9 3 3 3
/\/a?eﬁdeQ/ t2etdt:3[t26t‘0—2/ tetdt]
0 0 0

= 2[963 — 2<tet‘z — /3etdt>]
0

=18¢® —12¢” + 4(e® — 1) = 10¢® — 4.

Esercizio 4. Risolvere I’equazione
ilmz 422 =2 — 1

e disegnare le soluzioni sul piano complesso.
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Svolgimento. Poniamo z = = + 1y. L’equazione diventa
iy+x2—y2+2ia:y:x2+y2—1,

cioe

iy(1 4 2x) = 2% — 1.
Siccome il primo membro & puramente immaginario ed il secondo membro & reale, 'unica possibilita e che
siano entrambi nulli, cioe

y(l1+2z)=0
202 —1=0,
che da
1 1
y==4 r=——.

V2 2
Le due soluzioni si trovano entrambe su una retta parallela all’asse immaginario.

Commenti agli errori piit comuni.

Esercizio 1) Molti studenti hanno parzialmente confuso l'integranda con l'integrale: di fatto hanno studiato
I'integranda, in particolare per quanto riguarda gli asintoti, mentre per quanto riguarda la derivata hanno
ragionato correttamente (per il calcolo). Non mi aspettavo questo tipo di errore. Moltissimi studenti hanno
sbagliato il segno della derivata prima, che era sostanzialmente il segno di arctan z/x: questo era un errore
assolutamente evitabile.

Esercizio 2) Pochissimi studenti hanno calcolato correttamente il limite. La maggior parte ha tralasciato
almeno un termine di ordine 4 al numeratore e non ha giustificato correttamente il fatto che si poteva
trascurare e~ Y/%* Insinz. In particolare, molti hanno erroneamente scritto che si poteva trascurare perché
infinitesimo; altri hanno scritto che si poteva trascurare perché, ad esempio, o(cosarctanx) per x — 0.
Ma questo ¢ ovvio, perché cosarctan x non ¢ nemmeno infinitesimo per x — 0. Si doveva invece dire che
& o(z*) per z — 0 (anzi o(z™) per ogni n). Altri hanno commesso il grossolano errore di sviluppare e~/
intorno a z = 0 come 1 — 1/x?... A lezione si era cercato di mettere in guardia da questo tipo di errori.
Esercizio 4) Ricordo che la parte immaginaria del numero complesso x + iy € y e non iy.

Appello del 23.02.2012

TEMA 1

COMMENTI.
1) E MOLTO IMPORTANTE CHE CHI NON HA SUPERATO LO SCRITTO SI METTA A STUDIARE
TUTTO DA CAPO E NON COMMETTA L’ERRORE DI SVOLGERE SOLO TEMI D’ESAME.

2) COLPISCE IL NUMERO DI STUDENTI CHE NON E STATO IN GRADO DI RISOLVERE DISE-
QUAZIONI CON LA RADICE: QUASI NESSUNO HA STUDIATO CORRETTAMENTE IL SEGNO DI
1.

3) SI RICORDA CHE IL CRITERIO ASINTOTICO DELLA RADICE E DEL RAPPORTO DANNO
INFORMAZIONI ANCHE SULLA CONVERGENZA SEMPLICE: SE IL LIMITE E > 1, ALLORA LA
SERIE NON CONVERGE NEANCHE SEMPLICEMENTE PERCHE IL TERMINE GENERALE NON
I INFINITESIMO. SE CI SI LIMITA A DIRE CHE LA SERIE DIVERGE ASSOLUTAMENTE, NON
SI RISPONDE ALLA DOMANDA SULLA CONVERGENZA SEMPLICE.
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Esercizio 1 Data la funzione
f@) =2/]a? =4 — || +1
(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del
dominio, determinarne gli eventuali asintoti;
(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;
(c) calcolare f” e studiarne la convessita e la concavita;
(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) La funzione & visibilmente definita in tutto R ed & pari, per cui la studiamo per z > 0.

Si ha
@) 2Wx2 —4—x+1 per x> 2,
€Tr) =
2V4—x2 —x+1 per 0<zx<2.

f(x) >0, per z > 2, se e solo se 2vx2 —4 > x — 1. Siccome x —1 > 0 se x > 2, si possono elevare al
quadrato entrambi i membri, ottenendo la disequazione equivalente 322 + 2z — 17 > 0, che per > 2 &
soddisfatta dagli x > —1%2\/@ Per 0 <z < 2, f(x) > 0 se e solo se 2v/4 — 22 > x — 1, che & certamente
soddisfatta se < 1, mentre per z > 1 & equivalente alla disequazione 522 — 22 — 15 < 0, soddisfatta per
1<z < L5\/ﬁ(< 2). In sintesi, f(x) < 0 se e solo se %‘/ﬁ <z < _1%2‘/%

Siccome, per x > 2, f(z) = x(2\/1 —4/2> — 1) + 1, visibilmente lim,, 1o f(z) = +o00. Inoltre si ha
f(2)

limg— 400 =~ = 1. Per trovare I'eventuale asintoto obliquo dobbiamo calcolare
lim f(z)—z= lim (2 x2—4—2$—|—1>
Tr——+00 Tr——+00
i 4(2% —4) — 2z — 1)?
= lim
z—+00 24/x2 — 4+ 2x — 1
. 4o — 17
= lim =1.
””ﬁ+°o2x(,/1—z;42+1—§)
Dunque la retta y = z + 1 ¢ asintoto obliquo per x — +00, e quindi y = —x + 1 ¢ asintoto obliquo per
T — —0o0.
(b) Si ha

2r
f’(m):{‘/m 1 per = > 2,

—\/ff?—l per 0 <x < 2.

Per 0 < x < 2 visibilmente f’(x) < 0, mentre, per x > 2, f(z) > 0 se e solo se 2x > V2 — 4, cioé sempre.
Il minimo assoluto si trova in 2 (e quindi anche in —2), mentre 0 & un punto di massimo relativo. Si ha

lim, 0+ f'(x) = —1, per cui 0 & un punto angoloso. Inoltre lim,_,o_ f'(z) = —oo, mentre lim,_,o f/'(z) =
400, per cui 2 € un punto di cuspide.
(c) Si ha
2z2
2V x2—4— il s 59
(a) = o =g P @
- _2@_% .
= (47;2)3/2 per 0 <z <2,

e quindi f e concava nei due intervalli 0 < x < 2 e z > 2. 1l grafico di f & percio come in Figura 3.

Esercizio 2 Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

o

n n!
Z(—l)"‘a a 1’ (n+1)!—nl+1

n=1
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24 -4 - 1x+1

6r

Figura 3: Il grafico di f (Tema 1).

al variare di @ € R.
Svolgimento. Per la convergenza assoluta usiamo il criterio del rapporto. Si ha (per a # 1, caso banale in
cui la serie ha il termine generale identicamente nullo):
o = 1"+ 1)l (n+1)!—nl+1
m+2!'—m+D'+1  |Ja—1n!

o —1] (n+1)(1+0(1))
(n+2)(1+0(1))
— |la—1| per n — oo.

Dunque la serie converge assolutamente per |a — 1| < 1, cioé per 0 < a < 2, mentre non converge perché il
termine generale non ¢ infinitesimo per |a — 1| > 1, cioé per a < 0 o per o > 2. Restano quindi da studiare
i due casi a =0 e a =2, cioe la serie

x
n!

(_1)n(n+1)! —nl+1

n=1

: n! 1
Siccome (mD!—nl+1 ™ nt1

immediata da

per n — 00, la serie non converge assolutamente. Siccome inoltre una verifica

(n+1)! < n!

i1 ) — T Per ogni n sufficientemente grande,
la serie converge per il criterio di Leibniz.

Esercizio 3 Data la funzione

2e* + 1
@)= €2t 4 2e% 4 9’

(a) se ne calcoli una primitiva;
b) si provi che lintegrale generalizzato [ ™ f(z)dx & convergente e lo si calcoli.
p g g 0 g

Svolgimento. 1l denominatore non ha zeri reali, per cui I'integranda ¢ una funzione continua in tutto R.
Per verificare I'integrabilita in senso generalizzato basta osservare che
2e* 41 2

€% { 2et 12 o per & — 400
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Siccome 'integranda ha segno definitivamente costante per x — 400, risulta integrabile per confronto con
1/e”®, che ¢ integrabile in senso generalizzato in [0, +oo].
La sostituzione e* =t da

oo 2eT 41 oo 2t 41
— ——dx = TP RV dt
0 €2 +2e+2 1 (P42t +2)
tee /1 —t + 2
A
1 2t 2(2+2t+2)
. /b 1L 1 2+2 3 1 "
= lim - — - =
botoo J1 \ 2t 4t24+2t+2 212+ 2642
b

. Inb In(B*+2b+2)—In5 3 [P 1
= lim [— — +/ e dt
b—too \ 2 4 2); (t+1)2+1

Inb  In(b*+2b+2)—Inb
2 - 1 *

ﬂ 5 (g — arctan 2)

g (arctan(b + 1) — arctan 2))

m In + =
botoo VB2 4+20+2 2
T (W t 2)
= — — | — — arctan .
2

Esercizio 4 Si esprimano in forma algebrica gli zeri del polinomio
(2% +iz +2) (2 — 8i).

Svolgimento. Gli zeri di 22 + iz + 2 sono z = _i+2‘/j9 , cioe i, —2i. Gli zeri di 23 — 8i sono le radici cubiche

di 8i, ciod z = 2¢i™/62¢17/6 26127/3 — \/3 4§, —\/3 + i, —2i.

Imz

[ ] 1 [ ]

Figura 4: Soluzione dell’esercizio 4 (Tema 1).

Esercizio 5 [facoltativo] Determinare il carattere della serie
g
Nan
=~ (n!)

al variare di o € N.
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Svolgimento. Usiamo il criterio della radice. Si tratta percio di calcolare il limite
n

lim .

n—0o (n!)a

Per a = 1 e ben noto che tale limite ¢ +00. Per a = 2, osserviamo che si ha

n n—2
n" < n 1 1 < 2 N
nln! = \n-— [%] 324 — \3 ’

n
2

dove [§] indica la parte intera di

con il caso o = 2.

e quindi la serie converge. Per o > 2 la serie converge per confronto

TEMA 2

Esercizio 1 Data la funzione
f(@) =2V/|2? =9 — [x] + 2
(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, studiarne il segno, calcolarne i limiti agli estremi del
dominio, determinarne gli eventuali asintoti;
(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;
(c) calcolare f” e studiarne la convessita e la concavita;
(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) La funzione ¢ visibilmente definita in tutto R ed ¢ pari, per cui la studiamo per = > 0.

Si ha
f@) 2V —9—x+2 per x> 3,
€Tr) =
29 —22—2+4+2 per 0 <z <3.

f(x) > 0, per x > 3, se e solo se 22 —9 > x — 2. Siccome x — 2 > 0 se x > 3, si possono elevare al
quadrato entrambi i membri, ottenendo la disequazione equivalente 3z2 + 4z — 40 > 0, che per x > 3 &
soddisfatta dagli x > _2%2‘/371 Per 0 <z < 3, f(x) > 0 se e solo se 2v/9 — 22 > x — 2, che & certamente
soddisfatta se < 2, mentre per x > 2 ¢ equivalente alla disequazione 522 — 42 — 32 < 0, soddisfatta per
l<z< &5\/5(< 3). In sintesi, f(x) < 0 se e solo se %‘/ﬁ <z < _2%2‘/37

Siccome, per x > 3, f(z) = x(2y/1—9/2? — 1) + 2, visibilmente lim,, o f(z) = +oo. Inoltre si ha

limg 4 o0 @ = 1. Per trovare ’eventuale asintoto obliquo dobbiamo calcolare
lim f(z) —z= lim (2\/952 —9—2z+ 2)
r—r—+00 r—r—+00
i 4(2% - 9) — (22 — 2)?
= lim
a=+o0 272 — 94 2w — 2
8x — 40
= lim x = 2.
H*"°2x(,/1—%+1—%)
Dunque la retta y = =z + 2 ¢ asintoto obliquo per x — +o00, e quindi y = —x + 2 & asintoto obliquo per
T — —00.
(b) Si ha

——22_ 1 per 0<z<3.

26
f’(x)—{*/m 1 per z > 3,
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Per 0 < x < 3 visibilmente f’(z) < 0, mentre, per x > 3, f(x) > 0 se e solo se 2z > a2 — 9, cioé sempre.
Il minimo assoluto si trova in 3 (e quindi anche in —3), mentre 0 ¢ un punto di massimo relativo. Si ha

lim, 0+ f'(x) = —1, per cui 0 & un punto angoloso. Inoltre lim,_,3_ f'(z) = —oo, mentre lim,_,3, f'(z) =
400, per cui 3 &€ un punto di cuspide.
(c) Si ha .
: :):2—92)—\/127_9 = __-18 per z >3
f”($) _ z?—9 ) (z2-9)3/2
—2@—\/% —18
9_22 = O_z2)p2 Dber 0<z <3,

e quindi f & concava nei due intervalli 0 < x < 3 e x > 3. Il grafico di f & percio come in Figura 5.

24 -9 -1x+2

Figura 5: Il grafico di f (Tema 2).

Esercizio 2 Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

> n n —1)!
Z(—l)"‘a +1 n! —((n - 1))! +2

n=1

al variare di a € R.

Svolgimento. Per la convergenza assoluta usiamo il criterio del rapporto. Si ha (per a # —1, caso banale
in cui la serie ha il termine generale identicamente nullo):

o+ 1" in!l nl— (n— 1)1 42 ot n(1+o(1))
(n+1)!—nl+2 |a+1*(n—1) (n+1)(1 +o(1))
— |la+1| per n — oo.

Dunque la serie converge assolutamente per |a+ 1| < 1, cioé per —2 < o < 0, mentre non converge perché
il termine generale non ¢ infinitesimo per |« + 1| > 1, cioé per a < —2 o per a > 0. Restano quindi da
studiare i due casi a =0 e a = —2, cioe la serie

> " (n—1)!
(=1) nl—(n—1'+1

n=1
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. (n—1)!
Siccome P e

immediata da

~ % per n — 00, la serie non converge assolutamente. Siccome inoltre una verifica

n! < (n—1)!
m+D)!—nl+2 " nl—(n-1)1+2

per ogni n sufficientemente grande,

la serie converge per il criterio di Leibniz.

Esercizio 3 Data la funzione

e —1
f(x)_62m—26x+2’

(a) se ne calcoli una primitiva;
(b) si provi che l'integrale generalizzato f0+oo f(z)dx & convergente e lo si calcoli.

Svolgimento. 1l denominatore non ha zeri reali, per cui I'integranda & una funzione continua in tutto R.
Per verificare 'integrabilita in senso generalizzato basta osservare che

ef —1 1
—621—2ef’3+2N67 per x — +00

Siccome 'integranda ha segno definitivamente costante per x — 400, risulta integrabile per confronto con
1/e*, che & integrabile in senso generalizzato in [0, +00].
La sostituzione e* =t da

+o0 et —1 +o00 t—1
S dr = —dt
0o € —2e"+2 1 (2 -2+ 2)
+oo 1 t
= ——t | dt
/1 < 2t+2(t2—2t—|—2)>
li b Ly -2 ! dt
= lm -
b—+oo /4 2t 412 -2t +2)  2(t2 -2t +2)

o Inb  In (0> —2b+2) 1/b 1 i
o\ T2 4 o) G-t

: Inb In(b*—2b+2) 1
= hm (‘2 * 1 g arctan(b—1)
. V2 —20+2
= lim In —
b—+o0 \/[; 4
_T
4

Esercizio 4 Si esprimano in forma algebrica gli zeri del polinomio

(2% = 3iz — 2) (° + 8i).
Svolgimento. Gli zeri di 22 — 3iz — 2 sono z = Si%ﬁ, cioe i,2i. Gli zeri di 22 + 8i sono le radici cubiche
di —8i, cioé z = 2¢™/2 2¢177/6 2e117/6 — 9j _\/3 i /3 —i.

Per il facoltativo si veda il Tema 1.

Appello del 17.07.2012
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Figura 6: Soluzione dell’esercizio 4 (Tema 2).

TEMA 1

Esercizio 1 Data la funzione

fz) =

T—2| 1, 9
m‘ e
(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e dimostrare che esiste M > 0 tale che f”(z) > 0 se |z| > M;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Il dominio ¢ {z € R : z # —3}. Non ci sono simmetrie evidenti. La funzione ¢ sem-
pre > 0 e si annulla solo per x = 2 (che pertanto ¢ il punto di minimo assoluto). Si ha visibilmente
lim, 100 f(2) = +00 e lim,—,_3 f(x) = +00. Siccome

lz—2]
, x . e
lim M = lim — = 400,
r—toco X r—+oo I
non ci sono asintoti obliqui.
(b) Si puo riscrivere
%62*“ per x < —3
f(z) = %62” per —3<xz<2
g—;ge“”_Q per 2 < z,
per cui risulta
—(r— 2
7x+(i+%2 2) _ %) 2T = 7_”{115)'21162_1’ per r < —3
/ o —z—3—(2—x) 2—x 2—x _ z’4x—11 _2—2x
f(x)_ W*ﬂ)ﬁ —We per —3I<r<?2
+3—(z—2 —2 — 2 1 x—
SR aR) T = R per2<e

_1—2\/E < -3 <2< —1+2\/E
—14+V5
2

11 polinomio 22 + z — 11 si annulla in , per cui solo il primo zero e da

ed entrambi i valori sono < 2. La funzione

—1—+v/45

¢ pertanto decrescente per z < _I_T V45 ha un punto di minimo relativo in —=> ed ¢ crescente per

considerarsi. Il polinomio z? + = + 1 si annulla in
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_l%ﬂﬁ < x < —3. E inoltre decrescente per —3 < x < 2, mentre & crescente per x > 2. Il punto z =2 &

un punto angoloso, perché lim, ,o- f/(z) = —% # lim, o+ f'(z) = 1.
(c) Si ha
—_58_%§i§?§2+x3 e~ perx < -3
f(z) = ——_58_%§ﬁ§?§2+13 e per —3< <2
72%(1;;15?3:3 et 2 per 2 < .
Siccome si ha evidentemente lim, 1 f”(z) = 400, per definizione di limite esiste M > 0 tale che

f"(xz) > 0se |z| > M.
Il grafico risulta essere

t|x+2\ +2’
x-3
3000
2500;
2000
1500 -
1000;
500;

TR R R N E I B R HEY
-15 -10 -5 0 5 -3.0 -25 -20 -15 -1.0
Figura 7: 1l grafico di f(z) = ’%‘ el*=2 (Tema 1); la figura sulla destra & un ingrandimento intorno al
punto angoloso.

Esercizio 2 Calcolare
y arctan (1 — cos %) — sin ﬁ —e*
im
T—r+00 In (1 + ;12) — arctan z%
Svolgimento. Dati gli sviluppi
t + o(y?) 0,008~ — 1 1+1+(1)'1 1+(1) -+
arctany = 0 er cos—=1—-——+—+4o0(—=),sin— = — +o(—) per x 00
y=y yopery T 202 24zt 277 222 2a2 25 P

e tenuto conto del fatto ben noto che e™® = ;%a per x — +o00 per ogni a € R, il numeratore risulta:
+ of ! ) -+
=———+o0(—) perzx 0.
244 o4 P

Il denominatore risulta

Il limite pertanto risulta



Esercizio 3 (a) Calcolare I'ordine di infinito per x — 3 della funzione

X

g(x) = 9 _ 42’

b) dire per quali & > 0 converge 'integrale

3
4y
I= [ —— da;
A (9_x2)a x?

¢) calcolarlo per a = 1.

Svolgimento. (a) g(x) = m, percio e infinita di ordine 1 per x — 3.

(b) Siccome l'integranda ¢ infinita di ordine « (se a > 0) per x — 37, l'integrale risulta convergente se e
solo se w < 1. (c) Si ha

3 T 1 t
———dr = (x =3t 3/ dt
/o 9 — 2 ( ) 0o V1—t2

t=1
=30 -~ =3
B1—17)2| =3

Esercizio 4 Risolvere ’equazione
|2+ 2i] = (\z\ - 2)

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.
Svolgimento. Posto z = z + iy, =,y € R, 'equazione diventa

lz+i(2+y)| = [Va?+y? -2

cioe
22+ 24y =2 +y? +4—4y/a? +y2
Semplificando, 1’equazione diventa
Vat+y? = -y,

che ha per soluzioni z =0e y < 0.
Seguono soluzioni nel piano di Gauss.

Imz

Figura 8: Soluzioni di |z + 2i| = ‘\z| - 2) (Tema 1).
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TEMA 2

Esercizio 1 Data la funzione

fz) =

TH2| et
x—3

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e dimostrare che esiste M > 0 tale che f”(z) > 0 se |z| > M;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Il dominio ¢ {x € R : = # 3}. Non ci sono simmetrie evidenti. La funzione & sem-

pre > 0 e si annulla solo per x = —2 (che pertanto ¢ il punto di minimo assoluto). Si ha visibilmente
limy 100 f(2) = +00 e limy 3 f(x) = +00. Siccome
|z+2]
x e
lim M = lim = o0,
r—+oco I r—too X

non ci sono asintoti obliqui.
(b) Si puo riscrivere

iJrge_I 2 perxz< —2
flx) = E2em+2 per —2 <2 <3
L‘% 2 per 3 <z,
o
per cui risulta
73‘"7(37(3‘;”) — L‘*‘%) e "2 = 7_(95 +’3§1 e 72 perz < —2
z—3)2 Tr— z—3
! _ 3—x+z+2 z+2 T+2 _ —x 21411 z+2 _
fi(z) = @372 13 )e (@—3)2 per —2<z <3
T (?;7(;)—;-2) + %) 6x-‘,—2 x(;xg)%lex—i—? per 3 < .

2_z—11siannullain —2 < 1= ‘ﬁ <3< Hr

umf
2

Il polinomio x , per cui solo il secondo zero ¢ da considerarsi.

I polinomio —z2 4+ = + 1 si annulla in ed entrambl i valori sono > —2. La funzione & pertanto

decrescente per x < —2, ha un punto di minimo relativo in 1—27\/46 ed & crescente per 1—7%/15 <z<3. E

inoltre decrescente per 3 < x < %, mentre ¢ crescente per x > ”75/475. Il punto x = —2 ¢ un punto
angoloso, perché lim, .- f'(z) = —% # lim,_,o+ f'(x) = %
(c) Si ha
—_2+Z§:§§C;+$3 e ™2 perx< -2
f(x) = ——58*1?5:;)732*13 e*t? per —2< 2 <3
—58_1?;:§):§2+w3 e*t?  per3 <.
Siccome si ha evidentemente lim, 1 f”(z) = 400, per definizione di limite esiste M > 0 tale che

" (x) > 0se |z| > M.
Il grafico risulta essere

Esercizio 2 Calcolare
e +sin (cos 1 — 1) + arctan 51y
lim 2z

T +00 In (1 - —) +sin L
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H’ o _‘
x-3

3000
i 05~
2500 - )

0.4+

2000
1500 -

r 02l
1000 [ i

500 01

T [ P P L Ly L. NS X
-15 -10 -5 0 5 -3.0 -25 -20 -15 -1.0

Figura 9: 1l grafico di f(z) =
punto angoloso.

= el*+2l (Tema 2); la figura sulla destra & un ingrandimento intorno al

Svolgimento. Dati gli sviluppi

1 1

222 T 5ga

o(L), arctan — Fo(L) 4
o|\— ), arctan — o\ — er xr xXO
2 x5’ xd P

1
. 2
=y+ =0 —=1- = —
siny =y + o(y“) per y , COS 5,2 = 3,2

e tenuto conto del fatto ben noto che e™® = x% per x — +00 per ogni a € R, il numeratore risulta:

Ly Ly (=)
T el
2¢2 24zt 222 xt 244

+ of ! ) -+

o(—) per x 00.
xt P

Il denominatore risulta

1 1 n 1 o 1 ) 1 o 1 ) Ly
- — 4+ = +4o(—)=— o(—) per x 00.
x2 2zt 2?2 x4 24 4P
Il limite pertanto risulta
g tolgr) _ 1
z—+00 —ﬁ +0(a:i4> 12

Esercizio 3 (a) Calcolare I'ordine di infinito per x — 2 della funzione

T

g(x) = 12

b) dire per quali a > 0 converge l'integrale

2
T
I= [ —— da;
/0 (4—.%2)‘1 x5

¢) calcolarlo per a = 1.
Svolgimento. (a) g(x) = m, percio ¢ infinita di ordine 1 per x — 2.
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(b) Siccome lintegranda ¢ infinita di ordine « (se a > 0) per x — 27, l'integrale risulta convergente se e

solo se w < 1. (c) Si ha
2 1
t
| igte==20 2 [ La
0 V4 —ax? 0 V1—1t2

t=1
— 21— t2)1/2’ =2
=

Esercizio 4 Risolvere ’equazione

2 — 3i| = (\z| —3)

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.
Svolgimento. Posto z = z + iy, x,y € R, ’equazione diventa

2 +i(=3+y)| = |Va? +y? -3,
cioe
2?4+ (=3+y)? =2 +y* +9—6y/22 +y2
Semplificando, 1’equazione diventa
22 +y* =y,

che ha per soluzioni z =0e y > 0.
Seguono soluzioni nel piano di Gauss.

Imz

Figura 10: Soluzioni di |2 — 3i| = ‘]z] - 3’ (Tema 2).

Svolgimento dell’appello del 18.09.2012

TEMA 1

Esercizio 1. Data la funzione
1 1 .
f(z) =Incoshz — 2%~ §ln\smhm|

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-

narne gli eventuali asintoti; provare che f(x) > 0 se e solo se x < M

)
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(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Il dominio & x # 0. La funzione non presenta simmetrie evidenti e pud essere riscritta

come
cosh x

V/e®|sinhz|

Si ha immediatamente che lim,_,o f(x) = +00. Inoltre

f(z)=In

1 h? 1
lim f(z) == lim In 20T e,
T—+00 2 z—+oo  eTginhzx 2
Dunque la retta y = —% In2 & un asintoto orizzontale per x — 4o00. Inoltre

lim f(z) =400

T——00

perché lim, , . e*sinhz = —1/2.
Per la ricerca dell’asintoto obliquo per x — —oo si devono calcolare il limite

1 1 cosh? z In e2®4e 2242
. T . 9 = gnhz . 2(1—e2®
lim M = lim 2 efsinhz )iy (1=e*)

r——00 I T——00 € T——00 2x
1 6721(14_2621_;'_641)
. n 2(1—e2%)
= lim =-1
T——00 2x

e poi il limite
1 1 1
lim f(x)+2= lim Incoshz+ -z — —In|sinhz| =—-1n2
2——00 T——00 2 2 2
(lo svolgimento di questo limite & nel Tema 2). Percio y = —x — %ln2 ¢ asintoto obliquo per x — —o0.
Per lo studio del segno di f, osserviamo che f(z) > 0 se e solo se

cosh x
T >,
\/€*| sinh x|

cioe se e solo se
cosh? z > e”|sinh z|. (1)

Quest’ultima disequazione, per x > 0, ¢ equivalente a
et — 4e?® — 1 <0,

1n(2+\/5)
2

che ha per soluzioni 0 < x < . Per z < 0 la disequazione (1) & equivalente a

36250 + 6—29: > 07

che & sempre vera.
(b) Siccome % In|sinh | = coshz/sinh x per ogni x # 0, si ha, per ogni « # 0

sinhz 1 1coshx 2sinh? x — cosh? z — sinh z cosh z e~ _3

floy="os s -

coshz 2 2sinhz 2 cosh z sinh x " 4coshzsinhz’

212



Si ha percio che f/(z) > 0 se e solo se —IHTS <z < 0. Il punto — ln3 e percio di minimo locale stretto.
(c) Si ha immediatamente

cosh?z —sinh®?z  1sinh?z — cosh®z 3
cosh? z 2 sinh? 2 cosh? z sinh?

> 0.

() =

La funzione ¢ percio convessa per = < 0 e per « > 0.
(d) Il grafico & in Figura 11.

L L L L L L L L L L h L L L L L L L
-2 -1 t \1\2

Figura 11: 1l grafico di f(z) = Incoshz — 3z — 3 In|sinhz| (Tema 1).

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

i 1 [ —_— 1 = 1 1}04
- S1In n COSSIln — — €2n —
— n? n 12 nt

al variare del parametro a € R.
Svolgimento. Utilizzando gli sviluppi asintotici si ha, per n — 400,

1_11,1141 1_1111 1\\2 11 1
cossin - ‘531“*%81“;*0(7@ ‘5(5‘%3“(@)) +@H+O<H>

1114_114_114_(1) 111_'_514_(1)
= _——— _— _—— ol — = _— _
2n2  6nt  4lnt n 2n2  24ni n4

e%—1—i+i+o(i)
N 2n?  8nt nt/’

Inoltre |e " sinn| < e = o(%) per n — 4oc0. Di conseguenza si ha, per n — +oo,

1 712 11 11 1
e smn+coss1nﬁ—e +E—4 EH—FO(H)'

Il termine generale della serie & percio asintotico a

1 1
60 n2+da’
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La serie percio converge se e solo se 2 + 4« > 1, cioe se e solo se
- 1
o> ——.
4

Esercizio 3. Data la funzione

VT — 27
(Ve —3y2)"

si calcoli una primitiva di f (sugg.: effettuare la sostituzione x = %).
Svolgimento. Si ha

-2 32 42
/de:fi/”t5dt:6/mdt
(V& — 3¢/) (13 — 3t2)2 2 —6t+9

3 2 1
:6/t+t?¢;9tdt:6/(tQ+6t+27+f3)dt

fz) =

t3
= 6(§ + 3¢ +27t+81ln\t—3y> +c
=2y + 181 + 162z + 486 In |/z — 3| + c.
Esercizio 4. Esprimere in forma algebrica le soluzioni dell’equazione
A —izd2=0

e rappresentarle sul piano di Gauss.
Svolgimento. Poniamo 23 = w. L’equazione

w—iw+2=0

ha per soluzioni w = (i + v/—1—8)/2 = (i £ 3i)/2 = 2i,—i. Le soluzioni dell’equazione sono percio le
radici cubiche di 2i e di —i, cioeé sono

3 3
Y2eim/6 \f(\/ng i), Yeilm/6+2m/3) _ \f(_\/ng 0, Yeiln/6+4m/3) _ _ 35,

gin/2 _ i injzranss) _ V3HT mniansyy V3=
’ 2 2

TEMA 2
Esercizio 1. Data la funzione
1 1
f(z) =Incoshz + 3%~ §ln\sinhw\

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti; provare che f(z) > 0 se e solo se x > M;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f;

(c) studiarne concavita e convessita;
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Figura 12: Le soluzioni di 25 — iz3 +2 = 0 (Tema 1).

(d) disegnarne un grafico qualitativo.
Svolgimento. (a) Il dominio & x # 0. La funzione non presenta simmetrie evidenti e puo essere riscritta
come

cosh x v/e*
n——e——.
/| sinh z|

Si ha immediatamente che lim,_,o f(x) = +00. Inoltre

flz) =1

1 e® cosh? x 1
lim z)=—= lim In——— = ——1In2
T——00 f(@) 2 z——o0 —sinh z 2
Dunque la retta y = —% In2 & un asintoto orizzontale per x — —oo. Inoltre

lim f(z)=+o0

T—>+00

x

perché limg 4 o0 grpe = 2.
Per la ricerca dell’asintoto obliquo per x — +00 si devono calcolare il limite

L Jp &= cosh’ ¥ e 42"
fm @) oy 2SR In “e=ee)~
rovteo z=+00 x z—+o00 2z
621(1+672z+e—31)
= lim I 2(1—e"?) =1
T—+00 2z
e poi il limite
1 1 1
lim f(z) —z= lim Incoshz — —x — —In|sinhz| = —=1n2
T—+00 400 9 9 5

(lo svolgimento di questo limite & nel Tema 1). Percio y = = — %an ¢ asintoto obliquo per x — +o00.
Per lo studio del segno di f, osserviamo che f(z) < 0 se e solo se

Ve cosh z -1

V|sinhz| —

cioe se e solo se
e® cosh? x > |sinh z|. (2)
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Quest’ultima disequazione, per x < 0, ¢ equivalente a

e 4 4e? - 1<0

)

(2+f)

che ha per soluzioni 0 < z < . Per z > 0 la disequazione (2) ¢ equivalente a

e 4+ 377 > 0,

che & sempre vera.
(b) Siccome % In |sinh x| = coshx/ sinh x per ogni x # 0, si ha, per ogni x # 0

f() sinh z n 1 1lcoshz  2sinh?z — cosh?z 4 sinh z cosh = e?® — 3
xr) = - — < = _=

coshz 2 2sinhzx 2 cosh z sinh x ~ 4coshzsinhz’

Si ha percio che f'(x) < 0 se e solose 0 < x < 1“73 Il punto 1“73 e percio di minimo locale stretto.
(c) Si ha immediatamente

cosh?z —sinh?z  1sinh?x — cosh®z 3

_Z = > 0.
cosh? z 2 sinh? 2 cosh? z sinh? z

1'(z) =

La funzione e percio convessa per x < 0 e per x > 0.
(d) 11 grafico & in Figura 13.

Figura 13: 1l grafico di f(z) = Incoshz + z — 3 In|sinhz| (Tema 2).

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

=1 1 1 1 @

Z 3 [Ej + cosh sinh . em? — e 2" cos n]
n=1

al variare del parametro a € R.

Svolgimento. Utilizzando gli sviluppi asintotici si ha, per n — 400,

1 1/1 1 1\\2 11 1
cosh51nhf—1—|—§smh27+4smh4f—|— (n—)zl—{—Q( —I—m—k (n )) —|———4—|—0(—)

1+11+11+11+<1> 1+11+51+(1)
pr— — — —_—— — — 07 — p—
2n2  6nt  4lnt n4 2n2  24n4 n4
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1 1

1 1 1
e =1+ 5+ g o)

Inoltre e > cosn = 0( 1 ) per n — +o00. Di conseguenza si ha, per n — 400,

11 1 a1 11 1
— — 4+ e 2" cosn + coshsinh — — e2rlL2 =—-—— + 0(—).
n

12nt 6 n* n4
Il termine generale della serie & percio asintotico a
1 1
60 p3t+ia”

La serie percio converge se e solo se 3 + 4a > 1, cioe se e solo se

- 1
o> ——.
2

Esercizio 3 [8 punti| Data la funzione
Vo8
(Vo —2¢z)"

si calcoli una primitiva di f (sugg.: effettuare la sostituzione x = t%).
Svolgimento. Si ha

_ 3 _ 4
/mdxzﬁ/wﬁdtzﬁ/tgtdt
(Va —2¢/z) (t3 — 22)2 22— At +4

_6/t3—|—2t2—|—4t
B t—2

fz) =

24
dt:6/(t2+4t+12+t2)dt

—6<3 +2t2+12t+241n\t—2y> +e
=2Vr + 122 + 72z + 144 1In |z — 2| + c.
Esercizio 4. Esprimere in forma algebrica le soluzioni dell’equazione
20 42i2° +3=0

e rappresentarne le soluzioni sul piano di Gauss.
Svolgimento. Poniamo 2% = w. L’equazione
w? + 2iw+3=0

ha per soluzioni w = —i ++/—1—3 = —i & 2¢ = 4, —3i. Le soluzioni dell’equazione sono percio le radici
cubiche di ¢ e di —3i, cioé sono

z7r/6 (f+ Z) i(m/642m/3) _ ( f+ ’L) i(m/64+4m/3) _ —

V3?2 = i3, /3l T/2427/3) — \f\[+’ 3/3eilm/2+4m/3) _ \3/5@
2

217



-1

Figura 14: Le soluzioni di 2% + 2iz% + 3 = 0 (Tema 2).

2.2 2013, Area dell’Ingegneria dell’Informazione, tutti i canali

Appello del 5.02.2013

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z) = arcsin /1 — 2log? z.

1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

2) Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
4) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento. 1) L’argomento z di f deve soddisfare le seguenti condizioni: = > 0 (dominio del logaritmo),
e0<1-2 log2 x < 1 (dominio della radice e dell’arcoseno). La condizione 1 — 2 log2 x> 0da

1
——= <logz <

V2

ciot il dominio di f & intervallo [e~/V2, e!/V2),

2) f ¢ visibilmente continua nel suo dominio. Le regole di derivazione si possono applicare dove le funzioni
elementari di cui f & composizione sono derivabili, cioé dove 'argomento della radice non si annulla (z #
e/ ‘/5, et/ ‘/5) e dove 'argomento dell’arcoseno ¢ diverso da +1 (z # 1). La funzione risulta percio di classe
C! negli intervalli ]6_1/‘/5, 1] e]1, el/ﬁ[.

3) Si ha

1
\/57

_ —4logw 1 1 _ 3 sign(log )

fl(z) = = V2=
z 2\/1—210g2x\/1_(1_210g2$) /1 —2log? x
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Il segno di f’ dipende percid solo dal segno di logx, quindi f & strettamente crescente in [6_1/ ‘/5, 1] e
strettamente decrescente in [1,e!/ */5] Gli estremi del dominio sono percido punti di minimo assoluto (in
cui f vale 0), mentre x = 1 ¢ il punto di massimo assoluto (in cui f vale 7/2).
4) lim_, /s, f'(2) = 400, lim__, 1,5 f'(z) = —oc, cioe agli estremi del dominio la tangente al grafico
di f & verticale. Inoltre si ha lim,_,;- f'(z) = v2 = —lim,_,1+ f'(z), cioé 2 = 1 & un punto angoloso.
5) La derivata seconda non era richiesta, ma per completezza viene calcolcta e studiata. Per x 6]6*1/ */5, 1]
si ha

—(V1- 2log2m+x2fw)

f”(m):\/i ajm :\/5210g2:l,‘—|—210g;p_1

22(1 — 2log? z) 22(1 — 2log?2)3/2

mentre per z €]1, el/‘/ﬁ[ & 'opposto. Il segno di f” dipende percid solo dal segno di 2log? z+2logz—1. Le
soluzioni della disequazione 2log? z +2logz —1 > 0 sono: z < e~(1+V3)/2 ¢ g > ¢(=14V3)/2 Tenendo conto
del fatto che e=(1HV3)/2 < ¢=1/V2 1 < ((-14V3)/2 < el/\/i, f risulta concava in [eil/ﬁ, 1], convessa in
1, e(=14+V3)/2_ concava in [e(_H\/g)/Q, el/ﬁL con un flesso a tangente obliqua in e(~1+V3)/2,

Il grafico & percio come in Figura 15.

151

05+

Figura 15: 11 grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Al variare di x € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

i 1 4x "
n+1\1+22
n=1

Svolgimento. Usiamo il criterio della radice, dal quale ricaviamo informazioni sia sulla convergenza assoluta
che sull’andamento del termine generale, che chiamiamo a,(z). Si ha

. . 1 4x 4x

lim /|ap(z)] = lim ¢ 5| = 5 -
Percio se 1f; 5| < 1 la serie converge assolutamente e quindi semplicemente, mentre se ‘119; 2’ > 1 la serie
non converge né assolutamente né semplicemente perché il suo termine generale non ¢ infinitesimo. La
disequazione ’Lﬁ 5| < 1, & equivalente al sistema di disequazioni

4z
Tz < 1
4z

Hr > -1
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La prima disequazione ha per soluzioni | — 00,2 —+/3[U]2++/3, +-00[. Per disparita le soluzioni del sistema,
cioe i valori di z in cui la serie converge assolutamente, sono

] —00,—2—V3[U] -2+ V3,2 - V3[U]2 + V3, +,
mentre il termine generale non ¢ infinitesimo per i valori di x appartenenti all’insieme
] —2 -3, -2+ V3[U]2—V3,2+ V3.

Resta da studiare la convergenza della serie nei punti x; := —2 — \/3, To = —2 + ﬁ, T3 = 2 — \/g,
74 :=2++/3, nei quali {/|a,(z)| — 1 e quindi il criterio della radice non da informazioni. Per z = x1, x il
termine generale della serie risulta essere (—1)"/(n+ 1) e quindi la serie converge per il criterio di Leibniz,
ma non converge assolutamente perché il termine generale, in modulo, & asintotico al termine generale
della serie armonica, 1/n, che diverge. Per x = z3, x4 il termine generale ¢ 1/(n + 1) e quindi la serie non

/+oo et 4+ 1
= dw.
log 8 et —3

Svolgimento. Detta f lintegranda, essa ¢ definita (e continua) per e* # 3. Dunque f € C(R\{log3}).

In particolare f € C([log8,+o0[) e quindi ¢ integrabile secondo Riemann in [log8,+o00[. Per il calcolo

dell’integrale calcoliamo anzitutto una primitiva di f(x) = 7§j31 Sembra naturale il cambio di variabile

y=+e* + 1, cioe e = y? — 1, x = log(y? — 1), dz = yf{l dy da cui
/\/ef’f / 2y a0 / yP—1+1 dy
y?—dy?—1 (y* = 4)(y* - 1)

1 1
:2/ dy+/ dy).
( y? —4 (y2 —4)(y*> - 1)
Evidentemente
1 1 1 1 1 1 y—2
dy= | ——— —dy== [ [— — —— ) dy="log|Z—=|,
/y2—4 Y /(y—Q)(y+2) Y 4/(@/—2 y+2> ! g‘y+2

/ 1 ] 1/ 1 R U R [ N R
=5 - = —log|——=| — zlog |——
W21 Y73 a2 —1) YT 2% 2] 6 Byt

e quindi, in conclusione
/\/ex 2l ver+1—-2 11 ver+1-1 +1-1
= og|l—m —
& ver+142 ver+14+1
Ora limy 400 F'(z) = 0 come facilmente si verifica, per cui

Too et + 1 2.1 1. 1 2 1
Yo T o dr=-F(log8) =—(Zlog= — =log= ) = = logh — = log 2.
/logg w3 (log 8) <3 €5 3°g2> 3 827 3%

converge.

Esercizio 3 Calcolare I'integrale

mentre

Esercizio 4 Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

22+1\° _
22—1) 7
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scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel g)iano complesso.
) .. . . 2. 2. . . . -
Swvolgimento. Le tre radici cubiche di 1 sono 1,e3™ e~ 3™, L’equazione & equivalente alle tre equazioni

241 . 241 2y
22—1 2,-1 ¢ Tl abao, 177 T3 9"

La prima equazione non ha soluzioni. La seconda e equivalente all’equazione

2z +1= (22— 1)(—% - \fi),

che ha per soluzioni

5

5 0

= = —1
3—1iv3

La terza equazione ¢ equivalente all’equazione

N[

5

1

22+ 1= (22— 1)(~5 — 5-0),

o[%

che ha per soluzioni

143 3
= == —.
3+iv3 6

Esercizio 5 [facoltativo] Sia f € C([0, 1]) una funzione continua. Calcolare il limite

n—oo

1

lim n/n f(z)dx.
1
o4

Svolgimento. Fissiamo n € N e osserviamo che f € C( [n—lg, %] ). Dunque possiamo applicare il teorema della
media integrale alla funzione f nell’intervallo [#, %] esiste &, € [#, %] tale che

/ )= fie) (3 - 5.

Dato che &, € [#, %] per ogni n, otteniamo che lim, &, = 0 e dato che f & continua in 0, si ha che

lim,, f(&,) = £(0). Quindi

ligln/j f(@)dz = lim [f(gn) <1 _ i)] — £(0).

TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione

log?

f(x) = arcsiny/1 — 5

1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

2) Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.
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3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
4) Calcolare i limiti significativi di f’.

5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento. Per la presenza del log dobbiamo porre z > 0, inoltre per la radice dobbiamo porre 1— # >

2
log”z < 1. Risolvendo otteniamo che il dominio & dato da

b foe e.0%])

0 e per 'arcsin abbiamo 1 —

Poiché 'argomento di arcsin & non negativo anche la funzione & non negativa nel suo dominio.
2) Essendo la funzione una composizione di funzioni continue ¢ continua nel suo dominio. Per la derivabilita

possiamo solo affermare che la funzione & derivabile in D' = (e_ﬁ, eﬂ> \{1}. Il punto 1 deve essere tolto

per la presenza dell’arcsin, gli estremi del dominio per la radice.
3) Per ogni 2 € D' un calcolo diretto porge

segno(log )

zv/2 —log?

11 segno & quindi deciso dalla funzione segno(log ). La funzione ¢ crescente in [e_‘/i, 1} ed ¢ decrescente

flla) =~

in {1, e\/i]. Il punto 1 = 1 & un punto di massimo (assoluto), i punti zy = e V2 e T3 = V2 sono punti di

minimo (assoluto).
4) come descritto nel punto 2) i limiti significativi di f’ sono:

limm_ml+ fl(z) = f%

limm_ml_ fl(z) =

Sl

limm_m; f(x) =400

hmx%xg fl(x) = -0

Quindi il punto 1 € un punto angoloso, i punti x2 e x3 sono punti di cuspide. Il grafico ¢ percio come in
Figura 16.

Esercizio 2 Al variare di x € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie
i 1/ =8z \"
n\4+a22)
n=1
Usiamo il criterio della radice, dal quale ricaviamo informazioni sia sulla convergenza assoluta che sull’an-
damento del termine generale. Abbiamo
1
I I\~ | -8z
nLH;o n o 4+;p2

—8x
4 4 2

n

. 1
lim —
n—oo n

n_‘ —8x

4 4 22
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10+

05+

Figura 16: 1l grafico di f (Tema 2).

Per il criterio della radice abbiamo convergenza assoluta (e quindi anche semplice) per ogni = per cui

_8x < s
‘m < 1 cioe
-8
4+§2 <1
-8
4+af2 > —1

Risolvendo il semplice sistema otteniamo convergenza assoluta (e quindi anche semplice) in
C= <—oo, 4— 2[3) U (—4 +2v3,4— 2\/§) U (4 +2v/3, +oo)
Il termine generale della serie non & infinitesimo e quindi la serie non converge in

R\C — (—4 —9V3, 4+ 2\/5) U (4 V3,44 2\/5)

Rimane da studiare il comportamento della serie nei punti :c1 =—4— 2\/§, To = —4+ 2\/3, z3=4—2V3
exy =4+ 2V3. Per z = 1 0 £ = x5 abbiamo che = 1 e quindi il termine generico della serie

4+ 2
dlventa = cioe la serie diverge a +00 in questi puntl mentre in x = xr3 0 x = x4 abbiamo che + == ——1le

quindi 11 termine generico della serie diventa (—1)"1 . In tali punti abbiamo convergenza semplice (criterio

di Leibniz), ma non assoluta.
+0o0 x _ 1
[
0 e*+3

Svolgimento. Detta f l'integranda, essa ¢ definita (e continua) per ogni > 0. In particolare f € C([0, +00[)
e quindi ¢ integrabile secondo Riemann in [0, +oo[. Per il calcolo dell’integrale calcoliamo anzitutto una

primitiva di f(z) = 7225::31 Sembra naturale il cambio di variabile y = /% — 1, cioe e* = y? + 1,

r=log(y? + 1), doe = y22$1 dy da cui

/ Yy 2y d _2/ yP+4—4 d
x+3 a1 Y P+H+1) Y

:2(/y21+1 dy‘4/<y2+4>1<y2+1> dy)'
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Evidentemente

/ ! dy = arctan
= arcta
yg 1 Y Y,

mentre
/ 1 d 1 / 1 1 1 " 1 / 1 J
= - — = — (arctany — - [ ———=
P2+ Y 73) 2yl 2+4) 3 Y7L 1y (w2 v
L et 1o ctan
=3 arctany 5 arctan 5 )
Pertanto

ver —1 2 4 ver —1
ii_kg dx = —3 arctan ve? — 1+ garctaneT =: F(x).
e

Ora F'(0) = 0 come facilmente si verifica, per cui

+oo T 1
/ veetl dex = lim F(x)= T
0 3

et —3 T—+00

Esercizio 4 Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

2:+1\'_ |
1-22) 7

scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.

Svolgimento. Le tre radici cubiche di —1 sono w; = —1, wy = 1+§‘/§ e wy = ILQ‘@ L’equazione &
equivalente alle tre equazioni

2241 2241 14+iV3 2241 1-iv3

1-2z 7 1-22 2 7 1-2z 2
La prima non ha soluzioni, la seconda ha come soluzione z; = %i, la terza ha come soluzione zo = —%i.

Il grafico segue:

3
Figura 17: Le soluzioni di (%i‘;) = —1 (Tema 2).

Appello del 20.02.2013
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TEMA 1

Esercizio 1 Data la funzione )

flx)== ‘3 + 710g(2x)

9

(a) determinarne il dominio, calcolarne i limiti agli estremi e determinare eventuali asintoti;

(b) studiarne la prolungabilita agli estremi del dominio e la derivabilita;

(¢) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f;

(e) disegnare un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della
concavita e della convessita).

Svolgimento. (a) Il dominio & z > 0, z # 5. Si ha:

lim f(z) =0, Q}Lm% f(@) = +oo, lim f(x)= oo,

per cui x = % € un asintoto verticale. Siccome

lim f@) =3, lim f(z)—3z= lim

z—too T—+00 z—-+oo log 2x

= —|—OO’

non ci sono asintoti obliqui.
(b) Siccome lim,_,g+ f(z) = 0, la funzione ¢ prolungabile con continuita in z = 0. E anche derivabile in
tutti i punti del dominio in cui non si annulla 'argomento del modulo, cioé per x nel dominio, x # 6721/3

(c) Per tali z si ha:

1 1 —1
’a::3++wsin(3+ ) .
1) ‘ log(2x) & log(2z) ) xlog?(2x)
Siccome
3 0 0, 11k
& U=
* log(2z) ” ve } T2 [ } gy T [’
si ha 2 (20) Hiog(22) )
1 1 _ 3log“(2z)+log(2x)—1 -1/3 1
/(ZL‘ _ 3+ log(2z)  log?(2z) log? (2) per ]07 . 2 [U ] 2 +OO[
B 1 1 _ —3log?(2z)—log(2z)+1 -1/3 1
=3~ g log?(2z) log2(2z) per T < } 53 [
—14/13
Le soluzioni dell’equazione 3log?(2z) + log(2x) — 1 = 0 sono e%/Q e si ha
eil%m < e~ 1/3 < 1 < eiltsm
2 2 2 2 7
per cui
—1-V13 —1-v13 _ —14V13 —1-V13
e | o =—]||=— =" ||="5] | = | ||
sgn f’ - — T — T
f / N\ / N\ /‘
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—1—+13
. . 6 s . .
e quindi “—; e un punto di massimo locale stretto, 0 e
—1+/13

26 ¢ un punto di minimo locale stretto.
(d) T limiti significativi di f” sono

e

e

li "(z) =3 li ! =-9 li "(2) =9
xi%h' f (1') ’ R el—nll/s - f ($) " z—lim _li’n, fl(z)=—3%+ f («T) ’
2 e g

. e /3
per cui “5— ¢ un punto angoloso.

(e) Il grafico & come in figura 18.

12

100

T~
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14

Figura 18: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Calcolare il limite

v 27/2 log?  — 1 + sin 2% 4 cos (1 —e‘/g”“")
im

20+ sinhx — x¢

al variare del parametro o > 0.
Svolgimento. Gli sviluppi di McLaurin danno, per  — 0,

2

sinz? = 22 + o(z”),

cos (1 — e‘/%) —-1= —%(1 - e‘/%)2 + i(1 - eﬂx)4 + o(z?)

24
1
= —5(\@:5+332+0(332))2
= —2? = V22% + o(2?),
3

sinhz =z + % + o(x?),

272 log? x = o(2%).

Percio il numeratore &
V223 +o(2?), = —0,
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mentre il denominatore, per x — 0, e

%+ o(z%) se 0<a<1
3
%—Fo(x?’) se a=1

x+o(z) se a> 1.
Si ha percio

272 log? 2z — 1 + sinz? + cos (1 — eﬂx) .
lim - = lim -
z—0+ sinhz — & z—0+ sinhx — x©

—V223 +o(z?) 0 se a#l
—{—6\/5 se a=

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
ter 1
/ —; sin —dx
2 x

Svolgimento. Con la sostituzione y = 1/x si ottiene

to 1 1 , b1
—481n—dw: lim —451n—dx
2 T bs+oo J2 T T

%
= — lim y?sinydy = lim / y?siny dy
c—0t J.

b—+oo S
2

T bl
:—yZCosy‘g +/ 2y cosydy
0

s

= 2ysiny‘0g — 2/02 siny dy
=7 —2.
Esercizio 4 Risolvere ’equazione
}22(,2 — (2 — 4i))| = |27 — 2(z — 4i)|

e disegnare le soluzioni nel piano complesso.
Svolgimento. Si ha

|2(z — (z — 40))| = |7] ’z(z —(z+4i))| = |2| {z(2i1mz - 42){
’E— (z —41')‘ = || ’41’ - 2iImz},

|
Z|
per cui z = 0 & una soluzione. Se z # 0 I’equazione diventa

2| [Imz — 2| = |Imz — 2|,

che ha per soluzioni {z € C: |z| = 1} e {z € C: Imz = 2}. Le soluzioni sono in figura 2.2.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia f : [0, +0o[— R continua e crescente. Sia
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an
N

Figura 19: Le soluzioni dell’esercizio 4 (Tema 1).

Si provi che g e crescente.
Svolgimento. La funzione g & derivabile e si ha

/@)= =3 [ @+ @) = (@) ~ g(a).

2

Per il teorema della media integrale, per ogni x > 0 esiste §, € [0, z] tale che g(x) = f(&). Siccome f &
crescente, ne segue che g(z) < f(x), per cui ¢'(z) > 0.

TEMA 2

Esercizio 1 Data la funzione
1

fl@) == ‘2 B log(3z)

)

(a) determinarne il dominio, calcolarne i limiti agli estremi e determinare eventuali asintoti;

(b) studiarne la prolungabilita agli estremi del dominio e la derivabilita;

(c) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f/;

(e) disegnarne un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio
della concavita e della convessita).

Svolgimento.

(a) 11 dominio & dato da = > 0 (per la presenza del log) e 3x # 0 (perché log ¢ al denominatore). Quindi
chiamando D il dominio abbiamo

D=R\ {5}
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Per quanto riguarda il segno ¢ evidente che f > 0 sul dominio. Limiti notevoli: si calcola facilmente

che
lim f(z) = +o0
z—1
li =0
i T

lim f(z)=+o0 possibili asintoti obliqui
T——+00

lim —==2=m
r—+oco X

xEIJPoo f(z) =2z =—00

Quindi non ci sono asintoti obliqui, né orizzontali ma un asintoto verticale in z = 1/3.

(b) Come visto nel punto (a) ¢’¢ un prolungamento per continuita in 2 = 0 ponendo la funzione f uguale
a 0 nel punto 0. Con questo prolungamento la funzione & continua in

A=DU{0}.

£0

Per il calcolo della derivata prima per la presenza del valore assoluto dobbiamo porre 2 —

Ve

cioe x # 3 = x1. Nota che f(x1) = 0 e quindi per quanto detto z1 ¢ un punto di minimo assoluto.

log 3x

(c) e (d) Un calcolo diretto mostra che Vo € D\{z1}

) = |2 1 n 5 1 1 1 5 1 n 5 1 1
x)=|2— xsegno | 2 — . —=12- segno | 2 — .

log 3x & log3z ) "log? 3z log 3x & log 3z ) "log? 3x
Poiché per definizione di x; ’argomento del valore assoluto si annulla e segno (2 — @) =1 se

1

T € <O, 3> U(an +o00)=Pe segno<2 — k)g%) =—-lsexe (%,371) = N abbiamo l'attacco di f in
T

lim f'(z) = +4

lf—)$::[t

x1 € quindi un punto di minimo assoluto e punto angoloso. Vediamo anche 'attacco (destro) in 0. Si
ottiene subito che

lim f'(z) =2

z—0t f ( )
e quindi il prolungamento in 0 ¢ anche C'. Il punto 0 & un altro punto di minimo assoluto.

Per quanto riguarda il segno & evidente che se x € P f'(z) > 0 e quindi la funzione ¢ qui monotona
strettamente crescente. Per x € N si vede con un breve calcolo che f'(z) < 0 e quindi la funzione &
in questo insieme strettamente monotona decrescente.

(e) 1l grafico segue:

Esercizio 2 Calcolare il limite

. sinz? 4 coslog(1 4+ v2z) — 1 + x13/4 log?
im
20+ sinx — z®
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0.0 05 10 15 20 25 30

Figura 20: 1l grafico di f(z) ==« ‘2 - m

(Tema 2).

al variare del parametro o > 0.
Svolgimento. Sviluppiamo i termini al numeratore sin 22 = 22 + o(z?),

2v2
coslog(1 + v/2z) = cos <\/§$ — 22+ \?)fa:?’ + 0($3)> =1-224+V22® + o(a?)

13/4

Notiamo inoltre che z log? x = o(23) e quindi il numeratore diventa uguale a v/2z° e quindi se o < 1

oppure « > 1 il limite vale 0. Se a = 1 allora il denominatore diventa —% e quindi per il PSI il limite per
a =1 vale —6v/2.

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
teoq 1
/ —cos —dx

1ozt x
us

Svolgimento. Integriamo prima per sostituzione ponendo % =t l'integrale diventa allora

iy
/ t2 costdt
0

/t2costdt = 2tcost + (t* — 2)sint

Integrando due volte per parti abbiamo

Sostituendo gli estremi di integrazione otteniamo

oo 1 1 s
/ 4cosdx:/ t2costdt = —2r
1 X X 0
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Esercizio 4 Risolvere ’equazione
2% (2 — (2 — 20))| = |27 — 2(z — 24)|

e disegnare le soluzioni nel piano complesso.
Svolgimento. Scrivendo z = x + iy e svolgendo alcuni semplici calcoli otteniamo che il primo membro
diventa

2y — 1)(2* + )

2vVx? + g2y — 1|

mentre il secondo diventa

Percio 'equazione di partenza diventa

ly = 1Va?2 +y? =y — 1|(=* +¢?)

Quindi se y # 1 e z # 0 'equazione diventa equivalente a 2 +14% = 1 che & I’equazione di una circonferenza
di raggio 1 senza il punto y = 1. Se y = 1 ’equazione ¢ verificata per ogni « € R infine abbiamo la soluzione
z = 0. Ricapitolando, le soluzioni sono z = x +i e z = cosf + isinf con 6 € [0,27) e z = 0. Il grafico
segue:

Imz

() .
/

Figura 21: Le soluzioni di ‘22 (z—(z— 21))’ = |z§ —z(z+ 21)‘ (Tema 2).

Appello del 15.07.2013

TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) =logcoshz — log | sinhz — 1].
1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

2) Calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.
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3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di massimo o minimo relativi
o assoluti.

4) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento.

1) Il dominio della funzione ¢ dato da sinhx # 1 cioe = # log (1 + \/5) Per quanto riguarda il segno,

coshz coshz
——— — > 0 quindi 1 ———— > 1 che ¢
[sinhz — 1] quindi se e solo se Sinhz —1] che e
equivalente a €* + 1 > |e?® — 2¢® — 1|. Per x > log(1 + v/2) la disuguaglianza ¢ evidente e quindi la
funzione & positiva. Per x < log(1 + v/2) la disuguaglianza sopra diventa e — 1 > 0 cio¢ x > 0. In

definitiva f(x) > 0 se e solo se x > 0.

la funzione e positiva se e solo se log

2) Vediamo i limiti significativi. E immediato vedere che

lim f(x) =+
z—log(14++/2) ( )

abbiamo ora )
. . e* 41
lim f(z) = lim log <|62x) =0

T—00 T—00 — e — 1|

perché sia a +o0o che a —oo l'argomento del log tende a 1. Per quanto calcolato la retta y = 0 e
asintoto orizzontale, mentre la retta = = log(1 + 1/2) ¢ asintoto verticale completo.

R
3) La funzione ¢ evidentemente (continua e) derivabile nel suo dominio, cioé in ————————. Un calcolo

log(1+v/2)
facile mostra che
sinh x coshz) 1+ sinhx

/ g — =
fz) coshz sinhxz—1  coshz(l —sinhz)
Per z > log(1 + v/2), evidentemente f/(z) < 0 e quindi la funzione & decrescente (strettamente). Per
z € (0,log(1 4 v/2)) & sempre evidente che f’(z) > 0 e quindi la funzione & crescente, Per z < 0 il
segno ¢ determinato da 1+ sinhz. E percio la funzione ¢ crescente se e solo se €2 + 2% —1 > 0 cioe
z € (log(v/2 — 1),0). Percio z = log(v/2 — 1) & un punto di minimo (assoluto).

Esercizio 2
a) Dato il limite
1 !
lim 2808 _ (1)

n—oo 2

calcolare

lim <n2 + log(n!) + cos n) <sin (i) log(n + 1) — arctan (i) log(n — 1)) .

n—oo

b) [FACOLTATIVO] Dimostrare (1).
Svolgimento. Si ha

n
log(n!) =logn+log(n—1)+...+log2 = Zlogk‘ < nlogn.
k=1
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05+

Figura 22: Grafico funzione f(x) = logcoshx — log|sinhx — 1]. .

Siccome logn = o(n) per n — oo, allora lim,,_ loi(;!) =0.

Da (1) e dal fatto che cosn ¢ limitato, e quindi cosn = o(n?) per n — oo, si ha subito che
n? +log(n!) + cosn ~ n? per n — oc.

Si ha inoltre, per n — oo,

sin <;> log(n +1) = <; - #4‘0 <7§3>> <10gn+71b+0 <;>>

per n — 0o. Quindi

si ! log(n + 1) — arcta ! log(n — 1) 2 + !
in | — n — arctan | — n—1)=—=+o|—
n) 8 n) 8 n? n?

per n — oo. In sintesi, si ha
(nQ + log(n!) + cos n) sin 1 log(n 4 1) — arctan 1 log(n —1) | = (n® + o(n?)) 2 +o 1
n n n? n?2
— 2 per n — oo.

Esercizio 3
a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo€2ax_1
[,
0 €$+1
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al variare di @ € R.

b) Calcolarlo per a = 1/2.

Svolgimento. a) L’integranda € continua ed ha segno costante in [0, +00), per cui la convergenza puo essere
studiata mediante il criterio del confronto asintotico. Si ha, per x — 400, se a > 0,

er — 1 1
e2r 11 ~ e2(l—a)z

+o0 1
———dxr < 400
/0 e2(l—a)x X

|e2a:c_1|

e?r+1

se e solo se a« < 1. Per o < 0 si ha
b) Ponendo logt = x si ha

/+oo ex_ld /+oo t—1 o /—l—oot_ldt
S T = T = L=
o e®+1 1 B+ 1 B+t

Utilizzando la scomposizione

< 62% Quindi I'integrale richiesto converge se e solo se o < 1.

t—1 A Bt+C -1  t+1

t3+t_?+ 2+1 ¢t +t2+1’

oo o1 t+41
/ 3dt:/ —+2idt
. Bt 1 t o 241

/+OO_1+12t+1dt
A t 28241 2+1

si ottiene

. 2+1 log2
_tilgloolog t 2 +Z
_z_logQ
4 2

Esercizio 4 Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
2% = —167

esprimendole prima in forma trigonometrica/esponenziale e poi in forma algebrica; disegnarle infine sul
piano di Gauss.

Svolgimento. Poniamo z = pe’. Chiaramente z = 0 & una soluzione, per cui cerchiamo le soluzioni non
nulle. Prendendo il modulo di entrambi i membri dell’equazione si ottiene

p° = 16p,

da cui p = 2, cioe z = 2¢"’. Quindi
2565“9 — 246”r26_“9,

da cui

cioe

Y=n/6+kn/3, k=0,...,5.
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Figura 23: Soluzione esercizio 4 Tema 1.

Quindi le soluzioni non nulle dell’equazione sono

267/6 = \/3 + i, 21™/% = 2, 257/6 = _\/3 41,
2eiTT/6 — _\/3 _j, 2e37/2 = _9; 2illn/6 _ /3 _;

(v. figura).
TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) =log|sinh x — 2| — log cosh .
1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.
2) Calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.

3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di massimo o minimo relativi
o assoluti.

4) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento. 11 dominio di f & {z € R : sinhz # 2}. Risolvendo ’equazione

sinha::e—:2

si ottiene
e? —4e” —1=0,

la cui unica soluzione & log(2 + v/5). 1l dominio pertanto & {x € R : z # log(2 + v/5)}.
Il segno di f & positivo, per = > log(2 + \/5), se e solo se
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cioé mai. Per x < log(2 + v/5) invece il segno & positivo se e solo se

T

9 _ et —e % S 63’34r6_9”7
2 - 2
cioe se e solo se z < log2 (che & < log(2 + v/5)).
Si ha
6“0726_1 _ 2 ex R
li = lim log—=——= lim 1 =logl =
x~l>r+noo f(lE) 1‘*1>I<|]£100 08 51'5‘26_36 xﬁlinoo 8 et 4+ e % 8 0,
quindi y = 0 ¢ asintoto orizzontale per x — +oc0. Inoltre
2— &= 4—e*+e "
. _ . 2 _ . _ _
xggloo f(lE) o zggloo log 51'5‘26_36 - wEIPOO log eT e T log1 =0,
quindi y = 0 & asintoto orizzontale per x — —oo. Infine si ha
lim flz) = —o0,
x—>log(2+\/5) ( )
cioe x = log(2 + /5) ¢ asintoto verticale.
La funzione ¢ visibilmente derivabile in tutto il dominio e si ha
h inhz _ cosh?z—sinh?z+2sinhz _ ___1+42sinh
fl( ) _ siiﬁlsme B (S:g;hf: = &= (si:Erth;1—2)ioshSmln £ = (sinhx—sér)lcowshm per x > 10g(2 + \/5)
) = —coshz _ sinhz _ 142sinh er r < lo 2+\/§)
2—sinh x coshz (sinh z—2) cosh p &) ’

Il segno di f’ & visibilmente positivo per z > log(2 + 1/5), mentre per = < log(2 + v/5) & negativo se e solo
se 14+ 2sinhx < 0, cioe se e solo se x > log(_l%‘/g). Quindi z = log(_l%‘/g) ¢ un punto di massimo locale
stretto. Il grafico & come in figura.

-05}F
-15F

-25F

Figura 24: Grafico funzione f(x) = log|sinhz — 2| — log cosh z. .

Esercizio 2
a) Dato il limite




calcolare

n—oo

lim (n2 +log(n!) + sinn) <sinh (i) log(n — 1) — arctan (i) log(n + 1)) .

b) [FACOLTATIVO] Dimostrare (1).
Svolgimento. Si ha

n
log(n!) =logn +log(n — 1) + ... +log2 = Zlogk < nlogn.
k=1
Siccome logn = o(n) per n — oo, allora lim,, logﬂ% =0.
Da (1) e dal fatto che sinn & limitato, e quindi sinn = o(n?) per n — oo, si ha subito che

n? +log(n!) +sinn ~ n? per n — oco.

Si ha inoltre, per n — oo,

o o= (1 () (2

per n — 0o. Quindi

1 1 2 1
inh [ - ) log(n — 1) — arctan | — ) 1 )=—" 1o
sin <n> og(n — 1) — arctan <n> og(n+1) 3 +0(n2>

per n — oo. In sintesi, si ha

(n? + dog(nt) + sinn) <sinh <le> log(n — 1) — arctan <:L> log(n + 1)> — (n+ o(n?)) (—52 +o (;))

— —2  per n — o0.

Esercizio 3
a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o00 3 _ 0
/ poramrt
0 e“r 4 3
al variare di @ € R.
b) Calcolarlo per a = 1.

Svolgimento. a) L’integranda ¢ continua ed ha segno definitivamente costante per x — +00), per cui la
convergenza puo essere studiata mediante il criterio del confronto asintotico. Si ha, per x — +00 e a > 0,

3—cor 1
e2r 3 e(2—a)x
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400 1

30t
e?r43

se e solo se v < 2. Per o < 0 si ha
b) Ponendo t = log x si ha

+oo _ LT +oo _ +0o0 _
/ s / 3=t / Bt
0 €**+3 1 (43 . 343t

Utilizzando la scomposizione

< 6% Quindi I'integrale richiesto converge se e solo se a < 2.

3—t _é+Bt+C_1 t+1
B34+3t t 24+3

t 243
T3¢t T t41
/ dt:/ Lot+l g
. B3+ 3t .t 243
/+°°1 1 2t 1
= —— o =t
.t 28243 2+3
1 7

V33

si ottiene

+log?2 —

Esercizio 4 Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
2 =201+ V3i)z

esprimendole prima in forma trigonometrica/esponenziale e poi in forma algebrica; disegnarle infine sul
piano di Gauss.

Svolgimento. Poniamo z = pe®. Chiaramente z = 0 & una soluzione, per cui cerchiamo le soluzioni non
nulle. Prendendo il modulo di entrambi i membri dell’equazione si ottiene

p® =4p,

da cui p = 2, cioe z = 2¢"’. Quindi
23637,19 — 464z7r/32e—2197

da cui
64219 — e4z7r/3,

cioe
VY=n/3+kn/2, k=0,...,3.

Quindi le soluzioni non nulle dell’equazione sono

26i7r/3 -1 +Z\/§, 265i7r/6 _ —\f3—|—2‘,
¢T3 — 1 /3,16 — /3

(v. figura).
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Figura 25: Soluzione esercizio 4 Tema 2.

Appello del 16.09.2013

TEMA 1

Esercizio 1 Data la funzione
f) =2z — V/]a? — 4 + 3],
(a) determinarne il segno ed eventuali asintoti;
(b) studiarne la derivabilita e calcolare f;
(c) determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e
assoluto di f;
(d) calcolare i limiti significativi di f;
(e) disegnare un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della

concavita e della convessita).
Svolgimento. (a) Il dominio di f & banalmente la retta reale. Per studiare il segno di f si deve risolvere la

disequazione
20 > \/|x? — 4z + 3|.

Quest’ultima non puo avere soluzioni negative, per cui, elevando al quadrato per z > 0 si ottiene la

disequazione equivalente
422 > |2% — 4z + 3],

che a sua volta equivale a
3x2+4x—320, per0<zx<lox>3

522 — 4z + 3> 0, per 1 <z < 3.

Percio f(z) > 0 se e solo se > (v/13 — 2)/3. Si ha inoltre

322 4+ 4z — 3
lim f(z)= lim 2z — Va2 —4x+3 = lim vt A = 400,
T——+00 T—+00 T—=+00 2 + A /12 — Ap +3

lim —= =1
r—+o00o I

4 4
(1) =z = lim r+3 +3/x

lim f = lim =2
T—to0 Tt g+ /a2 —4r+3 Tt 14 /1 —4/x + 3/x?
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per cui la retta y = x + 2 & un asintoto obliquo per f per z — +00. Analogamente si ha

@) v 43/
lim —= = lim =
T——00 I @==00 2 — x/1 — 4/x + 3/2?
¢ 4 +3
lim f(z)—3z= lim i = -2,

z——00 z—=—oc —x — /1 —4/x+ 3/2?

per cui y = 3z — 2 ¢ asintoto obliquo per x — —o0.
(b) f & derivabile se e solo se I'argomento del modulo (e quindi della radice) non & nullo, cioe se e solo se
x#1,3. Perx <1ox>3siha

2Vt —dr+3—x+2

!
x )
f(z) o—
mentre per 1 < x < 3 si ha
2vV—22+4x —3+x—2
fl(z) = :

V-2 +4r -3
(c) Il segno di f’ & dato dal segno del numeratore. Nel primo caso il segno & banalmente positivo per x < 1,
mentre elevando al quadrato per x > 3, si ottiene che il segno & positivo se e solo se

322 — 122+ 8 >0,

cioe per > (6 + /12)/3, che pertanto ¢ un punto di minimo locale stretto. Nel secondo caso, il segno
& certamente positivo se 2 < x < 3, mentre elevando al quadrato per 1 < z < 2 si ottiene che il segno &
positivo se e solo se

522 — 20z 4 16 < 0,

cioe se e solo se 2 > z > 2(1 — 1/4/5). Quest’ultimo & quindi un punto di minimo relativo stretto.
(d) Si ha
lim f'(z) = 400 = lim f'(z),

z—1— T—3—
mentre
lim f'(z) = —co = lim f'(x).

Quindi x = 1 e z = 3 sono punti di cuspide e punti di massimo relativo stretto.
(e) 1l grafico & come in figura.

Esercizio 2 Discutere, al variare del parametro a € R, la convergenza della serie

ilog (n(e% — 1) — %) .

Swvolgimento. Applichiamo il confronto asintotico. Ricordiamo che
x? 9 2 23 3
e* =14z + o(x) :1+x+?+0(:1: ) :1+x+?+€+0(3: ), log(l+z)=2x+o(z),

per cui
oni=tog (n(eh =)~ 2) =tog (n (14 L0 () =1) = 2) <dog (1+0(1) - &) = log(1 +o(1)
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Out[2]=

Figura 26: Grafico funzione f(x) = 2z — /|22 —4x + 3| .

che pero non ¢ sufficiente a stabilire il comportamento asintotico. Allunghiamo lo sviluppo dell’esponen-

ziale:
1 1 o 1 1 1
ap =log (n 1+ +—+o|l=)—-1)——)=log|1+ 3« “4ol=)).
2n2 n2 n n n

1
5~ . . . . . .
Se % —a # 0 allora a, ~ 2— e quindi la serie diverge per confronto asintotico. Se a = 1 ancora non

2
possiamo dire nulla. Allungando ulteriormente lo sviluppo dell’esponenziale

~1 ++1+1+1 ) -2 mtog (14 L oS !
n = 108\ Tt 2n? = 6n3 n3 on =08 6n2 O\ 2 6n2’

Dunque la serie converge assolutamente per confronto asintotico.

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
log(x — 1)

vr+3

Svolgimento. Procediamo per parti: osservato che \/ﬁ =2 (\/x + 3)/ abbiamo

1 —1 1
% d:E:Q\/x—i—SIOg(ac—1)—2/\/:5—1—3x_1 dzx.

Calcoliamo per sostituzione quest’ultima primitiva ponendo y = vz + 3, = = y? — 3, dx = 2ydy da cui

2
V 1
x—l y?—4 y?—4 y—2 y+2

vr+3—2
=2y +21 =2V 2lo .
vt og‘ +2 ' rhat ‘\/964—3—1—2

Da cui

log(z — 1) \/x+3—2’
————dr=2vx+3log(x — 1) —4vVzr +3 —4log | ————| + ¢c,c € R.
/ va+3 2 ) Sz +3+2
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In alternativa si pud operare subito la sostituzione z + 3 = y2, che da
2

log(z — 1) Y
y?—4

ve+3

dr = 2/10g(y2 —4)dy = 2ylog(y® — 4) — 4/ dy

:2ylog(y2—4)—4y—16/y2_4dy

y—2
=2ylog(y? —4) — 4y —4log | ——=|+¢c,c€R
ylog(y” —4) — 4y gy+2‘

vV -2
=2vz + 3log(z — 1) —4vVx + 3 — 4log \/fr—i—;)—i-Q‘ +c,ceR

Esercizio 4 Rappresentare le soluzioni della disequazione

2
-1

Z—Z

|z — 12 — >Imz — 3

nel piano complesso.
Svolgimento. Poniamo z = x + iy, x,y € R. La disequazione diventa allora

2y |?
(x =1 +4° - % -1 >y-3,
cioe
|:c2—2:c‘2y—3.
Posto
2% — 2z per x < 0 o per x > 2

g(x) = |x2 —2z| = {

2x—x2per0§x§2

I'insieme delle soluzioni della disequazione & costituito dai punti (z,y) del piano tali che y < g(z) + 3 (v.
figura, la soluzione ¢ in verde).

out[57]=

TEMA 2
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Esercizio 1 Data la funzione
f(z) =2z — /|22 — bz + 6],

a) determinarne il segno ed eventuali asintoti;
(b) studiarne la derivabilita e calcolare f;

(c) determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e
assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f;

(e) disegnare un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della
concavita e della convessita).

Svolgimento. (a) Il dominio di f ¢ banalmente la retta reale. Per studiare il segno di f si deve risolvere la

disequazione
2¢ > +/|x? — bz + 6.

Quest’ultima non puo avere soluzioni negative, per cui, elevando al quadrato per z > 0 si ottiene la

disequazione equivalente
42 > |x? — bx + 6|,

che a sua volta equivale a
3362—1—533—620, per0<z<2o0zxz>3

522 — 5z + 6 > 0, per 2 < z < 3.

Percio f(z) > 0 se e solo se x > (v/97 — 5)/6. Si ha inoltre

322 + 52— 6
lim f(z)= lim 2z — 2?2 —-52+6= lim vt o = 400,
T—~400 r—~+00 T—+00 2 + A /$2 —5x+6

lim —= =1
Tz—>+o0 X

. ) S5r — 6 _ 5—6/x 5
lim f(z)—z= lim = lim = -,
T—+00 zotoo g /2?2 —br+6 Tt l4 /1 -5/x+6/x2 2

per cui la retta y =  + 5/2 & un asintoto obliquo per f per x — +o00. Analogamente si ha

lim 2% i v 45— 6/x ~3
T=—o0 I e—=—00 21 — x4/1 —5/x + 6/2?
€
5r —6 5

lim f(x)—3z= lim =—-,
@——00 e—=—00 —x —x\/1 —5/x+ 6/ 2
per cui y = 3z — 5/2 & asintoto obliquo per x — —oc0.
(b) f & derivabile se e solo se 'argomento del modulo (e quindi della radice) non & nullo, cioe se e solo se
x#2,3. Perx <20x>3siha

 AVa?—br+6-2245

!/
x )
fl@) VvV —5x+6
mentre per 1 < x < 3 si ha
4/ =22 + 5 — 6+ 2z — 5
fl@) = :

V—22+5x—6
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(c) Il segno di f’ & dato dal segno del numeratore. Nel primo caso il segno & banalmente positivo per z < 2,
mentre elevando al quadrato per x > 3, si ottiene che il segno € positivo se e solo se

1222 — 60z + 71 > 0,

cioe per z > (15 + 2\/3) /6, che pertanto ¢ un punto di minimo locale stretto. Nel secondo caso, il segno ¢
certamente positivo se 5/2 < x < 3, mentre elevando al quadrato per 2 < z < 5/2 si ottiene che il segno &
positivo se e solo se

207% — 100z + 121 < 0,

cioé se e solo se z > (25 — 2v/5)/10 (> 2). Quest’ultimo & quindi un punto di minimo relativo stretto.
(d) Si ha
lim f'(z) = 400 = lim f'(z),
T—3—

r—2—
mentre

li ! =—o00= 1li "(z).

Quindi x = 2 e £ = 3 sono punti di cuspide e punti di massimo relativo stretto.
(e) Il grafico & come in figura.

Out[4]=

4L

Figura 27: Grafico funzione f(z) = 2z — \/|2? — 52 + 6] .

Esercizio 2 Discutere, al variare del parametro a € R, la convergenza della serie

5 (oo () 1) - 2).

Svolgimento. Applichiamo il confronto asintotico. Ricordiamo che

2 2 4 72 74 2

coshzx =1+ 5 +o(z®) =1+ 5 +24+0(x) 1+ 5 +24+720+0($ ), log(l1+x)=x+o(x),

per cui

(s () ) ) oo () 1) 2)onl-2)

=log(3 + o(1)).
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Quindi il termine generale non & infinitesimo per n — oco: la serie diverge per ogni a.

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
log(z +1)

VvV —3

Svolgimento. Procediamo per parti: osservato che \/7 =2 (\/ 3)/ abbiamo

dz.

1 1
% dx =2vx —3log(z +1) — 2

Calcoliamo per sostituzione quest’ultima primitiva ponendo y = /& — 3, = 3% + 3, doz = 2ydy da cui

T = [ [aw=f (1 5t) =22 [
— 2 dy = 2 dy=2[ (14— )=2y+2 [ ——
/:c+1 2Z+at W 2+a W y2+4 Y 1+ (y/2)?

vVr—3
5

r—3

=2y+ 4arctan% = 2vx — 3 + 4 arctan

Da cui

1 1 —3
M dx = 2v/x — 3log(z + 1) — 4v/x — 3 + Sarctan Vi—3

Ji-3 2
Esercizio 4 Rappresentare le soluzioni della disequazione
z—z|

lz—1? = |=—Z| —1| <Imz+4
nel piano complesso.
Svolgimento. Poniamo z = z + iy, =,y € R. La disequazione diventa allora

2, o |2iy|?

(z—1)"+y" - b3 -1 <y+4,

cioe
‘x2—2x‘ <y-+4.
Posto
x? — 2z per x < 0 o per x > 2

9(z) = |2% — 22| = {

20—z’ per 0 < x <2

I'insieme delle soluzioni della disequazione & costituito dai punti (z,y) del piano tali che y > g(z) — 4 (v.
figura, la soluzione ¢ in verde).

Appello del 3.02.2014
TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione
2
f(z) = arctan <$) .

log|z| — 1
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1) Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

)
)
3) Calcolare [’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
4) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.

)

5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita

e della convessita).
Svolgimento.
1) Il dominio ¢ dato da log|z| # 1 e z # 0 cioe
D={zecR : x#{+e U 0}}
Poiché f(—x) = —f(z) la funzione ¢ dispari. Inoltre f > 0 se e solo se m > 0 cioe f(x) >0 se
e solo se x € (—e,0) U (e, +00)
2) I limiti significativi sono

lim f(z) =0

z—0

lim f(x)=
x) =

R

r—e™T

lim f(
1ir_n+f(:z) =
lim f(z) = —g

lim f(x)= I

r—+oo 2

3

N Ay

quindi la funzione ha un asintoto orizzontale destro di equazione y = 5 ed uno sinistro di equazione
y = —%. Ha una discontinuita eliminabile in 0 (ponendo f(0) = 0) ed una discontinuita di salto (non
eliminabile)in +e. Per altri valori la funzione ¢ continua perché composizione di funzioni continue.

3) Per x € D abbiamo
1 2(log |z — 1) — 2 B log |z| — 2

f'() = o >2 (log |z| — 1)2 (log |z| — 1)% + 42
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Quindi f’(z) > 0 se e solo se log |z| > 2 cio¢ la funzione & strettamente crescente in x € (—oo, —e?) U
(€2, +00). I punti 1 =e® e 29 = —e? sono rispettivamente di minimo e massimo relativo. Non ci
sono punti di min e max assoluti.

4) L’unico limite significativo di f’ (attacco) ¢ in z, = 0. Calcoliamo quindi
lim f'(z) =
lim f'(z) =0

perché il denominatore ¢ un infinito di ordine 2 mentre il numeratore & di ordine 1 (rispetto a log |z|)
per |z| — 0. Percio la funzione prolungata ¢ in realta C! in 0.

5) Il grafico di f ¢ in figura.

1.5

1.0

-10

- -15

Figura 28: Il grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Calcolare il limite

y sinh 2% — cos(y/x) log(1 + sinx)
im
20+ log cos 2z 4+ x3 log

al variare del parametro o > 0.
Svolgimento: Sviluppando in un intorno di zero il denominatore abbiamo

2 2
log cos 2z = log (1 _{ g) + 0(332)) = —227 + o(2?)

23 log

e poiché liH(l) 5— = 0 il denominatore puo essere scritto come
xr— xr

—22% + o(x?)
Al numeratore ricordando che sinz = z + o(2?) e che log(1 + z) = x — % + o(x?) per x — 0 abbiamo
2 2

cos(v/z) log(1+sinz) = (1 - % + 0(30)) (sinx - (sm2a;)2 + 0($2)> =x— % - % +o(z?) = x — 2% + o(z?)
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e quindi se a < 1 il numeratore diventa x®+o(x®) e per il PSI il limite diventa —oo. Se & > 1 il numeratore
diventa —z + o(x) e quindi sempre per il PSI il limite ¢ uguale a +o0. Infine se & = 1 il numeratore diventa

22 + o(2?) e per il PSI il limite vale —3 Ricapitolando abbiamo ottenuto che

iy Sinha® —cos(v)log(l +sinx) _ ) 12 o i 1
om0 log cos 2x + 23 log =—1 sea=1

Esercizio 3 Studiare la convergenza dell’integrale

/+°O arctan x
a—1 d.’L‘
0 (x+2)2 (44 x)*

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.
Svolgimento. La funzione e continua in [0, +o00[. Per x — 400 la funzione ¢ asintotica a

™

2:1:,70‘;1 +2a

e quindi per avere convergenza dobbiamo porre O‘T_l 4+ 2a > 1 cioe o > % Poiché 'integrando ¢ > 0 e

3
continuo in tutti gli altri punti di R possiamo concludere che 'integrale converge per a € <5, +oo) e

diverge a +oo per gli altri valori di . Calcoliamo ora

/*Oo arctan x
——dx
0 (4 + 13)2

Integriamo per parti

¢ +OO+/+OO L Ve tim o /M ! d+/M_m+4d
=— arctan x r= lim — x T
44z 0 0 4421+ 22 M—+00 17T\ Jy 4+ o x2+1
1 A B C
dove abbiamo usato la decomposizione = + Tt e calcolato i coefficienti trovando
(x+4)(22+1) z+4 22+1
1 1 4
A= 7 B= T eC = T Dobbiamo quindi calcolare
1 1 M
7 Ml_i)n;OO <log(4 +z)— 5 log(z? + 1) ) + 4 arctan M)

cioe semplificando

) M+4 1 2 2
ﬁMlgﬁoo (log\/m +4arctanM> — ﬁlogél = ﬁﬂ' — ﬁlogZ.

Esercizio 4 Sia f(z) = 2i2%, 2 € C. Sia A = {a(1 +1) : @ € R}. Si determinino l'insieme A; = {f(2) :
z € A} elinsieme Ay = {z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.

Svolgimento. Per trovare I'insieme A; troviamo 'immagine di f(a/(1+1)) = 2i(a(1+i)?) = 2ia?(2i) = —4a
cioe R, . Per trovare As dobbiamo trovare gli z € C che soddisfano 2iz? = a(1 + i) con a € R. Dobbiamo

2
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quindi calcolare le radici quadrate complesse di %(1 — i) cioe di § (cos (—g) + sin (—%)) al variare di

a € R. Se a > 0 otteniamo come soluzioni gli z € C tali che z = =+, /% (cos (—E> + sin (—E)) ie gli

8 8
z = x + iy tali che y = mx dove m = —tan (%) Se o < 0 le soluzioni sono gli z € C che soddisfano
Vo= (oo (5w (5)) = 45 (e (5 )+ (-5 +3))
=4]/—/— —— in(——)) = — —— 4 = in{——+ —
z 5 cos { —7 s 1 5 (cos (g 3 s st3
cioe la retta di equazione y = mx con m = — tan (g — g) perpendicolare alla precedente. Entrambi gli

insiemi sono rappresentati in figura:

10

05 -

—1. =r 0.5 1.0

10

Figura 29: Insieme A; Tema 1

Figura 30: Insieme Ay Tema 1
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Esercizio 5 [facoltativo] Studiare la convergenza della serie

e 2
+ (/(n+1)7r ’ sinx\ )
E dx
nr @+ 1

n=0

al variare di a > 0.
Svolgimento. Si ha

(DT sin x| |\ 2 (FD7 | sin 2 2 2 2 4 1
( )< ([ ) ()
" ¢+ 1 " nowe + 1 nawe + 1 7r2a n2a

iy T

quindi la serie converge se a > 1/2.
Si ha inoltre

(DT sin g 2 (nt1)m | sin z| 2 2 2 4 1
([ e ([T e e (2 e 41
n e+ 1 " (n+1)om> +1 (n+1)ar> +1 20 pla

T iy

e la serie con questo termine generale diverge se a < 1/2. Quindi la serie data converge se e solo se a > 1/2.
TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione

3z
f(z) = arctan <lmg|:r]—2) .

Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.

Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

)
)
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento. 11 dominio & = # 0 e inoltre log || # 2, cioé 2 # +e?. La funzione f ¢ visibilmente dispari.
In definitiva, dom(f) = {z € R : 2 # 0,2 # e*,x # —e?}. 1l segno di f & il segno dell’argomento
dell’arcotangente, cioe f(x) > 0 se e solo se z e log |z| — 2 hanno lo stesso segno, cio¢ se e solo se x > €2
oppure z < —e?.

Si ha lim, 4 o0 f(z) = 5, perché lim, 4 o 32/(log |z| — 2) = +00 e analogamente lim, , o f(z) = —7/2.
Si ha inoltre lim, o f(z) =0 e lim_, o+ f(z) = 7/2 = —lim__, »- f(x), mentre im_, .+ f(z) =7/2 =
—lim,_, - f(x) (entrambi i punti sono discontinuita di salto). Siccome lim, o f(z) = 0, f & prolungabile
con continuita a z = 0 ponendo f(0) = 0.

Inoltre f e derivabile nel suo dominio (e = # 0) e si ha

_ 1 3(log|z| —2) —3  3(logl|z| —3)
I g (logle] =22~ (logla] — 2)% + 922

f(x)
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Il segno di f’ & percio positivo se e solo se x > €3 oppure z < —e3. Quindi €? & un minimo e —e3 & un

massimo.
Si ha:

' , . 3log |ac](1 — —log?'x')
lim f'(z) = lim

0 01002 22 22 )
z— 79 og Ia:|<(1— log|x|) +logglﬁw|2)

per cui (la prolungata di) f ¢ derivabile in 0 con derivata nulla e 0 risulta un punto di flesso a tangente
orizzontale. Si ha inoltre lim,_,, .2 f(z) = —1/3e*. Ovviamente f non & derivabile in +e? perché &
discontinua. Semplicemente le tangenti da destra e da sinistra hanno lo stesso coefficiente angolare.

Il grafico di f & in figura.

1.5}

-0.5}

-1.0}

~1.5F

Figura 31: Il grafico di f (Tema 2).

Esercizio 2 Calcolare il limite

lim sinz® + cosh(y/z) log(1 — sinh x)
z—0+ log cosh 3z + z3 log x

al variare del parametro a > 0.
Svolgimento. Osserviamo prima che sin 2% = z® + o(2%®) per z — 0. Si ha inoltre, per x — 07,

r  a? 9
cosh\/§21+§+—+o(x)

24
¢ 12 2
log(1 — sinhx) = —sinhz — sm}21 T4 o(z?) = —z — % + o(z?),
per cui
T x? 72
cosh(y/z)log(1 — sinhz) = (1 + 5 + 21 + o(z?))(—z — 5 +o(z?) = —z — 2% + o(z?).
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Quindi, detto n(z) il numeratore del limite da calcolare, si ha, per z — 0T,

n(x) ~ x® se a<l
n(x) ~ —x se a>1
n(z) ~sinz —z — 2% + o(z?) = —2® + o(a?).

Per il denominatore osserviamo innanzitutto che, per x — 0, si ha logcosh 3x = log (1 + cosh 3x — 1) =
cosh 3z — 1+ o(cosh 3z — 1) = 922 /2 + o(x?).
In definitiva si ha che il limite richiesto e

2 + ofa”)

= lim ———5% = O0<axl
wm+xw2+dﬂ) oo se U<

—z% + o(2?)

= T T ) _ 99 =1
20+ 922/2 + o(2?) / e a

*tho():—oo se o> 1.
a—0t 22/2 4 o(2?)

Esercizio 3 Studiare la convergenza dell’integrale

/+oo arctan 2x
dx
o (z+3)7F (x + 2)2e

al variare di « € R e calcolarlo per a = 1.

Svolgimento. Detto g(x) l'integrando, si ha che g & continua in [0, +oo[ e inoltre

(2) T 1 o1
gl’ 21.%,1_"_2& - 2([/’70471

per z — +o0o. L’integrale quindi & convergente a 400 se e solo se 7"‘ 1
Calcoliamo ora una primitiva di g per « = 1. Si ha

/arctan 2x d ( ) arctan 2x +2/ 1 d
——— dx = (per parti) = ——— T
(z +2)2 perp z+2 (z +2)(1 + 422)

> 1, cioe se e solo se o > 4/7.

= (per scomposizione in fratti semplici)

2 1/1 —4/1 1
__ arctan x+2(/ /7dx—|—/ J17x + 8/ 7dx>

z+2 +2 1+ 422

arctan2m 1 o4 2| — 1 (/ 8 d / 16 d )
= og |x ——dr — | ————=dx
z+2 & 17 1+ 422 1+ 422

tan 2 2 8
S logle 4+ 2] — - log(1 4+ 40%) + 1 arctan(22) + ¢

Quindi
T2 arctan 2x . arctan 2x 2 1 8 2
_Am 1 (z+2)?
—— —1 24+ — i log ———2%
I TR AR T LN P
47 2
= — — —log4.
17 17®
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Esercizio 4 Sia f(z) = 4i2%, 2 € C. Sia A = {a(1 — i) : @ € R}. Si determinino l'insieme A; = {f(2) :
z € A} elinsieme Ay = {z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.
Svolgimento. Ay = {4i(a(1 —14))? : a € R} = {8a? : a € R}, cio¢ il semiasse delle ascisse > 0. Inoltre

av2 s

Ay = {z € C:esiste a € R tale che 4iz? = a(1 — i)} = {z € C : esiste a € R tale che 2* = Te_lm}.

. . - .. : 3.y . . )
Per determinare A, bisogna quindi calcolare le radici quadrate di %e~ 47" al variare di @ € R. Se a > 0 si
2%

— 3 . V=—a T; A TE . ..
ha z = :l:\/—?e 8™ mentre se @ < 0, si ha z = £¥5%¢3". Entrambi gli insiemi sono rappresentati in figura.
21 21

02
01

. ———

-02 -0.1 E 01 0.2
_01 [
_02 L

Figura 32: Insieme A; Tema 2

Figura 33: Insieme Ay Tema 2

TEMA 3

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z) = arctan <4—log\x|) .
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Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.
Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

)
)
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in = 0.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento. Domf = {z € R, x # 0, x # e*}.
Funzione dispari.

Segno: f(r) >0 <= 0<x <e!eperaz<—et

Limiti:
limg o f(z) = 0,lim__, 4+ f(z) = —7/2,lim__, 4 f(x) =7/2
lim, 4+ f(z) = —7/2,lim_, 4 f(z)=m7/2
lim, 400 f(2) = —7/2, limg—s o f(z) = 7/2.

Asintoti: y = 7/2 ¢ asintoto orizzontale sinistro, y = —7/2 € asintoto orizzontale destro.

Continuita: la funzione ¢ prolungabile per continuita in = 0 con valore f(0) = 0. E discontinua, con
discontinuita di salto in z = Fe?.

Derivabilita: ) 4 logle] +1
— log |z| + 4
f'(z) = perx # 0, v # +e”.
) U (g ) (O Tosli?
4—log |z|

Segno della derivata:

fl(x) >0 <= 5-loglz| >0 <= -el<z<et et<r<edenr<—e
Quindi f(x) & crescente per —et <z <et peret <z <edeperz< —ed.

Punti di estremo: x = e & punto di massimo locale e f(e®) = —arctan(e’), x = —e® & punto di minimo
locale e f(—e’) = arctan(e®).

Si ha limg 0 f'(z) = 0 quindi I'origine & un punto di flesso a tangente orizzontale. Inoltre lim_, 4+ f'(z) =
1/e%, lim,_,, 4 f'(z) = 1/e®.

Esercizio 2 Calcolare il limite

lim cos(y/x) log(1 + sinz) — sin %
z—0+ log cos § + 3 log =
al variare del parametro o > 0.
Svolgimento. Si ha per x — 0,

(sin )2

cos(v/z) log(1 + sinx) = (1 — M;)Z + o(x)) (sina; —

254



2
1
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-150 -100 +50 i 50 100 150
ol
Figura 34: Il grafico di f (Tema 3)
1 Ty ( T 1+1> T 1+ of T 1) T 1+ o(a?) x2+ (2?)
ogcos — = log (cos = — = CoSs — — o(cos= — 1) =cos = — o(z®) = —— +o(x
seosy T8 %y 2 2 2 8

sin(z%) = 2 4 o(2*)
e 23 logz = o(x?). Quindi

I cos(y/z) log(1 + sinx) — sin 2 lim &7 22 4 o(2?) — 2 + o(x?)
im = lim
=0+ log cos § + a3 log x =07+ _%2 + o(22)

e quindi si ha, per il principio di sostituzione,

—x®

limg, .o =400 sel<a<l,

22
-5
) v a
lim cos(y/z)log(l +sinz) —sinz _ ) tim, ;f; ~8 sea=1
z—0+ log cos & + 23 log x -5
lim; 40 —% = —00 se a > 1.
\ — 8

Esercizio 3 Studiare la convergenza dell’integrale

/+°° arctan 2z J
T
o (x4 1)2e=D(z 4 3)2

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.

Svolgimento. f(x) = (Hl)g{gt,ag(?;g)m ¢ continua in [0, +oc[. Per  — +o0 si ha f(x) ~ 5-e= e quindi

Iintegrale esiste finito se e solo se da —2 > 1 <= a > %.
Per o = 1 si ha integrando per parti

/ arctan 2x d arctan 2z i / 2 d
—_— aQr = — €T =
(x4 3)? r+3 (z+ 3)(1 + 422)
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dx = (per scomposizione in fratti semplici) =

arctan 2z / A n Bz +C
x+3 14422

z+3
/arctan 2z arctan 2x n 2 1 d 8 T n 24/ 1 d
AT = ———— + — r—— [ ——dr+ = x =
(x + 3)? r+3 37 ) x+3 37 ) 14 4a? 37 ) 1+ 4a?
tan 2 2 1 12
= —% + 37 log |3 + x| — 37 log(1 + 422) + 37 arctan(2z) =
arctan2z 1 (3+x)?
— (AAMET D g 2 TE 22 rctan(2z).
v+3 378 g gy etan(2)
Quindi
o0 arctan 2 arctan2zx 1 (34+x)2 12 *
WAL Jo = lim — DRI e WP 22 arctan(22)| =
/0 w3z @ m s Y los gy gy etan(2) .
) arctan2z 1 (B+x)2 12 2 2
=1 —————— 4+ —log ——%~ + —— arctan(2 — —log3 = —(37m —loghb).
xiToo< vr3 AT o8 (g4 T gy arctan m)> 37 1083 = 37 (8 —log6)

Esercizio 4 Sia f(z) = 22%/i, z € C. Sia A = {a(1 — 1) : @ € R}. Si determinino l'insieme A; = {f(2) :
z € A} elinsieme Ay = {z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.

Svolgimento. Passo all’espressione di f in coordinate. Si ha f(x+iy) = 2(z+iy)?/i = —2i(2? —y*+2ixy) =
4y — 2i(2? — y?). Quindi

A1 ={f(z), z € A} = {(4zy, —2(m2 — y2)), r=a,y=—a}= {(—4042,0), a € R}

che si rappresenta col semiasse reale negativo.

0.2

01l

-0.2 -0.1 5 0.1 0.2

-0.1r-

_02L

Figura 35: Insieme A; Tema 3

Per il secondo insieme si ha
Ay ={z: f(z) € A} = {(x,y) : (4zy,—2(2® — %)) = (a, —a)} = {(2,y) : 4oy = 2(a® —¢*)} =
Y
= {(): L = (-1£ VR U{(0,0)}
che si rappresenta con due rette per 0.
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Figura 36: Insieme Az Tema 3

TEMA 4

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

2z
f(.’L') = arctan <210g‘x|> .

Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.

Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

)
)
3) Calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
)
)

Soluzione. Dominio. Deve essere |z| # 0, per esistenza del logaritmo. Deve essere 2 — log |z| # 0
per l'esistenza del quoziente, ovvero

loglz| #2 & |z|#e® o o #+c
In conclusione, il dominio di f e I'insieme

D(f)={z €R:x #0, x # +e?}.

Simmetrie. Per z € D(f) si ha

—2x 2z
f(—x) = arctan <2—Iog|—az|> = —arctan <2—log[:c|> =—f(2),

avendo usato il fatto che ’arcotangente & una funzione dispari. Dunque, f e dispari e nel seguito e sufficiente
studiare la funzione nel caso x > 0.
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Segno. Si ha

2z 2z
t _— _— .
flz) >0 <« arcan(2_log|x|>>0 & 2—10g\:€|>0

Lo studio del segno del numeratore e del denominatore porta alla seguente conclusione

f(z)>0 & 2z (—o00,—e*)U(0,e?).
Limiti. Ecco i limiti significativi

2
lim f(x) = lim arctan <x> = arctan(—o0) = _g’

T—00 T—>00 2 — IOg |.’L"

. . 2¢? 7
lim f(x)= lim arctan | — | = arctan(—o0) = ——,
z—(e?2)t z—(e2)* 0 2

2
x_l)iér%)_ f(z) = xii(rer%)_ arctan (0) = arctan(oo) = g,

0
lim f(x) = arctan | —— | = arctan(0) = 0.
z—0+ /(@) (ioo) (0)

Asintoti. Retta y = —7/2 asintoto orizzontale destro. Retta y = m/2 asintoto arizzontale sinistro.

Continuita. La funzione ¢ continua nel dominio D(f) essendo composizione e quoziente di funzioni
continue. Osserviamo che ponendo

f(0) = lim f(z) =0,
si ottiene un prolungamento continuo anche nel punto z = 0. I punti z = +e? sono punti di salto.
Derivabilita. f ¢ derivabile in tutto D(f). Il punto x = 0 & da esaminare meglio.

Derivata. Per z # 0 e o # 4e? possiamo calcolare

, 1 22 —log|z|) = 2z - (—1/x)
fx) = :
‘ 1+ (4271%@102 (2= logz])”
6 — 2log |z|

© (2 —log |x|)? + 422
Intervalli di monotonia. Studiamo il segno della derivata:
fl(x)>0 & 6-2loglz|>0 < —ed<az<el

Ricordiamo che nel dominio si ha 2 # 4e?. Quindi limitatamente ad > 0 si hanno i seguenti intervalli di
monotonia:

— f cresce sull’intervallo (0, e?);

— f cresce sull’intervallo (e?,e3);

— f decresce sull'intervallo (e3, 00).
Osservazione: f non & crescente su tutto (0,e3)\ {e?}.
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Limiti di f’. Abbiamo i seguenti limiti:

lim f'(z) = li 6 — 2log |z i 1 1

11m T) = 11m = 1l1m = =

r—0% x—0E (2 — 10g ‘$|)2 + 42 z—0t (2—log |z[)? + 4z oco+0
6—2log |z| 6—2log |z|

0.

Quindi il punto x = 0 & un punto a tangente orizzontale. In particolare f & derivabile in x = 0.

i () i 6 — 2log |x| 6—4 1
im )= lim = = —.
z—(e2)* z—(e2)* (2 — log |ZL‘|)2 + 422 4ef 2et
Dungque la funzione arriva da sinistra e riparte verso destra nel punto = e? con la stessa direzione tangente
(ma, attenzione, c’¢ un salto). Per simmetria, lo stesso accade nel punto x = —e?.
Grafico. Ecco un grafico approssimativo della funzione:
y
2 —
l [
| | | | X
-20 -10 | 10 20
l [
-2-
Figura 37: 1l grafico di f (Tema 4)
Punti di estremo. Il punto z = €3 & un punto di massimo locale non assoluto. Il punto z = —e3 & un

punto di minimo locale non assoluto. Non ci sono altri punti di estremo.
Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

y cosh(y/z)log(1 — sin z) + sin 2%
im
z—0+ log cosh /22 + 23 log

al variare del parametro a > 0.

Soluzione. Questo limite si calcola con gli sviluppi. Iniziamo ad esaminare il denominatore. Dallo

sviluppo elementare
2

coshzx =1+ % +o(z?), z—0,

si trova
cosh(v2z) = 1 + 2% 4 o(2?).
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Dallo sviluppo del logaritmo
log(l1+2z) =z +o0(zx), z—0,

si trova con la regola di sostituzione
log cosh(v/2z) = log(1 + cosh(v/2z) — 1) = cosh(v2x) — 1 + o(cosh(v/2z) — 1)
= (cosh(v2z) — 1)(1 + 0(1)) = (2% 4 o(z?))(1 + 0(1)) = 22 + o(x?).
In conclusione, il denominatore ha il seguente sviluppo
D(z) = log cosh vV2z + 23 logz = 22 + o(x?) 4+ 2® log x = x2 + o(z?),

dove abbiamo usato il fatto che x3logz = o(x?) per x — 0.
Passiamo allo sviluppo del numeratore. Dallo sviluppo elementare

73

sinz =x — e +o(z®), = —0,
si trova
1,304
sin(z®) = 2% — T +o(z3%), x— 0T
Poi si ha

2
cosh\/:le—i—%%—%—l—o(ﬁ), z— 0",

Partiamo ora da uno sviluppo preciso fino al secondo ordine del logaritmo:
2

log(l4+2) =2 — % +o(x?), x—0,

da cui si trova, con la regola di sostituzione,

—sinz)?
log(1 —sinz) = —sinz — (2) + o(sin® z)
= (r— /3! + o(a?)) %(a: — 28 /31 4 o(a®)? + oa?)
- —r— %xQ + O(IL‘2).

In definitiva, il numeratore ha il seguente sviluppo:

N(z) = cosh(y/z) log(1 — sinx) + sin z®

2 1 3a
= (1+%+%+0(w2))<f:€7 §:L“2+0(:U2)) +x% — x?)—!+o(x3o‘)
3a
=2 — 2>+ o(z?) + 2% — = + o(x3%).

L’andamento del numeratore dipende dal valore di «, e precisamente si ha:

z*+o(z%) sel<a<l,
N(z) =< —2*+o0(z?) sea=1,
—z+o(x se a > 1.
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Dunque, il limite vale:

N(x) . x4+ o(x?) ) 1 1+o0(1)

lim = lim —— = lim =400, sel<a<l,
w0+ D(z) a0t 22 +o(2z?) a0t 2279 1+ o(1)
N —? 2 —1+4o0(1
i (x): im 2 %) —|—o(ac): i +O(> =—-1, sea=1,
e=0t D(x) 20t 22 4+0(2?)  as0t 1+0(1)
N(x) . —x+o(x) . 1-1+40(1)

lim =lm ——%=lim ——— = —00, sea>1.
a—0+t D(z)  z—ot 224 o0(22)  z—o0tx 1+ 0(1)

Esercizio 3 [9 punti] Studiare la convergenza dell’integrale

/+°° arctan T
dx
0o (z+2)°T (5 + x)2e

al variare di o € R e calcolarlo per a = 1.

Soluzione. Si tratta di un integrale improprio su intervallo non limitato. La funzione integranda f(z)
¢ continua su [0, 00) e inoltre

arctan x

(x + 2) (5 + x)2e
1 arctanx
ST (14 2/2) T (14 5/3)%

1 arctan T
9a

x (1+2/z)" T (1—1—5/30)

fz) =

Dunque si ha
-1

lim a:gan(m) = g # 0,

T—r00

e per il Criterio del confronto asintotico, 'integrale converge se e solo se

9Oé_1>1 o a>§
4 9

/°° arctan x s
0 (5 + .’L’)Q )

Questo integrale si puo calcolare per parti. Infatti si ha:

arctan x T=00 o0 1 o0 1
I= ———dr=|—(5 ~larct dr = dx.
/0 Grz2 ' 7 [ (5+)" arc am]x:o +/0 Graz)(2+1)™ /0 Gra)@2+r1l)

Con la tecnica dei fratti semplici si ottiene la decomposizione

Quando a = 1 l'integrale diventa

1 7i( 1 +5—x>
G4z)(x24+1) 26\z+5  z2+1

e quindi si trova

I= 5[ ¢ ]: 1[1 5 + z| 11 1+ )r:m
rctan — - =
26 arcta l'x_o 6 Og X Og i o0
()
52 26 V1 + 22/ lz=0
57T 1 1 /57
log 1 —1 :7<7_1 )
= 5 T ggllogl —logh) = 5 (- —logh
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Esercizio 4 [5 punti] Sia f(z) = 422/i, z € C. Sia A = {a(1 + i) : @ € R}. Si determinino I'insieme
Ay ={f(z): z€ A} elinsieme Ay = {z € C: f(z) € A} e li si rappresentino nel piano di Gauss.

Soluzione. Se z € A, allora z = a(1 + i) con a € R e dunque

Dunque si ha A; = {8a? € C: a € R} = {z € C: Rez > 0, Imz = 0}, semiasse positivo delle parti reali.

0.1}

L 1 1 1 1 | 1 1 1 1 B
-0.2 -0.1 ——T——

-0.1-

-0.2%-

Figura 38: Insieme A; Tema 4

Determiniamo As. Osserviamo che z € A se e solo se Rez = Imz. Dunque, f(z) € A se e solo se
Ref(z) = Imf(z). Ponendo z = = + iy, la funzione f si scrive in questo modo:

4
(2% 4 2izy — y?) = —4i(z? + 2ixy — y*) = —di(2® — y*) + Say.

4 .
(z +iy)? = =

f(z) = 7
Dunque I'equazione Ref(z) = Imf(2) e equivalente a
42 —9y?) =8y o 2*+2zy—y’>=0.

Se y = 0 si trova x = 0. Quando y # 0 possiamo porre ¢t = x/y e trovare '’equazione t> 4+ 2t — 1 = 0 che
ha le due soluzioni t+ = —1 + /2.
Dunque l'insieme As & formato dalle due rette di equazione cartesiana

4+ (1+V2)y=0 e z+(1—-vV2)y=0

Appello del 19.02.2014
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4L

Figura 39: Insieme A; Tema 4

TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione .
flx) = (1 — |z|)ezz.
Determinare il dominio e discutere il segno di f.
Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli asintoti.

)
)
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento.
1) Il dominio & dato da 2z +2 # 0 i.e.
D={zxeR : z# -1}
Inoltre f > 0 se |z| < 1.
2) Calcoliamo i limiti significativi
hmx—>—1+ f(l‘) = +o00
lim, , ;- f(2) =0

dove la prima forma indeterminata si risolve usando le proprieta dell’esponenziale. Dall’ultimo limite
otteniamo la possibilita di asintoti obliqui. Abbiamo

I
|
g

lim ——= =1

r—+oo I
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5)

e quindi rimane da calcolare

. . 1 . 1 1 1
lim f(z)+2= lim x<1—62+2>+1—1+ lim x<—2x+2+0<$>>2

r——+00 r——+00 r——+00

Percio la retta y = —x 4+ 1/2 & asintoto obliquo destro. Allo stesso modo abbiamo

lim f(z)—az= I lteme) +1=1+ li ! )23
Jm ) e = i e (e ) 1= i e (g e () =5

e quindi la retta y = z + 3/2 & asintoto obliquo sinistro.

Per z € D\{0} abbiamo

F(x) = —em7s <segno(x) + M)

Per 2 > 0 otteniamo che f’(z) > 0 se e solo se 1 + 2(315_%)2 < 0 cioe 222 + 3z + 3 < 0, evidentemente

assurdo. Quindi in R la funzione ¢ strettamente monotona decrescente. Per x < 0 abbiamo che

f'(x) > 0 se e solo se —1 + 2(:1;%)2 < Ocioe perxz < —1e0 >z > —%. Quindi la funzione &
strettamente monotona crescente in (—oo, —1) U (—%, 0). Quindi il punto z; = —3 & un punto di

2
minimo relativo proprio.
I limiti significativi di f/ sono in 1~ e in 0. In 1~ abbiamo lim, , ;- f'(x) = 0 per la presenza
dell’esponenziale. Mentre in 0 otteniamo:

lim f'(z) = 26

r—0~ 2

mentre

lim_f(z) = 5@

z—0t

Quindi il punto z, = 0 & un punto angoloso e di MAX RELATIVO.

Il grafico della funzione segue:

Esercizio 2 Si consideri la serie

)
2)

ion—l z"
2 11 (r oA
—n +1(x+4)

Studiare per quali valori di z € R ¢’¢ convergenza assoluta.

Studiare per quali valori di z € R ¢’é¢ convergenza semplice.

Svolgimento.

1),2)

Applichiamo il criterio della radice per la convergenza assoluta e quindi semplice della serie. Siamo
portati quindi a calcolare il seguente

Y s W

= :L
n—oo \ n2+1|z+4] |z+4]

Quindi se L > 1 poiché il termine n-esimo della serie non tende a 0, non abbiamo nemmeno conver-
genza semplice, mentre se L < 1 abbiamo convergenza assoluta e quindi semplice. La disequazione
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Figura 40: 11 grafico di f (Tema 1).

\x|+|4| < 1 & equivalente a 22 < (22 + 8z + 16). Quindi per > —2 la serie converge assolutamente

mentre per x < —2 la serie non converge nemmeno semplicemente. Vediamo il caso x = —2; in questo

caso il termine n-esimo della serie diventa
n—1
n?+1

(=n"

come si vede facilmente tale termine & infinitesimo e decrescente. Quindi per il criterio di Leibniz
abbiamo convergenza semplice ma NON assoluta, poiché tale termine ¢ asintotico a %

Esercizio 3 Calcolare

10
/ arctan (\3/:3 — 2) dx.
2
Svolgimento. Poniamo x — 2 = t3 e quindi l'integrale diventa (usando integrazione per parti)

f02 arctan t.3t2dt = t3 arctan t[j — | tQHdt = Sarctan2 — fo ( tQH) dt
8arctan2 — 2 + 1 log(2? + 1)| = 8arctan2 — 2 + 1 log5

Esercizio 4 Determinare e disegnare nel piano di Gauss I'insieme
. . . 2
{z eC: Hz—l—z\2+ (z—l—z)2‘ > ’|z+z|2 —(z+1) ‘}
Svolgimento. Ponendo z = x + ¢y abbiamo che

[z +i* 4+ (2 +9)°| = |2* + (y + 1)* + 2° — (y + 1)* + 2iz(y + 1)| = 2Jz[y/22 + (y + 1)2

mentre

—2
llz+i* —(z+9) | = |2+ (y+ 1) — (z —i(y + 1))?| =2y + 1|/ (y + 1) + a2

265



Quindi le soluzioni della disequazione sono date dall’unione dei seguenti insiemi:

0, =1 U{(z,y) « [z =]y +1[}

Poiché |z| > |y+1| é equivalente a (x —y—1)(xz+y+1) > 0e (0, —1) appartiene a tale insieme, le soluzioni
sono date dall’insieme in verde sotto riportato

Figura 41: Soluzione dell’esercizio 4 del Tema 1 .

Appello del 15.07.2014

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

o) = 1o (o - VB ).

1) Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la derivabilita di f.

3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.

4) Disegnare un grafico di f.

Svolgimento. 1) Il dominio ¢ dato da
ez — /|2 —e*| >0,
che ¢ equivalente a
e > |2 — €.

Quindi se z > log 2 abbiamo che la disequazione sopra diventa e* > e —2 che ¢ verificata per ogni x > log 2,
mentre se x < log?2 la disequazione diventa e* > 1 cioe x > 0. Il dominio ¢ quindi dato da

D= {z >0} =R".
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Non ci sono quindi simmetrie. Per quanto riguarda il segno abbiamo che f > 0 se e solo se
ez —/]2—e?| > 1.
Poiché x > 0 la disequazione sopra ¢ equivalente a
e’ +1—22 > [2—¢"

Per z € (0,log 2] otteniamo 2e” — %2 —1>0e quindi, poiché e* > 0, la disequazione & soddisfatta dagli
z > 0 che soddisfano ez > # cioe

2
T € (xl = log ( +2\/§> ,log 2) .

Mentre se z > log 2 la disequazione diventa 3 — 22 > 0, cioe

€ [log 2,29 = log i) .

Quindi f(z) > 0 se e solo se x € (x1, z2).
2) T limiti notevoli sono per z — 0T e per z — +oo. ¢ facile vedere che

lim f(x) = —o0.

z—0t

Per quanto riguarda I’altro limite sappiamo che per x > log 2 si ha:
f(z) =log (e% - e§m> = g + log (1 - m)
e quindi razionalizzando all’interno del log moltiplicando e dividendo per 1 + /1 — 2e—% abbiamo che
f(x)zlogQ—%—log(l—&—\/m) YV x > log 2.

Da questa rappresentazione otteniamo immediatamente i seguenti limiti

lim, 400 f(x) = —00
limg— 400 % = l
e quindi y = —F ¢ asintoto obliquo a +o00. La funzione ¢ continua in D e derivabile in D\{log2} (per la

presenza del valore assoluto e della radice).
3) Per z € D\ {log2} abbiamo

segno(2—e®)e”

1 v [2—e®|

2 ez — /]2

Poiché il denominatore & > 0, il segno di f’ dipende dal numeratore. E facile vedere che per z € (0,log 2)
la funzione ¢ strettamente monotona crescente; se x > log2 abbiamo che f'(z) > 0 per z che soddisfa

:l:

ez — \/ej > () cioe \/j < 1, equivalente a e® — 2 >e%, mali verificata e quindi per x > log 2 la funzione

ez +

¢ strettamente monotona decrescente e log2 ¢ un punto di massimo (assoluto). Per la presenza della
\/|2 — e*| al denominatore & immediato calcolare i seguenti attacchi di f’ in log 2:



Figura 42: 1l grafico di f (Tema 1).

e quindi log 2 ¢ un punto di cuspide.
4) 11 grafico della funzione segue:

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

[e.e]

Z n + sin(e™) (3:6)”

3
=n + 3logn

al variare di =z € R.

Svolgimento: Usiamo il criterio del rapporto per la convergenza assoluta. Calcoliamo il seguente

. (n+1) +sin(e"!) n®+ 3logn | (3x)" ! . (n+1)n3
lim - = [3z| lim ——— = |3z
n—oo (n 4+ 1)% + 3log(n + 1) n +sin(e?) | (3z)" n—oo (n+ 1)3n
Quindi per x € (—%, %) abbiamo convergenza assoluta (e quindi semplice) per z < —%Ux > % la serie NON
converge nemmeno semplicemente perché il termine generale non & infinitesimo. Per |z| = % il termine

n-esimo della serie € asintotico a n% e quindi anche agli estremi c’e convergenza assoluta. Ricapitolando la
serie converge assolutamente per x € [—%, %]
Esercizio 3 [9 punti] Trovare per quali a € R converge l'integrale

400 1
/ dz
o r*(@+2Vz+z)
e calcolarlo per a = 1/2.

Svolgimento: L’integrando ¢ continuo in (0,+00). In un intorno destro di zero ¢ asintotico a 3%& e quindi
c’eé convergenza per < 1. Per quanto riguarda +oo l'integrando e asintotico a xa% che converge per
a > 0. Quindi I'integrale converge per « € (0,1).

Per a = % poniamo /z =t e quindi per sostituzione l'integrale diventa

2/+ooldt—2/+ooldt—/+oo ! dt—\@/+ooldt
o 3+2t+¢2 o (t+1)2+2 0 <t+1)2+1 0 (@)2+1\/§

S
S
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e quindi il nostro integrale di partenza vale

V2 arctan <t+\/§1>

“+o00

_ (g _ arctan é) = V2 (T arceotv2)

0

Esercizio 4 [5 punti] Esprimere in forma trigonometrica le soluzioni dell’equazione

4
z _1

1
- eC
24 +1 V3 -

e disegnarle nel piano di Gauss.
Svolgimento: Semplificando, ’equazione ¢ equivalente alla seguente forma
r
A+1 3

Aol VEiz2 <_; - ?> =2 (oo (-5) +sn ()

da cui prendendo le radici quarte complesse otteniamo le quattro soluzioni in forma trigonometrica:

cioe

5
24 = V2 <cos (g) + 7 sin

Le quattro soluzioni sono in forma algebrica

zZ3 = —Z1, Z4 = —Z29.

La rappresentazione nel piano di Gauss segue:
Appello del 12.09.2014
TEMA 1
Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
Flz) = |1 — | eretan(d/e)
1) Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la continuita e la
derivabilita di f.
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Figura 43: Soluzioni esercizio 4 (Tema 1).

3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.

4) Disegnare un grafico di f.

Svolgimento. 1) Il dominio ¢ dato dagli {x # 0}. Non ci sono simmetrie e la funzione ¢ evidentemente non
negativa nel suo dominio.
2) Vediamo i limiti significativi in 0 e all’infinito:

+

Wl

limxﬁoi f(:E) =¢e

lim, 100 f(2) = +00.

Possibilita di asintoti obliqui:

lim, 100 f(z) Fox=F(1 —x) (1—1—%4—0(%)) +o=43

Quindi la retta y = x + 3 € asintoto a +o0o0 mentre la retta y = —x — 3 & asintoto a —oo. La funzione e
continua nel suo dominio D={x # 0} (ha una discontinuita di salto in 0) ed ¢ derivabile in D \{1} per la

presenza del valore assoluto.
3) Calcoliamo f"in D\ {1}

2
f/(:x) _ _earctan(4/x) + (1 _ x)earctan(él/x) <1+4lg ;21> — earctan(4/x) —a:m;—ialsﬁ—QO perz < 1
_ earctan(4/xz) —x24+42—20 .

2416 perz > 1

R : . . . R
Poiché W < 0 per ogni x € R la funzione & strettamente monotona decrescente in x < 1 ed e

strettamente monotona crescente per x > 1. Vediamo ’attacco in x = 1:

2
—x* +4r — 20
li / — 1 arctan(4/z) — L _ _ parctan4
xi>1* f (1') a:i>1* ¢ x2 + 16 ¢
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2
—x° +4x — 20
lim f'(z) = lim _earctan(4/x) _ earctan4_
z—1+ fz) r—1- 2+ 16
Percié x = 1 & un punto angoloso di minimo assoluto. Non ci sono altri punti di min o max relativo.
4) 11 grafico della funzione segue:

Figura 44: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 [9 punti] Determinare, al variare di o > 0, il seguente limite

sin(z®) —z“ 4+ 1 — coshz
im
=0t 24+ 3% — /2 —2©

Svolgimento. Usando gli sviluppi asintotici e razionalizzando

2

3a
sin(x®) — 2“4+ 1 — coshx . —Ir +o(3) — L+ o(2?)
=1 - 9T 20 + /2 —10) =
0 VAT Eoan e T (Vatats =)
: > 2a 1 2—«a 2—«a
hIglJr(—ﬁ—i-O(CL' )_ZB +o(z ))(\/2+:C0‘+\/2—:1:a):
T—

0 sel0<a<?2

—@ se a =2

—00 se a > 2.

Esercizio 3 [9 punti] Determinare gli @ € R per i quali I'integrale

4
/ idm
0o (4—ax)®
converge e calcolarlo per a = 1/2.

Svolgimento. L’integrando € continuo in [0,4) e, per x — 47, ¢ infinito di ordine a. Di conseguenza
I'integrale € convergente per o < 1.
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Si ha

4 \/5 J 2 t2 J 2 2d 2 1 J
———dx =2 t=2| — vVa4—t t+4/ t
/0 (4 —x)> /0 Vi —t2 /0 0 V4—1t2

1 1
—2[—4/ \/1—u2du+4/ 1du]
0 0

1 —u?

w/2
:8[—/ COSQUdU—l—aI"CSinUhl)] :8[_2—1_%] = 2m.
0

Esercizio 4 [5 punti] Determinare il numero complesso « tale che il polinomio
P(z) = 2° — (64 20)2> + (T+5i)z + «

abbia z; = 2 come radice. Per tale valore di « trovare le altre due radici di P(z) esprimendole in forma
algebrica.
Svolgimento. Imponendo che z = 2 sia radice si ottiene

8—4(6+4+2i)+ (7T+5i)2+a=0
da cui a = 2 — 2¢. Dividendo il polinomio per z — 2 si ha
P(z) = (2 —2)(2* — (4 4+ 2i)z — 1 +4)

e quindi si deve risolvere 22 — (4 +2i)z — 1 414 = 0. Si ottiene z = 2 + i + /4 + 3i. Le due radici di 4 + 3i
si trovano imponendo che (a + ib)? = 4 + 3i il che comporta

a2 -2 =14
2ab =3

che da le soluzioni + (% + z%) . Alternativamente, si possono calcolare le radici quadrate di 44 3¢ usando

le formule di bisezione: |4 + 3i|? = 16 + 9 = 25, da cui
. 4 3 ..
4431 = 5(5 —Hg) = 5(cosa+zs1na).
Le radici quadrate di 4 — 3i sono percio

1
i\/g(cos%—i-isin%) = i(i—i—i—).

Le altre due radici di P(z) sono perciod
2+ i + '<1 + L )
212 = — +1 — ).

b V2

Appello del 26.01.2015

TEMA 1
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Esercizio 1 Si consideri la funzione .
f(x) = |z + 1] elzt3l

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (a) D = {z € R:z # —3}. Si ha:

lim f(z)=+oc0o= lim f(x)

T——00 T—+00

lim f(z) =0,

z——3

per cui f ¢ prolungabile ad una funzione continua in tutto R ponendo f(—3) = 0.
Asintoti obliqui:

-1
1)e7+3
lim —f(x) = lim 7(3: + e =
r—+o0 X Tr—400 X
1
—r— 1)e$3
hm 1) gy R Ders
r——00 I T——00 T
Per i termini noti:
I I w5 —1) e | = lim |—— +o(1) + €53
— — x+3 — x+3 — x+3
Jm (@) —a) =t [o(e55 — 1) +e75] = m_ {255+ o(0) +65]
=-141=0
I I w5 1) —ew5| = i — 1) — w3
= — z+3 — — ezxz+3 | = — exz+3
A (@) +0) = Jim | el 1) —est] = m [o2 o olt) —eni]
=2,
per cui y = x & asintoto obliquo per x — 400 e y = —x — 2 & asintoto obliquo per z — —oc.

(b) Si possono applicare le regole di derivazione per z # —1, —3. Si ha

(x—l—l)eﬁlS per x > —1
f(z) = (—a:—l)ex;+l3 per —3<x < —1
(—z — 1)6#3 per x < —3,

quindi
—1 —1 2
ez¥3 (1 4+ 2+l ) — gzv3 224+72+10 per x > —1
, ;1( (HB_);L gi);—fﬂx—i-lﬂ
fle) = eB (=14 Ghgp) = —er 8 op i per —3<a <l
2
ers(—1— ﬁ) = —ex+3% per z < —3.

Gli zeri di 22 + 7z + 10 sono —5 e —2, mentre 2% 4 52 + 8 non ha zeri. Quindi f & strettamente decrescente
per x < —3, e strettamente crescente per —3 < x < —2, e strettamente decrescente per —2 < x < —1 ed &
strettamente crescente per x > —1. In particolare —3, —1 sono i punti di minimo assoluto (ovvio, perché
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oL

Figura 45: 1l grafico di f (Tema 1).

f(x) > 0 per ogni z) e x = —2 & un massimo locale stretto, con f(—2) = 1/e.
I limiti significativi di f’ sono
lim f'(x) =0 (dal limite fondamentale lim e 1/ Jx? =0)
T——3 z—0
lim f/(z) = —e /2
rz——1"
lim f'(z) = e /2.

r——11

Dunque l’estensione continua di f e derivabile in x = —3, mentre x = —1 € un punto angoloso.
(c) Il grafico di f & in Figura 45.

Esercizio 2 Determinare tutti gli € R tali che la serie

converga, risp. converga assolutamente.

Svolgimento. 1l criterio asintotico del rapporto da

1 1 —1 1 log(1+1 —1
i 8t Dn=l oy, len el mn=l o)
n

n—00 n logn n—00 logn

Pertanto la serie converge assolutamente, e quindi converge, se |x — 2| < 1, cioe se 1 < z < 3, mentre il
termine generale non ¢ infinitesimo per x < 1 o per > 3 e quindi per tali x la serie diverge assolutamente
e non converge. Per x = 1, 3 il criterio asintotico del rapporto non da informazioni.

Per z =1 la serie diventa

logn
n=2 n=
che ¢ a termini di segno alterno. Poniamo a,, = 1;;% T e f(x) = 1;% 1. Per un limite fondamentale si ha che
lim;, 00 @y, = 0. Inoltre f/(z) = %, che ¢ visibilmente < 0 per x > 2. Per il teorema di Leibniz, la
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serie converge. Per quanto riguarda la convergenza assoluta, osserviamo che per x = 1 e per x = 3 questa
significa la convergenza della serie

o0

E Gy

n=2

Siccome a,, > 1/(n — 1) per ogni n > 2 e la serie armonica diverge, per il criterio del confronto la serie
diverge.

Esercizio 3 Calcolare

w/2
/ (sin®z + 3)e*“*| sin x| da.
—7/2

Svolgimento. L’integrando € una funzione pari e I'intervallo d’integrazione & simmetrico, per cui si ha

w/2 /2
I::/ (sin2x+3)ezcosx]sinx\da;: 2/ (Sin2x+3)62m”sinxd:c.
—7/2 0

Calcoliamo separatamente due primitive. Si ha:

1
/e2cosxsinxdaz = —562‘30” =: F(z)

. . 1 . .
/62 ST gin x do = (per parti) — 562 cosTgin? x4+ [ 2% sinx cosz dx

. 1 : 1 1 .
= (ancora per parti) — 562 COST 5in? g — 56260596 COST — 5 €25 gin 1 dx
1 . 1 1
:—*62cosm81n2l’—*GQCOSICOSl’—i—*eQCOSI
2 2 4
1 .
= 762“’”(1 —2cosx — 2sin’z) =: Fy(z).

4
Quindi

I= 2(3F1(x) —i—FQ(a:)) 3/2 = ;

(62 — 1).
Esercizio 4 Si consideri la funzione

f(z) =iz% =3 +1, z € C.
Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi

A={f(z):z€C,Re(z) =0},
B={z€C: f(z) =i—11}.

Svolgimento. Si ha:

A={i(iy)’ —3+i:yeR} = {i(—iy®) —3+i:y € R}
={iiy? —3+i:yeR}={—y> -3 +i:ycR}.
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L’insieme A ¢ quindi una retta parallela all’asse delle ascisse Im z = 1.
Si ha inoltre:

B:{z:i23—3+i:i_11}:{2153:81-}
={z:2% = —8i} = {z: 2% =8°™/?}
= {2€i7r/272677ri/6’26117r7;/6} _ {2Z, _\/g — \/g B z}

Esercizio 5 [facoltativo] Sia

£(z) :/M =1

2 t

Dimostrare che lim,_,o f(z) = 0 e calcolare l'ordine di infinitesimo di f.

tox
:xQe: 1‘
T

Siccome t, — 0, per il teorema sul cambio di variabili nei limiti si ha che e%—l — 1. Quindi f(z) ~ 22 per
z— 0.

Svolgimento. Per il teorema della media integrale, per ogni z esiste t, € [22,22?] tale che f(z)

Appello del 20.02.2015
TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

xT) = 1 e_(|tan1(2:c)\)
/(@) sin(2z)

nell’intervallo [—7/2, 7 /2].

(a) Si determini il dominio D di f; si determinino i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; se
ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f;

(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo

per periodicita).
1

mei<m> = f(x) e dispari.

Svolgimento. La funzione ¢ periodica di periodo 7: f(z +7) =
La studiamo percio nell’intervallo [0, 7/2]
(a) In [0,7/2] il dominio D, nel mezzo intervallo considerato, ¢ uguale a {x € [0,7/2] : sin(2z) #

0,cos(2z) # 0,2z # 7/2} = {zx € [0,7/2] : x # 0, %, 5 }. I limiti da calcolare sono:

cos(2z)
eisin(Qz)
li = lim ———— do sin(2z) =
D= B ey (PonendosinGo =)
eV
= lim =0 (questo ¢ un limite fondamentale)
y—=0t Y
= lim x);
x—T/27 f( )
li =1
Jm, fle)
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Quindi f e prolungabile con continuita a tutto I'intervallo [0, 7/2].
(b) Le regole di derivazione si possono applicare in D. Risulta

_ cos(2x)
e sin(2z)

sin(2x)

per 0 <z < 7,

fx) =
cos(2z)
e sin(2z) T T
sin(2x) per 3 <z < 3,

per cui

_ cos(2x) 7c‘0s(2w) _ cos(2x)
e sin(2z) %WSIH(ZE)*QG sin(2x) COS(Q:E e sin(2z) (2 sm 4];)) 0 -
2 (20 = s’ (22) per U <x < 7,

fi(z) =

cos(2x) 2 2 cgs(2x) cos(2z)
_esin(22) %W sin(22)—2e (%) cos(2r)  _¢sn(22) (24sin(4z)) - x
sin?(22) = sin® (2z) per 7 < <3

Risulta percid f/'(z) < 0 per 0 <z < §, mentre f'(xz) > 0 per § < < . Per i limiti di f’ si ha

—1/ly|
xllr& fllx)=0 = wlﬂ%* f'(z) (questo ¢ il limite fondamentale ll/lg% c "

=0)

Quindi = 0,7/2 sono punti in cui I'estensione di f & derivabile, con derivata nulla (in realta sono flessi a
tangente orizzontale), mentre x = 7/4 ¢ un punto angoloso, di massimo assoluto.
(c) 11 grafico ¢ in Figura 46.

Figura 46: 11 grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 (a) Calcolare I'ordine di infinitesimo di

e cos(ax) —sinx
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per x — 0 al variare di o € R;

(b) calcolare il limite

5 e*~** _ cos(ax) — sinx
im
2—0 sinhx — log(1 + sinx)

al variare di o € R.
Svolgimento. (a) Si ha, per x — 0,

232 3
et cos(ar) —sinz =1+z — 22 + (:E;) + % + o(z?)
ar)? 3
_ (1—( 2) +0((ax)3)> - (:r—g—l—o(x?’))
1 o? 1 1
2 3
~e(-14}e ) ee(-e b
2(-1+5+5 )+ tete
=145 24 3
=5 % -3¢ + o(z°),
quindi 'ordine & due se a # £1, mentre & tre se a = £1.
(b) Per il denominatore si ha, per  — 0,
. . 3 3 . sin?z  sin®x 3
sinhz — log(1 + sinx) :x+€+o(:1: ) — (sm:z:— 5 3 +o(z ))
3 3 2 3
:;1:—1—%—}-0(3:3)—(x—%—%—l—%—i—o(az?’))
2
_ 2
=3 + o(z*).

Quindi il limite & a? — 1, in particolare vale 0 per o = +1.

Esercizio 3 Determinare per quali o € R l'integrale

! 2
/ xe?® (629” - 1)a/ dx
0

converge e calcolarlo per a = —1.

Svolgimento. Poniamo g(z) = we** (e** — 1)a/2 e osserviamo che, per ogni a € R, g & continua in (0, 1] ed

¢ positiva. Bisogna quindi studiare la convergenza dell’integrale in 0. Si ha, per x — 0T,

g(ﬂ?) ~ x(2x)a/2 _ 2a/2xl+a/2.

Quindi per il criterio del confronto asintotico l'integrale ¢ convergente se e solo se 1 + a/2 > —1, cioe se e

solo se @ > —4.
Per @« = —1 si ha

1 2z 1 1
e
——d = \/ 2”—1‘ —/ Ve —1d
/o Ver —1 v (per parti) Ve 0 Jo ‘ !

\/62—1 t2
_ Nz / B
) 0

(ponendo €2* — 1 = t2, quindi dz = 1<‘:t2 dt 1+ t2
Ve2—1 e2—1
=ver—-1-t + arctant
0 0

= arctan \/e2 — 1.
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Esercizio 4 Si risolva la disequazione

Re((z—i—z) > < Im( (z — 29) > (3)

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.
Svolgimento. Posto z =z + iy, x,y € R, si ha

Re((z—i—i)2) = Re(x—i—z'(l—l—y ) <:U —(y+ 1) + 2iz(y + 1)) =22 — (y+1)>
Im( (z —21) ) —Im( (z—i(y+2)) ) Im ( (22 — (y +2)* —2m(y+2))> =22 - (y+2)%
per cui la disequazione (3) & equivalente a
2? = (y+1)? <a® — (y +2)%,
che ha per soluzioni
y < 3

Le soluzioni della disequazione sono percio il semipiano {z € C : Imz < —%}, visibile in Figura 47.

Figura 47: Le soluzioni dell’esercizio 4 (Tema 1).

Appello del 16.07.2015
TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione
flx)=(z—1)log|z — 1| + zlog z.

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D, gli eventuali asintoti e gli
eventuali punti in cui e possibile prolungarla per continuita;

(b) studiare la derivabilita di f, studiarne la monotonia e determinarne gli eventuali punti di estremo;

(¢) studiare graficamente il segno di f e calcolare i limiti significativi di f;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (a) D ={x € R: 2z > 0,2 # 1}. Si ha immediatamente

lim f(z)=+o0

r—r-+00
lim f(z) =0 = lim f(z),
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per cui f puo essere estesa con continuita a tutto [0, +oo[. Si ha inoltre lim,_, .~ f(z)/x = 400, per cui
non ce 'asintoto obliquo.
(b) e (c) f ¢ evidentemente derivabile in D e

f'(z) =log|z — 1| + logz + 2.

Si ha inoltre

. / _ — 1 /
xliggf(ﬂf)— oo = lim f'(x),

per cui la prolungata di f non & derivabile in 0 e 1 (in 1 ha un flesso a tangente verticale).

Per quanto riguarda il segno di f’, si ha che f/(x) > 0 se e solo se x|z —1| > e~2, x € D. Per x > 1, I'unica
soluzione della disequazione 22 — x — e~2 & (e + V4 + €2)/(2e), che & un punto di minimo locale stretto.
Per 0 < x < 1, le soluzioni della disequazione —x2? + 2 — e™2 > 0 sono (e = v/—4 + €2)/(2e¢), che sono un
punto di minimo e di massimo locale stretti.

Per quanto riguarda lo studio del segno di f, si osservi che f(1/2) =0 = f(1), e quindi f(z) < 0 per ogni
x €]0,1/2[, mentre f(x) > 0 per ogni z €]1/2,1[. Siccome f((1+v1+e72)/2) < 0elimy o0 f(z) = +00,
esiste almeno un punto T > (1++v/1 + e72)/2 tale che f(Z) = 0. Per la monotonia di f, tale punto ¢ unico.
(d) Il grafico di f ¢ in figura 48.

0.4
0.3

0.2

0.1

Figura 48: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie
i 2" (z — 1)"
3"+ n2|z — 1)*
n=1
al variare di x € R.
Svolgimento. Osserviamo che per ogni « € R si ha
2™z — 1" 2%z — 1"
3"+ n?z — 1) 3n

per n — oo,

dato che n?|z — 1|* = 0(3") per n — oco. Quindi la serie (dei valori assoluti) ha lo stesso carattere della

serie
o0

2™z — 1"
Z 3n ’

n=1
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che per il criterio della radice converge se e solo se | — 1| < 3/2. Alternativamente si poteva studiare la
convergenze assoluta applicando il criterio asintotico del rapporto alla serie

[e.o]

37 + 2z — 11
n=1
Si ha
: 2 — 1t 3t e -1t 3"(1 4 |z —1|*n?/3")
lim = lim 2|z — 1]
no0 30+ (n 4+ 12z — 1|1 27|z — 1|7 nooo 30tz — 1[3(n + 1)2/3711)

= nh_}ngo2|:c —11/3,

per cui la serie converge assolutamente, e quindi converge, se |[x—1] < 3/2, cioe se e solose —1/2 <z < 5/2,
mentre diverge assolutamente e non converge perché il termine generale non ¢ infinitesimo, per x < —1/2
e per z > 5/2.

Per x = —1/2 il termine generale, in modulo, diventa
2" —3/2|" 3" 1 1
e ) = g = e !
3" +n2(3/2| 3n+n23  1+%3 140(1)
per n — oco. La serie quindi diverge assolutamente anche per z = —1/2 e non converge perché il termine

generale non ¢ infinitesimo. Per x = 5/2 il ragionamento ¢ del tutto simile, per cui la serie converge
assolutamente e quindi converge se e solo se x €] — 1/2,5/2[, mentre in tutti gli altri punti non converge
né assolutamente né semplicemente.

Esercizio 3 (a) Provare che sinhlog(1 + v/2) = 1.
(b) Calcolare I'integrale

/2 dx
0o VaZ4+4+42

: log(1+v?2) _ ,—log(1+v2) _ _ 1 _
Svolgimento. (a) el°8( ) — ¢ los( ) =1+2 o5 = 2.
(b) Si ha

2 1
/d:[;_( onendox/Z—t)/ __da
o VaTrd+2 e VBT

log(1+v/2) I
= (ponendo ¢ = sinh u) / _coshu
0

coshu + 1
log(1++/2) log(14-/2) 1

= / du — / ——du

0 0 coshu + 1

log(14++/2) 1
= log(1 2)—2 ——d
1+v2 1
= (ponendo €* = s) / S ds
1 sc4+2s5s4+1

1
— log(1 4+ V2) + 29— |1+V2
Og( +f)+ S"‘l’l

=log(1 +V2) +

2
2+V2
=log(1+Vv2)+1-v2.
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Esercizio 4 Si risolva ’equazione

disegnandone le soluzioni nel piano di Gauss.
Svolgimento. Poniamo z = pe’’. L’equazione diventa

- —1

1<1 .\/§>p2e—2m _,

9\2 2
cioe '
p26—z(7r/3+219) =9,
da cui p=3 e ¥ =—n/6, 57/6. Quindi le soluzioni sono
V3 i
(- %)
z 3 5 + 5

Appello del 18.09.2015

TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione
r—1
=r—14+—
fla) = * log |z — 1]

(a) Determinare le eventuali simmetrie ed il dominio D di f, i limiti di f agli estremi di D e i punti in cui
¢ possibile prolungarla per continuita;

(b) determinare gli eventuali asintoti di f;

(c) studiare la derivabilita di f, studiarne la monotonia e determinarne gli eventuali punti di estremo
relativo;

(d) studiare graficamente il segno di f;

(e) calcolare i limiti significativi di f;

(f) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (a) La funzione f non ha simmetrie evidenti. Il suo dominio ¢ costituito dal dominio di
log|z — 1], cioé da = # 1 e dai punti in cui non si annulla il denominatore log|z — 1|, cioe da = # 0, 2.
Quindi D ={z € R:z #0,1,2}. Si ha (attenzione al segno di (x — 1)/log |z — 1|!):

lim f(z)=—o0, lim f(z)=4o0, lim f(z)=—o0

T——00 r——+00 z—0—
lim f(z) =+o0, lim f(x)=0, lim f(z)=—oc0, lim f(z)= +oo.
z—0+t z—1 T2~ z—2+

La funzione & quindi prolungabile con continuita in z = 1, ponendo f(1) = 0.
(b) Si ha:

lim —~=
r—+oo I
lim f(z)—z=-1+ lim —~ 1 —4
x—H&I—loo v v ac—1>I-|I-100 log |l’ — 1| -
-1
lim f(z)—xz=-1+ lim xi:foo,
T—>—00 r——00 log |3;' — 1|
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per cui f non ha asintoti obliqui.
(c) f & derivabile in tutti i punti del suo dominio, per le regole di derivazione. Si ha:
z—1)sign (z—1)

11
f’(:c):1+log‘$ 1] E=st _ log? jz 1| +logle — 1]~ 1

log? |z — 1 log? |z — 1

Il segno di f’ dipende dal segno di log? |z — 1| + log |z — 1| — 1, che & positivo se e solo se
log|z — 1] < (=1 —=+/5)/2  oppure log|z — 1| > (=1 + V/5)/2.
La soluzione della disequazione log |z — 1| < (=1 —/5)/2 ¢

—1-5 —1-5
l—e 2z <zx<l+4e 2

)

mentre la soluzione della disequazione log |z — 1| > (=1 ++/5)/2 &

145 =1+vh
r<l1l—e 2 oppure r>1+4+e 2

—14+V5

Quindiipuntizy =1—e” 2 exg=1+e 2 sono di massimo relativo, mentre i punti z3 =1—¢

exrgs=14+e 2 sono di minimo relativo.

(d) Per quanto riguarda il segno di f, occorre calcolare i valori di f nei punti x1 e x4. Si ha: f(x1) <0e
f(zq) > 0, per cui f & positiva in ]0, &1 [, dove & € un punto (non calcolabile esplicitamente) compreso tra
0 e x9, in |€2, &3], dove 29 < & < 1 < x, < &3 (&2 e &3 non calcolabili esplicitamente) e per z > 2, mentre &

negativa altrove.
(e) L’unico limite di f’ da calcolare & per x — 1. Si ha

lim f'(z) =1,

z—0

per cui f e derivabile anche in z = 1.
(f) Il grafico di f e rappresentato nella Figura 49

6 ——

L L L L L L
-2 2 4

“4l

/-\45 s

Figura 49: 1l grafico di f (Tema 1).
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Esercizio 2 Calcolare

lim sinlog(1 4 22) — cosh(azx) + 1 — x2e~1/*
0+ x%log x + 4

al variare di o € R.

Svolgimento. Si ha, per z — 07:

1
sinlog(1 + %) = log(1 + 2?) — G log®(1 + ) + o(log?(1 + 2%)) = 2% — Ty o(z?)

2,.2
o‘x 1 44

cosh(az) =1+ + —atzt + o(z?)

2 24
e VT = o(zh),
quindi il numeratore &
2 4
9 « ) 4<1 « ) 4
1 —) — =
x ( 5 77\ 3 + 21 + o(x")
Il denominatore &
z* 4 o(x*)
e quindi si ha:
+oo  se |a| < V2
_ sinlog(1 + 22) — cosh(az) + 1 — z2e~ /=
lim 8( ) (az) ={¢-00 se |a|>V2

z—0F x®logx + x*

~2 se |a| =+/2.

Esercizio 3 Si determinino tutti i parametri «, 8 > 0 tali che I'integrale

+oo 1
/2 @@ rave a1 "

converga e lo si calcoli per a = 1/2 e = 1.
Svolgimento. L’integranda ¢ continua in (2, 4+00). Inoltre si ha

11 .
f(l')’\/?)iﬁm perx—)? s

e quindi I'integrale converge nel primo estremo se e solo se a < 1, e

1
f(z) ~ ;) per x — 00,

e quindi l'integrale converge nel secondo estremo se e solo se a + § > 1. In sintesi, l'integrale converge se
e solo se le condizioni « < 1 e a4+ 8 > 1 sono entrambe soddisfatte.
Per quanto riguarda il calcolo, si ha

1
Ve —2(x+2vr—2+1)

2
t(t2 + 2t + 3)

dz = (sostituendo x — 2 = %) /

1 1
=2 | ——5—dt= | ———dt
/(t+1)2+2 /(m)2+1

V2
t+1 vVe—2+1
= +v/2arctan +c= ﬁarctani +c
V2 V2
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Quindi I'integrale richiesto vale

1

Vr—2+1 1 m — 2arctan —=
\/5( lim arctan vemetl arctan —) = vz
@400 V2 V2 V2

Esercizio 4 Si risolva la disequazione

Re(z +1) (Re (22) — 2Re (£?) + 2(Im (iz))2> < Re(z + i l)

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.
Svolgimento. Posto z = x + iy, si ha:
Re(z+1)=z+1

2(1 — 1)
2

=a2? —y? —2(2* —y®) + 227 = 2% + ¢~

2 .
Re(z+ m) = Re(x+zy+

Re (%) — 2Re (%) + 2(Im (i2))

—1):x+1

2

La disequazione da risolvere puo quindi essere riscritta come
(CB+1)(LE2 —|—y2) <z+1,

cioe come
(z+1)(2*+y*—1) <0.

Le soluzioni sono quindi
z<—1 e 22 +y? > 1,

cioe il semipiano {(z,y) : x < —1}, e
z>—1 e %+ y2 <1,

cioe il cerchio {(z,y) : 22 4+ y?> < 1}. Le soluzioni sono rappresentate dalle regioni colorate in Figura 50.

4

I I |
-4 -2 0 2 4

Figura 50: La soluzione dell’esercizio 4 (Tema 1).
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Appello del 25.01.2016
TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f) = -

s
7 T arctan o—1]

(a) Determinare il dominio D di f e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (a) Si ha

1 1
D= xeR:x;ﬁlearctanx—i_ #—E = xeR:x#lew—i_ #—-1p={reR:x+#1},
|z — 1] 4 |z — 1]
perché l'equazione x +1 = —|z — 1| non ha soluzioni. La funzione risulta positiva se e solo se arctan \iﬂl >

—%,x € D, cioe se esolose x+1> —|z—1|, z € D. Quest’ultima disequazione ¢ evidentemente verificata

da ogni x € D,z > 1, mentre per z < 1 ¢ equivalente a x+1 > x — 1, che ¢ pure verificata. Di conseguenza,
f(z) > 0 per ogni z € D.

Si ha
. r+1 ™
lim arctan = —,
z—1 | — 1] 2
per cui
1 1 4
im = = —
z—1 I + arctan Iiﬂl r+3 3

quindi f & prolungabile con continuita ad z = 1. Si ha inoltre

i ¢ r+1 T
im arctan = -
T—+00 ’a} — 1’ 4’
per cui
lim f(x) =~
i f@) =2

quindi y = 2/7 & un asintoto orizzontale per z — +o00, mentre

1 1
lim [ arctan T + ™) = lim (arctan Tt + ) = 0,
T——00 |a;‘ — 1| 4 T——00 —x+1 4

e quindi
lim f(z) = +oc.

T——00
Studio dell’asintoto obliquo per x — —oo:

lim @ = lim 1

T——00 X T——00 x(% + arctan f;rll) '
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Conviene calcolare prima il limite del denominatore:

1 T 4+ arctan 2El
lim (a:(i—karctan T )) =1 4 T —ztl
T——00 4 —x+1 Z—>—00 2
2
(H) = lim U=02t0te)” (4)
T——00 =
X
—2x2

= A ey Tl

per cui

lim M = —1.
r——00 I

Per calcolare il termine noto, passiamo attraverso lo sviluppo asintotico di arctany per y — —1, che
calcoliamo preliminarmente. Si ha
y+1  (y+1)°

arctanyz—%%— 5 + 1 + o(y + 1)?, y— —1,

da cui si ricava, per z — —o0,

x+1 T l/7x+1 1/ z+1 2 z 41 9
e fh =SSR ) ) ()
aurcan_w_{_1 173 —x+1+ +4 _$+1+ +o0 _$+1+
e () )
=7 0
4 —z+l r+1 —r+1
Percio
x x T
lim (f(x)—l—a:): lim 1+_x+1+(_x+1)2 +0((—x+1)2> — lim (—:0+1)2 +0() —0
T—>—00 T——00 1 —|-o( 1 ) T—>—00 1 —|—O( 1 ) ’
—z+l —z+l —z+1 —z+1
Quindi y = —x ¢ asintoto obliquo per x — —oo0.

(b) f & sicuramente derivabile per ogni x € D, in quanto composta di funzioni elementari derivabili. Si ha

f/(x):_f2(x>|$—1|—(x+1)sgn(a:—1) {fQ( )W per x > 1

(1—xz)2+ (1+2)? Pz )% per x < 1,

quindi f & strettamente decrescente in | — 0o, 1] e strettamente crescente in |1, +oo[. Il punto = 1 & percio
il punto di minimo assoluto, con f(1) = %. Restano da studiare i limiti di f’ per z — 1*. Si ha

lim f(x) = S lim f'(x).

T 1+ 92 1
Pertanto 1 € un punto angoloso.

(c) Il grafico ¢ in figura 51.

Esercizio 2 Determinare tutti gli € R tali che la serie

X (log(z — 3))"
2( gn—l )

converga, risp. converga assolutamente.
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Figura 51: Il grafico di f (Tema 1).

Svolgimento. La serie ¢ definita per x > 3. Per tali x studiamo la convergenza assoluta con il criterio

asintotico della radice. Si ha
lim ¢ 1 log(x — 3)| = | L -3
ot n—1 | log( )| = [log(x )E

Pertanto, per e™! +3 < x < e + 3! la serie converge assolutamente e quindi semplicemente, mentre per
3<z<e'+3eperaz>e+3il termine generale della serie non & infinitesimo, e quindi la serie diverge
assolutamente e non converge semplicemente. Per z = e~! 4 3, cio¢ per log(xz — 3) = —1, la serie converge
per il criterio di Leibniz e diverge assolutamente perché il termine generale & asintotico a % Per x = e+ 3,

cioe per log(xz — 3) = 1, la serie ha termini positivi e diverge perché il termine generale & asintotico a %

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
1/2
/ ( arcsin 293) % da
0

Svolgimento. Si ha
1/2 ) 1 /1
/ (arcsin 2z)"dz = [ponendo 2z = ] B / arcsin® t dt
0 0

1 L tarcsin t
= [per parti|] — [t arcsin? t|} — 2/ —d }
[per parti] 9 lo 0 VI P2

2 OV
T
= |ancora per parti] — — {— m arcsin |} + A dt}
| | 8 o 0o V1—1t2
2
U
8

Ymolti studenti hanno sbagliato la semplice disequazione |log(z —3)| < 1, scrivendo che le soluzioni sono —e+3 < = < e+ 3!
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@
-0.5 L 0.5 1.0 1.5

Figura 52: Le soluzioni dell’esercizio 4 (Tema 1).

In alternativa, si poteva eseguire la sostituzione 2x = sint, da cui dx = %costdt. Siccome nell’intervallo
di integrazione arcsinsint = t, 'integrale diventa

1/2 9 1 w/2 ) 1 ) /2 /2
/ (arcsin2z) dz = / t* costdt = [per parti] — [t sint|,’” — 2/ tsintdt}
0 2Jo 2 0
2

w/2
= [ancora per parti] % + [t cos t\g/z - / cost dt]
0

2
- .
8
Esercizio 4 Si consideri la funzione
ﬂ@:zz, 2eC

Si determini e si disegni sul piano di Gauss l'insieme
A={z€C: f(z) = z}.
Svolgimento. Se z # 0, la condizione f(z) = z equivale a z + 1 = Zz, cioe, ponendo z = x + iy, equivale a
z+ 14y =22 +4°,
che implicay =0e 22 —2 —1 =0 cioe = %ﬁ (v. figura 52).

Esercizio 5 [facoltativo] Sia

Calcolare lo sviluppo di Taylor di f di ordine 2 con punto iniziale 0.

Svolgimento. Si ha che f(0) = 0 e inoltre, per ogni x fissato, preso un punto ¢ compreso tra z2 e 2x2, si ha
22—t 1 222 —t _ 1
ﬂ@:—/ ¢ ﬁ+/ ‘ dt.
(& t (& t
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Per il teorema fondamentale del calcolo e il teorema sulla derivata della funzione composta si ha percio

—z2 —2x2 —2x2 z2
—1 e —1 e —e
"(z) = —225 4 —9
(=) v 2 tar 222 x
Siccome
li ") =0
iy S =0,

risulta f/(0) = 0. Si ha inoltre

e~ (1 4 222) — e722°(1 4 422)
2

f(x) =2

—» —2  perx —0,
x

quindi f”(0) = —2. Lo sviluppo richiesto & percio

f(z) = —2* +o(z®) perz — 0.

Appello del 15.02.2016

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

COS T

| sin z|
f(w) = log (
nell’intervallo I = [—%, 3n].
(a) Determinare il dominio D di f in I e studiarne il segno; determinare i limiti di f agli estremi di D e
gli eventuali asintoti

RISPOSTA
Dominio.
Per dominiosi intende ovviamente il sottoinsieme massimaleD C I per cui f(z) ¢ definita per ogni
x € D. Poiché logr & definito se e solo se r > 0, si deve avere ‘s:;f > 0. Perché il membro sinistro sia
definito deve essere cosx # 0. Dunque x € D se e solo se
|sinz| > 0 sinz # 0 o
cost >0 < cosz >0 <— xe}—g,g[\{O}
zel xel
ovVVero - .
p=]-FolUle3[
2 U 2
Segno.

| sin z|
cosw

> 1, cioe |tanx| > 1, vale a dire

relilUlTal

Inoltre f(z) =0 se e solo se z = +7. (Dunque f(z) < 0 se e solo se z € |-7,0[J]0, 5|

f(z) > 0 se e solo se
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La funzione & continua (in ogni punto del dominio) in quanto composizione di funzioni continue. Non
possono esserci asintoti orizzontali o obliqui, essendo il dominio limitato. Studiamo i limiti in 0 e £%5. Si
ha evidentemente

lim f(z) =400 lim f(z) = —o0

T—=+7 z—0

dunque ci sono tre asintoti vertical: x =5 , 2 =0, 2= -5
(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

RISPOSTA La funzione & derivabile in ogni punto di D (che & un insieme aperto, cio¢ costituito di

punti interni) in quanto composizione di funzioni derivabili (infinite volte). Inoltre, da f(z) = log(| tan z|),

1  sgn(tanz 1
f/(ﬂj) — ( 5 ) = —
|tanz| cos?z sinx - cosx
Dunque f strettamente crescente in ]0, 7| e strettamente decrescente in | — %, 0[. Inoltre
1. / — 1 / — _ 1 / — 1 / —
A S = oo, im, F(0) = oo, i, Jle) = oo, Jlig ()= o0

La funzione non ha né massimi né minimi, essendo ovunque derivabile con derivata diversa da zero;
(c) calcolare f” e studiare la convessita e la concavita di f, determinandone gli eventuali punti di flesso;

RISPOSTA

cos?z —sin?x
2

£@) = -

2

sin“x - cos®
Dunque f”(x) > 0 se e solo se sin? x > cos
solo se ¥ = &7

Percio le restrizioni della funzione algli intervalli ]—%, —%[ e |7, 5[ sono convesse, mentre le restrizioni
agli intervalli ]—%, 0[ e ]0, %[ sono concave. Si hanno flessi in z = —7 ein z = 7.

(d) Si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendo per periodicita il grafico di f in I).

RISPOSTA

Il grafico di f & in figura 53

z, se e solo se , T € ]— ,—E[U]%,g[ mentre f’(x) =0 see

B

(6]
S
w
S
w
5
[6,]
5

o
o
o |

Figura 53: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Calcolare al variare di o € R7 il limite

. x® —sinz — J(arctan £)3
lim T
z—=0% x —sinhz +e =
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Svolgimento. Si osserva dapprima che per ogni o € R™ si ha e = o(z®) per x — 0T (basta, ad esempio,

operare la sostituzione y = 1/x e ricordare che lim,_, g—z = 0). Dopodiché:

z® —sinz — J(arctan £)3

) 1
r —sinhx +e =

2 —x+ La® — 3 po(a?) 2o — x4 o(ad)

1 -1
r—z— ittt —523 + o(x3)
Sea=1 .
. a2%—sinz — J(arctan £)3 . o(x3)
lim S = i e =
z—0F x —sinhx +e = w—0t — a3 4 o(23)
Sea <1 . ,
a o 9 x « «
i &~ sine 5(arctan §)° % +o(z%) oz
im T = lim —F———%-=—lim x = —00
a0t x —sinhz +e = a—0t — w3 4 o(x3) 2—0+
Sel<a
r® —sinz — J(arctan £)3 —x 4 o(x) _
lim 2 3. — lim ———“_ = lim 2= 4
. 1 - 1.3 3N X = o0
z—07F x —sinhz +e & o—0t —gx3 +o(x3)  a—0t

Esercizio 3 Per ogni o € R si consideri la funzione

fa(z) =

Si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/01 fa(z)dz

al variare del parametro o € R e lo si calcoli per a = —%.

Svolgimento. Si noti che per ogni a € R il dominio di f, contiene l'intervallo |0, 1[, per cui bisogna
controllare la convergenza dell’integrale per entrambi gli estremi. Per x che tende (da destra) a 0 si ha

1
falz) ~ ey

Per z che tende (da sinistra ) a 1 si ha

142

fa(z) ~ (sin (V1 — x))%+a ~(1l—x) 2

Pertanto I'integrale converge se e solo se
a+1<1
l-i;l?oc > -1

cioe se e solo se a €] — 3,0].
Calcoliamo l'integrale per o = —
Calcoliamo la primitiva:

1
3

1 Y
—dx = Q/dy = 2arctany + c.
/mé(1+m) 3 ) yd+y?)

y=r
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Dunque (nel seguito, 'estremo % puo essere sostituito da un qualsiasi altro punto dell’intervallo |0, 1])

Lo oz 1 |
/ ——dr=1lim | ——dzr+1lim | ———dz=
0 z2(1+x) c=0Je x2(1+2) d=1J1 23(1+ x)

y:

1
21im/\/;ydy+2hm/
ve y(l+9?) d—1 [ 1+y

Qli_r)% (arctan (\/5) — arctan (ﬁ)) + 2}&2 <arctan (\/@ — arctan (ﬂ)) =

T i
ox L =T
1 T2

Esercizio 4 Determinare tutte le soluzioni dell” equazione
2 o
Z4 = 2iz, z€C,

esprimendole in forma algebrica e rappresentandole sul piano di Gauss.

Svolgimento. Ponendo z = x + iy, x,y € R, 'equazione diventa

2?2 —y? — 2izy = 2ix — 2y

1,2 _ y2 — _2y

—xy ==z
Le soluzioni di quest’ultimo sistema sono (0,0), (0,2) (v/3,—1), (—v/3,—1), dunque le soluzioni dell’equa-
zione sono z; =0 e 29 = 2i, 23 = /3 — i, 24 = —V/3 — i, rappresentate in figura 54.

cioe

2.0

Figura 54: Le soluzioni dell’Esercizio 4 (Tema 1).

Esercizio 5 [facoltativo] Dire per quali o € R ¢ finito 'integrale

2 2
/ 3x 37 4@
0 |z3—adle

e calcolarlo per tali a.
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Svolgimento Per a ¢ [0,2] I'integrale non ¢ improprio perché f € C°([0,2]). Inoltre, per a = 0, la
funzione puo essere estesa per continuita in x = 0 quindi nuovamente non si tratta di un integrale improprio.
Consideriamo « € (0,2]. Osserviamo che vale

:E2

|z — al®|z? + ax + a2|a;

fz) =

poiché f € C°([0,2)) se a =2 e f € C°([0,a) U (,2]) se a € (0,2), basta studiare il comportamento
asintotico di f per z — a. Abbiamo

a? 1
302 |z — al®

f@) ~

per T — Q;

essendo l'integrale a destra convergente se e solo se o < 1, il teorema del confronto asintotico assicura che
il nostro integrale € convergente se e solo se a < 1.

In conclusione, 'integrale converge per a € (—00,1) U (2,400) e diverge altrimenti.

Calcolo dell’integrale.

Se a < 0 abbiamo

2 2 2 1 8—a? 1 1 _ o 3\—a+l _ (_ 3\y—a+l
/f(:v)dwz/ —  gr=(EP—af=t) = / 1, _1[/8-a%) (—a®)
0 o (23 —a3) 3/ e 3 —a+1

Se a > 2 abbiamo

2 2 22 5 5 1 —8+ad 1
/0 f(z)dx /0 & 1 o) r=(—2"+« ) 3/(13 o

Se a € (0,1), abbiamo

2 a a 1’2 2 $2
z)dr = lim )dx + lim dr = lim ———dz+ lim
/0 /@) fa / Us 0 (=234 a3)>
—a+1

a—a~ Jo b—at a—a~ b—at Jp (LUS—OZS)O‘

1 (e ad) o (@8N 1 (38— af) ] — (8 — )]
=— lim |- + lim |=
a—a— |3 —a+1 b—at |3 —a—+1

1 (a3)—a+1 + (8 _ a3)—a+1
3 —a—+1

Appello del 11.07.2016

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
f(@) = V(z =2)3 - =,
a) Determinare il dominio, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.

b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f.
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c¢) Studiare la concavita e la convessita di f.
d) Disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento.
(a) Il dominio di f & dato dai punti ove il radicando & nonnegativo (si osservi che il radicando & definito
su tutto R). Quindi si ha
dom(f) = [2,+00).

Svolgendo il modulo, la funzione f puo essere scritta come

V—22+5x—6 per2<z<3
vas —bxr+6 per x > 3.

Osserviamo anche che per la continuita della radice e del modulo e per il teorema sulla continuita della
funzione composta, si ha: f € C°([2,+00)). In particolare, abbiamo lim,_ o+ f(z) = f(2) = 0. L’unico
limite significativo & lim,_, . f(x) = +oc.
Ricerca degli asintoti. Abbiamo
f(x) Va? —5x+6
x

X
lim
T——+00

lim — = lim
r—+oco I Tr—+00

VaZ -5 6 -5 6 5
lim [f(z) —z] = lim [\/:132—5334—6—30] < rrore z+ = _Z
z—+00 @—+00 Va2 =5z +6+2x axy/1-5/x+6/22+x 2

V1—-5/x+6/z? 1
x

La retta y = x — 5/2 & percio asintoto obliquo per z — 4o0.
(b). Per i teoremi sulla derivabilita della funzione composta (ricordarsi che g(y) = /y ¢ derivabile solo
su (0,4+00)), abbiamo che f & sicuramente derivabile su (2,3) U (3,400) e verifica

—2245
fla) = | WP PEESTSE
- 2x—5 > 3
2vVx2—5x+6 per & ’

Ne deduciamo:

lim f/'(z) = +o0, lim f'(z) = —oo, lim f/'(z) = 400, lim f'(z) = 1;

i f(a) i f'(2) Tim, f'(2) i)

in particolare, f non & derivabile né in x = 2 né in x = 3. Inoltre, f'(z) > 0seesolose x € (2,5/2]U(3, +00).
I punti di estremo relativo sono: x = 5/2 (perché f'(5/2) = 0 ed f’ vi cambia segno), z = 2 e x = 3 (perché
ivi f =0ela f & sempre nonnegativa). Quindi, f & crescente in (2,5/2] ed in [3, +00) mentre ¢ decrescente
su [5/2,3]; x =2 e x = 3 sono punti di minimo relativo ed assoluto, x = 5/2 & punto di massimo relativo

mentre non esiste un punto di massimo assoluto.
(c) Per z € (2,3) U (3, +00) si ha

—2\/—x2+5x—6—(—2x+5)2*%

RV 7124»5176 . —1
F(z) = 2(—22+50—6) = I aZise gy Per2<az<3
) 2v22—5z+6—(2z—5) —=22=5__
2v/ 22 —51+6 — -1 er r >3
2(x2—5x+6) 1(22—5216)3/2 p .

La funzione ¢ dunque concava in [2,3] e in [3,400).
d) Il grafico di f, con l’asintoto, ¢ in figura 55.
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7

Figura 55: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 [9 punti] Calcolare il limite

cosarctanx — cosx
im
2—0 log(1 + 22) — sin(ax?)

al variare di o € R.
Svolgimento. Ricordiamo che, per y — 0, valgono le seguenti formule

2 4
cosy = 1—%—}—3—4—}—0@5)

y® 4

arctany = y — T +o(y")
3

sin(y) =y — % +o(y")
2

log(1+y) =y — % +o(y?)

Allora si ha

3 4
cosarctanz = cos | x — 3 + o(z%)

Ne deduciamo 1
Numeratore = §x4 + o(z?).
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Dall’altra parte abbiamo

2
1
=(1—-a)z? - 51’4 + o(z?)
Concludiamo
lim--- = 0 a7l
z—0 —% a=1

Esercizio 3 [9 punti| Stabilire per quali o € R il seguente integrale ¢ convergente

/”/8 sin 2z d
x
o |log(cos2x)| cos2x

e calcolarne il valore per a = 1/2.

Svolgimento. Convergenza. Osserviamo che, Vo € R, la funzione f & continua e nonnegativa in (0, 7/8].
Rimane da studiarne il comportamento per z — 0. Per z — 0, usando l’asintoticita delle componente
della f e gli sviluppi di Taylor, si ha

F(z) ~ 2x _ 2x _ 2z
(—log(cos22))*  (—log(l — 227 + o(a?)))"  (—(—22% + o(z%)) + o(—227 + o(x?))])"
2 2l 21—«

222 + o(x2)® ~ 22 T (14o0(1)" ~ a2o-1'

Per confronto con la funzione 1/ 2P, concludiamo che D'integrale & convergente se, e solo se, 2a — 1 < 1 cioé
a < 1.
Calcolo. Per aw = 1/2 si ha

/8 /8 in 9
/ f(x)dx = lim SN 2T dx;
0 a—0t Jo  /—log(cos2x) cos 2z
operando la sostituzione t = —log(cos 2z) (quindi “dt = 2522Z 42”), si ottiene
/8 1 [los2/2 1 1 log2/2 log 2
de = lim —dt =5 Tim [2vi] T = .
[ rwrde= g [ =g i V] 2

Esercizio 4 [4 punti] Risolvere nel piano complesso I'equazione
273 = 3i,

rappresentandone le soluzioni in forma algebrica.
Svolgimento. Passando al coniugato di entrambi i membri dell’equazione otteniamo
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quindi [2| = {/3/2 mentre arg(z) = (37 + 2km)/3 con k = 0,1,2 cio¢ arg(z) = 7/2,77/6,117/6. In

conclusione
.3 . (3
2 = ii/gem/2 — \3/;17
29 = i*/geWW/G - i*/g _ﬁ _ 12 7
2 2 2 2
2 2 2 2

che si rappresentano nel piano di Gauss come segue:

0.5

-0.5

Figura 56: Soluzione dell’esercizio 4 (Tema 1).

Appello del 19.09.2016
TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) =log (262|’3‘ — el — 1).

a) Determinare il dominio e le eventuali simmetrie, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti
di f.
b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f.

)

c¢) Studiare il segno e determinare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f.

d) (Facoltativo, vale 2 punti in piu1) Studiare la concavita e la convessita di f.
)

e) Disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (a) f e visibilmante pari, per cui la studiamo per z > 0. Il dominio & dato dagli (> 0) per i
quali 2e?* — e — 1 > 0. Ponendo e* =y, si ha 2y> —y — 1 > 0, che ha per soluzioni 1, —%. Tenendo conto
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che y > 0, le soluzioni sono y > 1, che corrisponde a x > 0 (cioe x # 0 su tutta la retta reale).
Si ha

lim f(z) = —o0, lim = +oo.
x—0t T—r+00

Per quanto riguarda il posssibile asintoto obliquo, si ha

lim flx) lim log €2 +log(2 — e~ — e~ 2%)

z—+co I x—~+00 x T—+00 x

lim [f(z) —22] = lim [2z4log(2 — e % — e 2%) — 2z] = log 2.

T—-+00 T—r400

La retta y = 2x 4 log 2 & percio asintoto obliquo per z — +o0.
(b) e (c¢) In tutti i punti del dominio si possono applicare le regole di derivazione, quindi f & derivabile e

la sua derivata, per x > 0, e
4e%* — e®
f/(x) = 5.9z z :
2eT — et — 1

Siccome il denominatore, per > 0, & > 0, il segno di f’ dipende solo dal segno di 4e** — e?, cioe, per
x > 0 si ha che f'(z) > 0 sempre. Quindi f & strettamente crescente per z > 0 ed & positiva se e solo se
2e%* — e — 1> 1, cioe se e solo se z > log(1 + /17) — 2log 2.

(d) Per z > 0 si ha

—2e3% — 8e® 4 e®

(2e2* —e* —1)2"

(@) =

il cui segno dipende solo dal numeratore. L’equazione —2y3 — 8y? + y = 0 non ha soluzioni positive, per
cui —2e3% — 8e® + e < 0 per ogni x > 0. La funzione risulta quindi concava per z > 0.
(e) I grafico di f, con i due asintoti, ¢ in Figura 57.

Al

-1.5 -1.0 =0.5 r 0.5 1.0 1.5

Figura 57: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

2

n=1

0 (1 _ §€n(x27m))n
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al variare di = € R.

Svolgimento. Convergenza assoluta: conviene usare il criterio della radice. La serie converge assolutamente

se 9
1 _ §en(x —x)

n—oo Yn+1
mentre diverge assolutamente e non converge (perché il termine generale non ¢ infinitesimo) se tale limite
e maggiore di 1. Il valore del limite &

<1,

‘l—O‘:l sex?—x <0
: 1 3n(127:r) % 3 ; 2
lim |- — —e = f—f‘zl sex—x=0
n—oo | 2 2 2 2

‘%—oo‘——i-oo se x? —x>0.

La serie pertanto converge assolutamente, e quindi converge, se 0 < z < 1, mentre diverge assolutamente
e non converge se x < (0 oppure x > 1.
Resta da studiare la convergenza per x = 0 e e per x = 1. In entrambi i casi la serie diventa

— (=1)"
nZ::l n+1’

che converge per il criterio di Leibniz e diverge assolutamente per confronto con la serie armonica.

Esercizio 3 Calcolare I'integrale

2
/ |x — 1] log x dx.
0

Svolgimento. Si tratta di un integrale improprio in x = 0. Allora si ha

2 1 2
/ |z — 1|logz dz = lim / (l—x)logwdaﬁ—i—/ (x —1)logzdx.
0 a—0t Jq 1

Osserviamo che vale

72 72
/(ml)logzdaz: (2x> logx—z+x+c.

2 2 2
z— 1llogzdr = — lim — —z|logx — — +=x
[ o tiosedr = - i |(5 o) toge - 42]|

22 22
+ [(2_36) logx—4+x}

Concludiamo

1

2

1

Esercizio 4 Risolvere la disequazione

e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.
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Svolgimento. Osserviamo che z deve essere diverso da 0. Si ha

Z—Z

<1

74

Ponendo z = z + iy, x,y € R risulta (ricordando che 2z = |z|? e che z — z = 2Im 2)

2,
332+y2 —

La disequazione ¢ pari rispetto a y (e a x). La risolviamo percio per y > 0 e poi operiamo una riflessione
rispetto all’asse z. La disequazione, per y > 0 ¢ equivalente a 22 + 3% — 2y > 0, cioe 22 + (y — 1)? > 1,
che descrive l'esterno della circonferenza di centro (0,1) e raggio 1. Le soluzioni sono rappresentate nella

Figura 58.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 58: Le soluzioni dell’Esercizio 4 (Tema 1).

Appello del 23.01.2017

TEMA 1

Esercizio 1 Calcolare l'integrale
2 T
/ 72; dx
log(3) €7 — 4

Svolgimento. Si ha

2

2 T e
e
dx = (ponendo e” = t, per cui dx = dt/t) / dt
/10g(3) e —4 3 2 -4

1< 1 1 1. |t—2] .2
S . e
4/3 s Rt LU R v Tk

1 1-21 1 2
= - [logSe } =— (settanhg — settanh 62) .

4 et +2 2

301



Esercizio 2 Risolvere la disequazione
|22% — 22%| < 3

e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Swvolgimento. Si ha
272 — 222 = 4(Z — 2)(2 + z) = (ponendo z = x + iy) Sizy,

da cui
|222 - 222} = 8|zyl.

La soluzione ¢ quindi

3
{z:m+iy€(C:\my]<§},

rappresentata in figura 59.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 59: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 1).

Esercizio 3 Studiare la convergenza della serie

+o00
ZnQ(Cos(l/n) — 1+ sin(1/2n%))

n=1
al variare del parametro a > 0.

Svolgimento. Dagli sviluppi di Mac Laurin di cosx e di sin x risulta, per n — +oo,

. 1 1 1 1 1 1 1
cos(l/m) =1+ sin(1/2n) = —o05 + i +0 (n4> e~ 305+ 5@z 1O (m) :

per cui il termine generale della serie, per n — +oo, € asintotico a

2
(se a<2) 4%

(se @ =2) 1/24n?
(sea>2) —1/2

e quindi ha segno definitivamente costante per n — +o00. Se a # 2 il termine generale della serie non &
infinitesimo e quindi la serie diverge (a —00). Per a = 2 la serie converge.
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Esercizio 4 Si consideri la funzione

|z -4

2+ 22’

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

f(z) := arcsin

Svolgimento. (i) La funzione ¢ pari. D ={x e R: -1 < lel=4 < 1}. La disequazione < 1 equivale a

= 2+I2
|z| — 6 — 22 < 0, che & sempre verificata, mentre ‘;Jlr;;l > —1 equivale a 2 + |x| — 2 > 0, che & verificata
per x < —1 e x > 1. Pertanto D = [1,+oo[ (U] — 00, —1]). D’ora in poi assumeremo sempre x > 0. La
funzione & continua in D, f(1) = arcsin(—1) = —7/2 e limy—, 4 f(z) = arcsin 0 = 0, asintoto orizzontale.
Il segno di f & dato dal segno dell’argomento dell’arcoseno, per cui f(x) > 0 se e solo se z —4 > 0 e quindi
T > 4.
(ii) In D si possono applicare le regole di derivazione se I’argomento dell’arcoseno & diverso da £1, cioé per
x > 1. Per tali x si ha

f,(x)_:n2+2—2x(m—4) 1 B —z? + 8z + 2
(2 + 22)? : (m_4)2 (14 222)v222 + 2 -3
T\ 2422

da cui si ricava che f’(x) < 0 se e solo se —2% + 8z +2 < 0, per x > 1, cioe per 1 < x < 4+ 3v/2, che
pertanto e il punto di massimo assoluto, mentre x = 1 ¢ il punto di minimo assoluto. Si ha

lim f/(z) = 400,

z—1t

per cui il grafico di f, rappresentato nella figura 60, ha tangente verticale in (1,7/2).

Figura 60: II grafico di f (Tema 1).

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

dx

/+°° | arctan(x — 1)| arctan
0 11— 22| (sinh /z)”
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al variare di «, 8 € R.

Svolgimento. L’integranda f(z) ¢ continua in |0, 1[U]1, +oo[, per cui bisogna studiare la convergenza
dell’integrale separatamente per x — 07, per x — 1 e per & — +oo.

Per z — 0,
zarctan 1 1
r) ~ ———— =arctan1 ,
fla) ~ 250 .
e quindi l'integrale converge in 0 se e solo se 5 < 4.
Per z — 1,
arctan 1 |z — 1 arctan 1 1

f(z)

- |z — 1||x 4 1|*(sinh v/2)8 - 29(sinh v/2)8 |z — 1|a~1’

e quindi I'integrale converge in 1 se e solo se a < 2.

Per x — 400, s8¢ 8 >0
2 2

fz) <

m
< .
4 (sinh /z)? ~ 2-8) e(BVE)

Quest’ultima espressione & o(1/22) per x* — +oco e quindi converge.
Se g =0,
flzx) ~ 7 /427,

quindi converge se a > 1/2. Se 5 < 0,
fl@) ~72eP2/2278 > 1/x

per x — +oo e quindi 'integrale diverge. In sintesi, 'integrale converge se « <2e0< 8 <4o0se f=0¢
1/2<a<2.

Esercizio facoltativo. Sia I un intervallo chiuso e limitato e sia f : I — R una funzione continua e tale
che f(x) € I per ogni z € I. Dimostrare che esiste almeno un z € I tale che f(z) = .

Svolgimento. Consideriamo la funzione g(z) = f(z) — x, che vogliamo dimostrare che si annulla in almeno
un punto di I := [a,b]. Se g(a), g(b) # 0 allora necessariamente g(a) > 0 e g(b) < 0, per cui per il teorema
degli zeri esiste T €]a, b] tale che ¢g(z) = 0.

Appello del 13.02.2017

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(x) :=log ‘x2 —2x —3|.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.
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Soluzione. i) Chiaramente D = {x € R : 22 — 2z —3 # 0} =R\ {-1,3}. Per il segno abbiamo
f(z) >0, = \x2—2x—3| >1, < 22—-22-3<-1, va?—2r—3>+1.

Abbiamo che 22 — 2z —2<0seesolose g :=1—-vV3<x<1++V3=x1ex2—2x—4>0se e solo
se x <1 —+/5=: 9 oppure > 1 + /5 =: 3. Quindi f(z) < 0 se e solo se x appartiene ad uno dei due
intervalli [x2, z¢] e [z1,x3]. Per quanto riguarda i limiti, si ha:

¢ chiaro che 22 4+ 3z — 4 — +00 per x — +00, cosicché lim, ,4o f(z) = +oo. Tuttavia non ci sono
asintoti poiché, per x — +o0,

f(x) log(z? —2z —3) loga? 2log|z|
r x r o

— 0,

essendo log |z| = o(x) per z — do00. Per x — —1, 3 si ha sempre che |22 + 32 — 4| — 0+ quindi in ogni
caso f(x) — —oo per cui si hanno gli asintoti verticali x = —1, 3.

ii) La funzione ¢ composizione di funzioni continue ove definite, quindi ¢ continua su tutto il proprio
dominio. Inoltre & composizione di funzioni derivabili, eccetto quando %+ 3z —4 = 0, che perd sono punti
che non appartengono al dominio di f: si conclude che f e derivabile nel proprio dominio. Ricordato che

(logly|) = % si ha immediatamente che
20 — 2
22 —2x -3

fi(x) =

Studiamo il segno di f’. Il segno del denominatore ¢ positivo per z < —1 oppure x > 3. Il numeratore ¢
positivo per x > 1. Ne deduciamo la tabella seguente:

—o0o —1|-1 1|1 3|3 +
sgn (22 — 2) — - + +
sgn (22 — 22 — 3) + - - +
sgn f’ — + - +
f N\ / Y /
I punti x = —1, 3 non appartengono al dominio, mentre £ = 1 & un massimo locale stretto. Non ci sono né

massimi né minimi globali essendo f illimitata sia inferiormente che superiormente.

iii) Chiaramente f’ & derivabile ove definita in quanto funzione razionale: abbiamo che

—2x2 + 4 — 10
(22 —2x —3)%°

f(@) =

Quindi f” > 0 se e solo se 222 — 4z — 10 < 0, cioe mai. Si conclude che f” < 0 ovunque (dove definita) per
cui la funzione e concava in ciascuno degli intervalli che compongono il suo dominio.

iv) Il grafico di f ¢ rappresentato figura 61.

Esercizio 2 Studiare la convergenza della serie

X1 pm
2 il
n=1

Soluzione. La serie & evidentemente a termini di segno costante. Conviene applicare il criterio asintotico
del rapporto. Detto a,, il termine generale, risulta

1 nrtlpl 1 ne o1 1\" 1
ant1 _ 1(n+1) n :2(n+):<1+> —s Ze>1.
n

an 2 (n+1)! nn nn 2 2
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Figura 61: Il grafico di f (Tema 1).

Dunque la serie diverge.

Esercizio 3 Data 94i
iz
=55

determinarne il dominio e determinare tutti gli z € C tali che f(z) = z. Esprimere tutte le soluzioni in

forma algebrica.

Soluzione. Perché la frazione sia definita occorre che iz + 1 # 0, cioe che z # _71 = - =14. Ora, per

—11
z # 1,
f)=2 <= 2+iz=z2(iz+1) <= 2+ (1—-i)z—2=0.

Questa e un’equazione di secondo grado a coefficienti complessi, e la formula risolutiva tradizionale funziona
allo stesso modo (pur di intendere la radice come radice complessa). Si ha quindi

i—1+vI—1-21+8i i—1+V6i i—1=+6e'T

A2 = 2% 2 2%
:1+zi\/¥(1+i):11\/§+1¢\/§i
2 "2 2 2 2

Esercizio 4 Calcolare il limite o
. arctanz —sinx + x3 logx
lim

z—0+ (1 — cos? x)

al variare di a > 0.

Soluzione. Osservato che, in virtl del limite notevole lim,_,o4 27 logx = 0 per ogni v € R, si ha subito

che si tratta di una forma indeterminata del tipo %. Determiniamo i termini principali col metodo degli

sviluppi asintotici. Abbiamo che, per x — 07,

.1133 3

+ o(z?) — (z— Y + o(m?’)) a8 logx = —:% + o(z?) + z% log x.

w| 8,

Osserviamo che 23 logz = o(z3) per z — 0*: infatti

10
ER 10
3733;# = x%_?’logx — 0, essendo 3" 3 >0,
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sempre in virtu del limite notevole sopra richiamato. Pertanto N(x) = 4 o(z?) per z — 0F. Quanto al

6
denominatore, conviene osservare preliminarmente che
2

22) = (1 —cosx)(1 + cosx) ~ ?~2:x2,

(1 — cos

2 2

per cui D(z) := 2%(1 — cos? ) ~ 2% - 22 = 22 per x — 0T. In conclusione, per x — 0T si ha

0, l—-a>0, <= a<l,

3
N(z) I 1
D(z)  ao+? 7\ &

l-a=0, <<= a=1,
—00, 1—a<0, < a>1.

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+00 1

—F——dx
2 e\ x — 2
al variare di o € R e calcolarlo per oo = 1.
Soluzione.  Sia f,(z) = ﬁm la funzione integranda. Notiamo che essa ¢ continua in |2,4o00[ e
dunque l'integrale ¢ generalizzato sia in x = 2 che per x — +00. Avendo evidentemente f, anche segno
costante, andiamo a studiarne il comportamento asintotico agli estremi dell’intervallo di integrazione. Per

T — 400 abbiamo che . .

fa(z) ~ wo /T gati/?’

per cui f+oo fa(z) dx < 400 se e solo se f+oo ;pa‘&l/Q dx < 400 cioe se e solo se a+1/2 > 1, ovvero a > 1/2.

Per x — 2+ si ha che

1
fa(z) ~ m,

che ¢ integrabile in # = 2+. In conclusione, f, ¢ integrabile in senso generalizzato in [2, +o00[ se e solo se
a>1/2.

Calcoliamo l'integrale nel caso o = 1. Siccome ¢ generalizzato abbiamo che

+oo 1

b
——dzr = lim —— dz.
2 TVT —2 a—2+, b—>+<>0/a VT — 2

Sostituendo x — 2 = 32 (y > 0), risulta

/ 1 ‘/ I 1/‘ 2 ;
— dx = ———— Ay = < — 5 ay.
rr—2 (y> +2)y 2 (L)Q +1

V2
Sostituendo ancora y/v/2 = t, risulta

/‘ 1 d /) LI tant + tan —— +
B E—— = —_ — arctan C = arctan —— C.
L\ y 211 V2
V2 +1

oo 1 J i . b—2 . a—2 T
—— AT = 1m arctan —F — arctan e — = —.
9 VT —2 a—2+, b—+oo V2 V2 V2
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Appello del 10.07.2017

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘GZQE — 4.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli
eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. i) 11 dominio e
D= {z:e*® #4)} =R\ {log2}.

SI ha f(x) > 0 se e solo se [e2* — 4| > 1, cioe se e solo se €?* > 5 oppure ¢?* < 3, quindi

1 1 ! !
f<0g5>:f<0g3>:0 e f(x) > 0 se e solo se x > 055 oppure$<£3-

2 2 2

Si ha inoltre
lim f(z) =log4, lilm 2f(x) = —00, lim f(z)=+o0.
rz—log

T—r—00 T—r—+00

Per quanto riguarda 1’asintoto obliquo per x — 400, risulta

log (e** —4 g
lim Lx): lim M:Z lim (f(z)—2z) = lim log (er—4)—2x: lim loge

r—+oo I T—400 €T r—+00 x—+00 x—+00 62x

=0.

Quindi y = 2z e asintoto obliquo per x — 400, y = 2log 2 e asintoto orizzontale per x — —oo e in x = log 2
si ha un asintoto verticale.
ii) f & derivabile in tutto D, dove si ha
, 2€2x

I =
f e percio strettamente decrescente per z < log2 e strettamente crescente per x > log2. Non risultano
quindi punti di estremo.
iii) Un calcolo diretto da

" - —16e2*
fi(z) = (€2 — 4y

per cui f & concava in | — oo, log 2| e in |log 2, +0o0l.
iv) Il grafico & in figura 62.

Esercizio 2 Disegnare nel piano complesso l'insieme

-1
S = {ZE(CZRGZ - >0, |z+1—i|§1}.
z—1
. . . . . . a1 . . .
Svolgimento. Si tratta in primo luogo di determinare la parte reale di % +;- ol ha, ponendo z =z + iy,
x—1+1y (x—1+iy)(z—ily—1)) z(xz—-1)+yly—1)
Re ; = Re ) 2 = 2 2
x+i(y—1) 2+ (y—1) 22+ (y—1)
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Figura 62: Il grafico di f con 'asintoto obliquo (Tema 1).

Si ha pertanto

S={(r,y) eR?:2? —x+y* —y>0,(z+1)*+(y—1)* <1}

:{(x,y)ER2:(x—;)2+<y—;>22;,(x+1)2+(y—1)2§1},

cioe la parte esterna al cerchio di centro (%, %) e raggio % ed interna al cerchio di centro (—1,1) e raggio
1, rappresentata in figura 63.

-20 -15 -1.0 -05 0.0

Figura 63: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 1).

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
/e% arctan(3e”)dz.
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Svolgimento. Eseguendo la sostituzione x = logt si ha

t? 3
/62’” arctan(3e”)dz = /tarctan(3t) dt = b arctan 3t — / 1+ 9t2

t2 — 3[1/1+9t2 /
= —arctan 3t — — | =

2 219 1+ 9¢2 1+ (3
—ﬁarctaHSt—E—i-w—i—c
2 6 18

2z x x

tan 3

:7arctan36m—%+%+c, ceR.

Esercizio 4 Calcolare il limite . .
arctansinz — sinh z

0+ z%(1 — cos? x)

al variare del parametro a > 0.
3
Svolgimento. Da arctany =y — % +o(y?) per y — 0 si deduce, per x — 0,

.3 3 3 3
sin® z x® oz x
arctansinz = sinz — +o(r¥)=2z— " - +o(@) =2 — — + o(z?),
3 6 3 2
per cui, per x — 0,
3 3 3
x x 2z
arctansinz — sinhx = = — 5 (ac + E) + o(z?) = e + o(z?).
Percio si ha
0 er a <1
arctansinz — sinh x . —223/3+ o(z?) 9 P
im 3 = lim 3 3 =494—5 pera=1
a—0t %1 — cos? x) z—0+ T2 4 o(x? 1)
—o0 pera>1

Esercizio 5 Studiare la convergenza semplice ed assoluta di
— nt+yn

al variare di a € R.
Svolgimento. Per la convergenza assoluta si puo usare il criterio della radice, che da

La serie percid converge assolutamente (e quindi semplicemente) se |1 — e?| < 1 e diverge assolutamente
e non converge semplicemente se |1 — e?| > 1, in quanto il termine generale non & infinitesimo. Per

|1 —e® = 11l criterio della radice non da informazioni. Risolvendo le disequazioni si ricava che la serie
converge assolutamente per a < log?2 e non converge per a > log2. Per a = log2 la serie diventa
—n+yn

Per asintoticita con la serie armonica » | 1/n questa serie non converge assolutamente. Inoltre essa converge
semplicemente per il criterio di Leibniz, essendo il termine generale a segno alterno e — in valore assoluto
— infinitesimo e decrescente.
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Appello del 18.09.2017

TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(@) = o
" log|2z]

i) Determinare il dominio D e studiare le eventuali simmetrie ed il segno di f; determinare i limiti di f
agli estremi di D, I'eventuale prolungabilita di f e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata ed i suoi limiti significativi, studiare la monotonia e deter-
minare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. 1) Il dominio ¢ D = {z :  # 0,log|2z| # 0} = {z : @ # 0,z # +i}. La funzione &
visibilmente dispari, per cui la studiamo in [0, +0o[. Per z > 0, f(z) > 0 se e solo se z > 3. Si ha

lim f(x) =0 (per cui f & prolungabile con continuita in z = 0)

z—0t+
lim f(z)=—o0
z—17
lim f(z) =400
xa%"’
o /(8 = +e0
. fl@) : - .
lim “—= =0 (per cui non c’¢ asintoto obliquo per z — +00).
r—+o00 I

ii) Per x > 0,2 # 1 si ha
3log2x — 3
flla)=——5—.
Essendo f prolungabile con continuita in x = 0, vediamo se il prolungamento di f & derivabile in 0. A tale

scopo calcoliamo

log? 2z

lim f'(z) =0,

z—0t f ( )

per cui la prolungata di f ¢ derivabile anche in z = 0, con derivata nulla. Il segno di f’ dipende solo dal
segno di log 2z — 1, che ¢ positivo se e solo se > e/2. Pertanto ¢/2 ¢ un punto di minimo locale stretto.
Non ci sono estremi assoluti.

iif) Per z > 0,z # 3 si ha

log? 2 log 2
2) :3% —2(log 2z — 1)=8= :32—log2x

log* 22 zlog? 2z’

che risulta > 0 se e solo se % <z < %, cioe f e convessa nell’intervallo ]%, %[ e concava negli intervalli
10, 5[ e [3,+00l.

iv) Il grafico di f e riportato nella figura 64.

Esercizio 2 Dato il polinomio
24+ 2%+ 8iz + 8i
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-20

Figura 64: Il grafico di f (Tema 1).

determinarne prima una radice intera e poi le altre radici, esprimendole in forma algebrica.
Svolgimento. Per tentativi, una radice intera ¢ z = —1: infatti

(—D*+ (-1 —8i+8i=0.

Eseguendo la divisione di polinomi, oppure, pilt semplicemente, raccogliendo 2z nei primi due addendi e 8i
negli ultimi due, risulta
2+ 2P+ 8z + 8i = (24 1) (27 + 8i),

per cui le restanti tre radici sono le radici cubiche di —8i = 8e2™", cioé sono

2¢'% = 2, 2e(2TE)T = 2657 = —\/3 — i, 22T = 206 = /3 — .
Esercizio 3 Studiare la convergenza della serie

i(uij)"

n=1

2

al variare di x € R.
Svolgimento. La serie € a termini definitivamente positivi per ogni = € R. 1l criterio della radice da

.o 32\" , 3z\" 5,
lim 14+ — = lim (1+ — = e,
n—-+o0o n n—+00 n

La serie pertanto converge per ogni z < 0 e diverge per ogni x > 0. Per x = 0 il criterio della radice non
da informagzioni, ma per tale = la serie ha per termine generale 1 e quindi diverge.

Esercizio 4 Calcolare, al variare del parametro reale «, il limite

I cosh(az) — e + zlog(cos z)
im
z—0+ r —sinx + e~ 1/
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Svolgimento. Il numeratore, per x — 0, si sviluppa come

1 1 1
coshaz =1+ —a?z? + —a'z + o(z?) = 1+ —a?2? + o(2?)
2 24 2
1
e =1 —a? - §x4 +o(z?) = =1 — 22 + o(2?)
1 1 —x? —z3
1 — 2] (1_72 ! 4)2( 2)2 3
xlogcosz = xlog 527+ o5 % + o(z") (5 + o(z?) 5 + o(z°),
per cui
2 3 x2<“—2—1)+0w2 se o # /2
cosh(ax) — e + xlog(cosz) = x2<a— — 1) Iy o(z®) = \ 2 (@) # V2
2 2 —Z + o(2?) se a = /2.

Il denominatore, per x — 0, si sviluppa come
x
z—sinz +e V7 = r + o(z?),
in quanto e~/ 2? = o(z”) per ogni f3 reale. Il limite quindi vale

cosh(az) — e + zlog(cos z)

lim

= lim

z—0+ r —sinz + e~ 1/2? a—0+ ‘%3 + o(x3)
o2 (%—1) +o(x?)
T mer
= lim
z—07t _ﬁ_i_o(xg)
%§+O(I3) se a = +/2.

+oo  se |a| < V2
={ -0 selal>+2
-3 se a = ++/2.

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

“+oo
/ xe®(2 4 cosx) dx
0

al variare di a € R. Calcolare poi
+00
/ xe ¥ cosxdx
0

(sugg.: calcolare preliminarmente una primitiva di e~* cos ).

Svolgimento. Una primitiva dell’integranda puo essere calcolata per ogni a, per cui la discussione della
convergenza puo essere fatta sia direttamente dalla definizione, sia mediante criteri di convergenza. Usando
il criterio del confronto si ha, per a > 0,

xe*(2+ cosx) > x per ogni z > 0
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e quindi I'integrale diverge. Per a < 0 il confronto asintotico da, ad esempio,
2e9%(2 4 cos x) = o(e®/?),

perché

axr axr
. e (2 + cosx . 3ze . az
lim —< ) < lim —— = lim 3ze2 =0.
T—>+00 eaz/Q T—>+00 eax/? T—>+00

Siccome f0+°° e®/2 dx < 400, lintegrale converge.
Per la primitiva, calcoliamo preliminarmente

/e“ coszdr = —e Tcosx — /e"’“" sin x dx
=—e¢ %Ycosx+e Tsinw — /e_x cosz dx,

per cui

—X
— € .
/e Tecosxdr = 7(smx —cosx) + c.

Ora integriamo per parti prendendo x come fattore finito e e™* cos z come fattore differenziale. Risulta

/a:ex coszdr = x%(sinx —cosx) — / g(sinx — cosx) dx.
Calcoliamo separatamente
/ e Fsinwdr =—e Fsinz + /e’” cosz dx
=—e Tsinx —e Tcosx — /e_x sinz dx,

per cui

—x
/e_m sinzdr = —%(sinx + cosz) + c.

In definitiva,

+o00o e~ b 1 b
/ ze “cosrdr = lim [—x——(sinz — cos 3:)‘ + —e *(sinx + cosx)
0 b—+00 2 o 4 0
+ deme(s |
—e "(sinz — cosx
4 0
=0.

(NB. Non ¢ strano che il risultato sia nullo: I'integranda non ha segno costante.)

Appello del 29.01.2018

TEMA 1
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Esercizio 1 Si consideri la funzione 2?5

2 —

f(z) :=log 1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. 1) Da W;T—f\ > 0 segue che D = {z > —1,2 # v/5}. Non ci sono simmetrie evidenti. f(z) < 0
se e solo se

> -1
e

2
—4>0
|x2—5\§x+1<:>—:v—1§x2—5§x+1<:> v -
22— —6<0,

cloe se e solo se *HT VIT < 2 < 3.

Si ha inoltre

lim f(z)=+o0

z——1+
lim ) = —00
lim_f(a)
Siccome
lim M =0,

r—+o00 I
non ci sono asintoti obliqui, ma solo due asintoti verticali (oltre ad un asintoto orrizzontale “cosi alto che
non si vede” (cit.))
ii) Le regole di derivazione possono essere applicate in tutto D, perché il punto nel quale I’argomento del
modulo si annulla non appartiene al dominio. Siccome f(z) = log |z? — 5| — log(x + 1) e ricordando che

% log |g(x)| = gg/((;)) dove g(x) # 0, si ha per ogni x € D

2 1 2?+2z+5
r2—5 z+1 (22-5)(x+1)

fl(a) =

Siccome il polinomio al numeratore & sempre positivo, f/'(z) > 0, e quindi f & crescente, se e solo se x > V5.
Non ci sono punti di estremo.
iii) Il grafico di f ¢ in figura 65.

Esercizio 2 Si consideri la successione

(—1)"62" sin L
p=—"———"" mneNn>2

(n—1)!

a) Calcolare limy, o0 ap;

b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y7 5 ap.

2\n
Svolgimento. a) Siccome a, ~ (en!) per n — 00, lim;,, ;o ay = 0 (ricordando un limite fondamentale).

b) 11 criterio del confronto asintotico e il criterio del rapporto danno

) 62(n+1) n! ) 62
lim ———— = lim =0,
n—oo (n+1)!e?”  n—oon+1
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Figura 65: Il grafico di f (Tema 1).

per cui la serie converge assolutamente e quindi converge.
Il fatto che a,, — 0 si poteva anche dedurre direttamente dalla convergenza della serie.

NOTA: applicando il criterio di Leibniz si puo dedurre direttamente la convergenza della serie. Risulta
che |a,| & decrescente se e solo se e? < n, il che vero per ogni n > 2 (la dimostrazione richiede un po’ di
lavoro). Resta comunque da verificare la convergenza assoluta. Siccome in questo caso ¢ vera, 1'uso del
criterio di Leibniz € del tutto inutile.

Esercizio 3 Sia f(z) = 22 + 2|z|. Risolvere 'equazione
2f(2) = |2 — 8i,

esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.
Svolgimento. L’equazione ¢

23+ 22|2| = |2]3 — 8.
Siccome 2z|z| = |z|%|2] = |z|?, I'equazione diventa
23 = —8i.

Le tre radici cubiche di —8i = 8¢¥37/2 sono date da
%15 = 2, 216 = /3 i, 26 =34,

rappresentate in figura 66.

Esercizio 4 Calcolare il limite

i log(z + 3) — log(z + 1) — sin 2
im =
T+00 cos sin ﬁ —ewZ —e "
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Figura 66: Le soluzioni dell’esercizio 3 (Tema 1).

al variare di o € R.
Svolgimento. 11 numeratore:

2 1
log(x + 3) — log(z + 1) — sin — = log x + log (1+§) —logz — log (1+—> — sin —
x x x x

1 2
zlog(1+§) —log(l—i——) — sin —
x x x

B T W O SOV

x 222 x 222 =z 22
4 1
=z +(3)

per x — +00. Il denominatore (ricordando che e™® = o(1/x®) per x — +00 per ogni «):

ndoete bt L o 5 ) ol )
cossin— —e«Z —e ¥ =1— —sin“ — + —sin” — —
T 2 24 2z x4

- %(% B 6(2135)3>2 * 24(;@) x2 2x4 <g; )

S T R e E R )
T8 T Y2 o6 T oa ot
_ —(%—I—a)z%—l—o(x%) se o # —3
dkro(d) 1 sea=-)
per x — +o0o. Di conseguenza,
;724_0(”%2) 3 ?é
= 118 se a7 —g
. log(z +3) —log(x + 1) — sin 2 , —(é+a>§2+o($2> :
lim Z = lim
;4

e
T—++00 cosh sin % — ez —e T T—++00

- _ -1
N = 00 se o= g.
o4
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NOTA: Il numeratore poteva anche essere scritto come

T+ 3 .2 2 .2
—Slnf:log(l—i—i)—smf
z+1 x r+1 z

2 1( 2 )2 2+ (2)
= —_ = —_ — o\ —
z+1 2\z+1 z 2

S 2l (2)

2
log(z + 3) — log(x 4+ 1) — sin — = log
x

x(z+1)2 z2
B 1+ 2z ( 2 ) 4
 Tz(z+1)2 x? x?

per x — 4oo. La maggior parte degli studenti che ha svolto il calcolo in questo modo ha tralasciato il
termine di ordine 2 nello sviluppo del logaritmo.

Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo 1
/ S S
vz xx? -2

al variare di a € R;
b) calcolarlo per oo = 1.
Svolgimento. a) L’integranda f(x) & continua in ]v/2, +oo|, per cui si deve controllare la convergenza sia
per x — \/QJr che per x — 400. Per z — \/§—|—,
1
flx) ~ ——,
T — \@

per cui l'integrale converge per ogni a. Per x — +o00,

1
f(.%‘) ~ Wa

per cui 'integrale converge se e solo se o > 0.
b) Con la sostituzione x = /2 cosht, si ha (per t > 0)

+o0 +o0 2 ht “+00 t 2
/ / \fsm t—\/i/ %dt:\/iarctanet‘gm:\@(z—ﬁ) ﬁ
NG ,x\/[I;Q 2 cosh tsinh ¢ o l+e? 2 4 4

In alternativa, con la sostituzione y = vx? — 2, seguita dalla sostituzione z = y/ V2, si ottiene,

+00 +oo Fo0

1 d 1 / d 1 t ‘Jroo 1 T
————dz = 2z = — arctan z = —_.
2 zvVat-—4 0 y+4 V2 22+1 V2 0 V22

Un terzo modo di calcolare 'integrale e il seguente:

dx =

400 1 +o00 dx \[ +oo
/ﬁ ev2—2  Jva a2 /1-2/a2 / \/1—1/t2 V2

aI'CSIIll}—’—OO LE
=53

Esercizio facoltativo. Sia xy € R e si definisca la successione {a, : n € N} ponendo

agp =g €, per ogni n > 1, ap41 = sin ay.
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a) Dimostrare che a, ¢ definitivamente monotona per n — +o0;

b) dimostrare che lim,,_,~ a, = 0.

Svolgimento. a) Per n > 1 si ha |a,| = |sin(ap,—1)] < 1. Se a; € [0,1], allora da sinz < x Va > 0 si ricava
an+1 = sina, < a, e dunque la successione ¢ definitivamente decrescente. Se invece a; € [—1,0] si ottiene
che la successione e definitivamente crescente.

b) In ogni caso la successione ha un limite ¢ € [—1,1]. Se per assurdo fosse ¢ # 0 si avrebbe, essendo la

funzione seno continua,
ansal  Isind]

lim = <1,
n—+oo [an| 4]
il che implicherebbe la convergenza della serie > 7 |ay/|, il che a sua volta implicherebbe che a,, converge

a 0, cosicché 0 = ¢ # 0. Dunque £ = 0. In alternativa, sempre per la continuita di sin,
¢ =limay,+; = limsina, = sin/

che ha ¢ = 0 come unica soluzione.

Appello del 16.02.2018

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

@) = {exw per x # 2

0 per x = 2.

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
ii) si dica se f & continua in tutto R.
iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f ¢ derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;
iv) disegnare un grafico qualitativo di f.
Svolgimento. i)DOMINIO: |z — 2| #0 <= z # 2, dunque D = R\{2} U{2} =R

LIMITT:

1 = 2 . -0 == 2 . == 1 = +Oo i 1 = o0 i
il_)InQ flx)=¢e"-e e“-0=0 mll)f_{loo flz)=e +o0 mll)IEloo flz)=e 0
ASINTOTI N
e
Jm e = lim 5= o0

dunque non ci sono asintoti obliqui.
ii) CONTINUITA: La funzione ¢ continua in R\{2}2 perch¢ composizione di continue. E continua
anche per x = 2 poiche lim,_,» = 0 = f(2). Dunque f & continua.

iii) se z > 2 si ha
/ z—-1g 1
fw) = (772) <1+@_2>2>5
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se x < 2 si ha

=) (1= 1)

Dunque f'(x) > 0 se
T >2

T <2
1+ g 20 1— g 20
z €]2, oo | J (] —o0,2[fz: (x—2)%> 1})
:]2,+OO[U <]—oo,2[m{x: (x —2) < —1 oppure (x—2)21})

x €]2,400[ U ] — o0, 1].
Inoltre, poiche

71— () (15 )~ o
x—2+4 . ({L‘ — 2)2 - vl (l‘ — 2)2 =

si ha che f & derivabile in z = 2 e f/(2) = 0. Concludendo, f & derivabile su tutto il dominio D = R, anzi
¢ di classe C'.

Dallo studio della monotonia f ha un massimo relativo in £ = 1 e un minimo assoluto in x = 0.
iv) Il grafico & in figura 67.

2.0

1.5

Figura 67: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Studiare al variare di x € R la convergenza semplice ed assoluta della serie



Svolgimento. Studiamo la convergenza assoluta con il criterio della rapporto

2z — 1" (2n + 3 2n + 3)2
im [22 — 1" (2n + 3)° = |2z — 1| h Gn+3) = |2z — 1]
n—oo (2n+5)2 |2z — 1|7 0 (2n +5)2
o, alternativamente, con criterio della radice
2z — 1" 1
lim "’aji‘— lim 2z — 1|} ——= = |22 — 1].

Pertanto la serie converge assolutamente —e quindi converge— per 0 < x < 1 e diverge assolutamente e non
converge (perché il termine generale non ¢ infinitesimo) per z < 0 e per x > 1. Per x = 0 e z = 1 il criterio
della radice e del rapporto non danno informazioni. Per x = 0, x = 1 la serie diventa

[e.9]

2233—1 ZQw—l

rispettivamente, e dunque converge assolutamente, e quindi semplicemente, per confronto asintotico con la

serie convergente
oo

1
>
n=1

Per 0 < z < 1/2 la convergenza semplice si puo anche dedurre dal criterio di Leibniz.

Esercizio 3 Risolvere ’equazione
227 + 27° = 4Tm(i2)

e disegnarne le soluzioni sul piano di Gauss.
Svolgimento. Poniamo z = p(cos @ + isinf). L’equazione diventa

2p3 cosf = 4pcosh.

Dunque, p = 0, cioé z = 0, oppure
p*cosf = 2cosb,

vale a dire p? = 2, 0 z = £pi, p > 0. Concludendo, I’ insieme delle soluzioni sul piano di Gauss ¢ I'unione
della retta verticale per l'origine e il circolo di raggio /2, rappresentati in figura 68.

Esercizio 4
a) Calcolare il limite

(4cosz — a)? — 42*
lim YR
2—0 x4 sin® x

al variare di o € R.
Svolgimento. Il denominatore ¢ asintotico a 2% per 2 — 0. Il numeratore: si ha, per z — 0,

4

(4cosz —a)? —dat = (4 —a — 227 + % —|—0(x4))2 — 42t
_J4—a+o(1) per a # 4
| 4at - M — 4zt 4+ 0(2%) pera=4

+0(

B —a—l—o(l) per o # 4
- 6)  per a = 4.
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Figura 68: Le soluzioni dell’esercizio 3 (Tema 1).

Si ha pertanto

lim
7—0 rtsin? x —2 pera=4.

A(cosz — ) —at {—}—oo per o # 4
3

Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

M

us

/03 2% sin(V/3z) da

al variare di a € R;

b) calcolarlo per a = 1.
Svolgimento. a) L’integranda g(x) € continua nell’intervallo di integrazione, escluso al pit il primo estremo.
Per x — 07 si ha

g(x) ~ V3zt3.

L’integrale ¢ convergente se e solo se ’esponente ¢ maggiore di —1, cioe se e solo se a > —%.
b) Si ha, con la sostituzione 3z = 2, che da dx = %tdt,

2

31
2 sin (V3x /t2smtdt
| (Var)de =375
2 ™ i
er parti :—<—t2005t’ —|—2/ tcostdt)
(per parti) 3\/3 ;

— 2/ sintdt)
0

(per parti) = FW + 3\7<

2
= %(ﬂz —4).

Appello del 9.07.2018
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TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z) =1log |2 — 363:”‘ .
i) Si determini il dominio D e si studi il segno di f;
ii) si determininio i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
ii) si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f, determinandone gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non e richiesta la derivata seconda;
iv) si disegni un grafico qualitativo di f.
Svolgimento. i) 11 dominio di f ¢ dato dalla condizione 3e3* # 2, cioe

log 2
D:&eRmmA%ﬁ}

Il segno di f & positivo se e solo se |2—3e3*| > 1. Elevando al quadrato si ottiene la disequazione equivalente

9e5% — 1263 +3 > 0.

Ponendo 3% = y e dividendo per 3, si ottiene la disequazione 3y? —4y-+1 > 0, che ha per soluzioni y < 1/3,
y > 1. Percio f(x) > 0 se e solo se

—log 3

<
=73

oppure x > 0.

In alternativa: se 2 — 3e3% > 0, si ha:

1 1 1 1
<~ = 2 < Zlog(z) = —= log3.

92 _ 3z 1 9 _ 3z 1
|2 —3e"| > 1 — 3 >1 <= e 3 3 3 3

Se invece 2 — 3e3* < 0:
1
p—3&ﬂ>1¢:>%M—2>1¢:e“>1<:>x>§mgmza
Percio f(x) > 0 se e solo se

—log 3
<
=73

oppure z > 0.

i) Si ha
lim f(z) = lim log(2— 3631) =log?2,
T——00

T——00

perché lim,_,_, e3* = 0, quindi la retta y = log2 & un asintoto orizzontale. Inoltre

lim f(z) = lim log (3e* —2) = +o0,

T—>+00 T—>+00
e
log (3e3% — 2 3z + log (3 — 2737
lim ﬂ: lim M: lim M: lim a;—l—og( ‘ )23,
x—+oo T z—+00 T z—+oo I T—+00 T
. _ — _9,73z) _
:BEI—POO f(x) — 3z zEI—II—loo log (3 2e ) log 3.

Quindi la retta y = 3z + log 3 & asintoto obliquo per x — 4o00.
Infine,
lim f(z) = lim logy = —o0,

log 2 y—0t
3

T—r
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R log 2 | . .
percio x = 0§ 3 ¢ un asintoto verticale.
(iii) Le regole di derivazione possono essere applicate in tutto D, perché il punto nel quale I'argomento del
g'(z)
g9(z)

modulo si annulla non appartiene al dominio. Ricordando che % log |g(z)| = dove g(x) # 0, si ha per
ogniz €D
937
/
log %

T Non ci

Siccome il numeratore & sempre positivo, f/(z) > 0, e quindi f & crescente, se e solo se x >
sono punti di estremo.
(iv) Il grafico ¢ in figura 69.

Jl

oL
fﬁ“““‘\““\‘
-1.0 ~05 r 0.5 1.0

oL

4L

Figura 69: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Risolvere la disequazione

\42Re(i> < Im ()

rappresentandone le soluzioni sul piano di Gauss.
Svolgimento. Notiamo prima che bisogna avere z # 0. Poniamo z = x + iy. Siccome, per z # 0,

1 z T — 1y T
Re( =) =Re(—=) =R = —
() () ( 22 ) EEk

la disequazione, per z # 0, & equivalente a

z <Im((z - iy)Q) =1Im (1:2 . 2izy) = —2uzy,

che a sua volta & equivalente a
z(142y) <0, z° +y* #0,

che ha per soluzioni I'insieme

1 1
<{(w,y) €ER:z>0,y<—}U{(z,y) R :2<0,y> —2}> \ {(0,0)}.
Le soluzioni sono in figura 70. NB: z = 0 ¢ da togliere!
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-4 -2 0 2 4

Figura 70: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 1).

Esercizio 3 Calcolare il limite )
i (log(l +2x)—logz — %)
im

T—r=+00 (1 — coS %)2 +e %

al variare di o € R.
Svolgimento. Per x — 400 si ha

1 1 1
log(H—av)—log;zc—g = log z+log (1—1——)—105;:10—g = ————g—i—o(—) =
x x x
Si ha percio, per x — 400,
N2
e[S o) s
o 1

<log(1 +z)—logz — —
x

Per il denominatore si ha

| L T G (5 ) L
— cos — e*=—+o0|—= e =—"+o
x 222 22 44

poiché e ™* = o (x%) per  — +o0o qualunque sia n > 0. Quindi si ha

i (log(l +x) —logz — %)2 +o0o  pera#1
im =
1 per a = 1.

ete0 (1 — cos 1)2 +e @

T

Esercizio 4 Studiare al variare di o € R la convergenza della serie

oo gan

E n arctan <> .
n

n=1
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Svolgimento. La serie € a termini positivi. Osserviamo innanzitutto che per a > 0 il termine generale non

N . . . . . . . an . .
¢ infinitesimo, in quanto lim,_,, 2*"/n = +o0, per cui lim,,_,, arctan (27) = 7/2, e quindi

20471
lim narctan <> = +00.

n—00 n

Quindi per a > 0 la serie diverge. Per a < 0 conviene usare il criterio del confronto asintotico, che dice
che la serie ha lo stesso carattere della serie

DI

Quest’ultima ¢ la serie geometrica di ragione 2%, che converge se e solo se 2% < 1, quindi se e solo se o < 0.

Esercizio 5 a) Calcolare una primitiva di
2

x
flw) = (22 +1) (22 + 2)
(sugg.: cercare una decomposizione dell'integrando del tipo ﬁ + x%Q)
b) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+oo o 2
/ log Tt dx.
0 ¥+ 1
al variare di o > 0.
c¢) Calcolarlo per o = 2.
Svolgimento. a) Si ha
2 _ A B _2*(A+B)+2A+B
(2 +1)(22+2) 22+1 2242  (22+1)(22+2)
da cui
A+B=1,2A4+B =0, cioe A=-1,B=2.
Percio

-1 2 1
/f(:n)d:n:/ 5 + — dx:—arctanx—l—/“d:n
(ZL‘ +1 = —1-2) (ﬁ) +1

——arctanx—i—\[/ ——arctan:c%—\@arctani—kk,ke]l%.
2 + 1 V2
b) L’integrando ¢ continuo in [0, 400, per cui bisogna controllare la convergenza dell’integrale solo per
x — +00. Siccome 'integrando & positivo, usiamo il criterio del confronto asintotico. Si ha
@+ 2 2 1 1 1

log o7 =log (14 22) ~log (14 2) = 2+ o(55)
per x — +oo. Quindi l'integrale converge se e solo se a > 1.
c) Integrando per parti risulta

“log o2 22420 [© 24 120(2? + 1) — 20(a? + 2)
log — dm:xlogi - | x> : . dx
o i+l o a?+2 (z2+1)
242 € —212
=cl dz = [tenend to del calcolo fatto i
clog ——— 211 /0 (2 +2)(2 + 1) T [tenendo conto del calcolo fatto in a)]
2
+2 c
=clo + 2( — arctan ¢ + V2 arctan —)
S +1 /2
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Percio

+oo 2 9 P 9
/ log 352 + dr = lim [ clog 02 + + 2( — arctan ¢ + v/2 arctan i) — W(\@ ~1),
0 441 c—+o0 2 +1 V2

in quanto

lim clog SF2 — Ly (1) =0
C—igloocogCQ—i—lic—glooc 2TNa2) T

Appello del 17.09.2018

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z) = {6_;(2‘$|_3) per x # 0

0 per z = 0.

i) Determinare il dominio D, le eventuali simmetrie e studiare il segno di f;

ii) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non e richiesta la derivata seconda;

iv) studiare la continuita e (facoltativo) la derivabilita di f (in particolare in x = 0);

v) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. i) D = R, ovviamente e la funzione ¢ pari. Si ha

3
f(z) >0 seesolose |z|> 5 oppure z = 0.

D’ora in poi studiamo f per x > 0.
ii) Si ha
lim f(z)= lim e_%(Qx —3) = +oo.

r—r—+00 T—-+00

Per il calcolo dell’asintoto si ha

20 —
lim & = lim e_% r=3 =2
r—+oco X Tr—+00 xX

T—+00 T—r+00 T—+400 x

lim f(z)—2z= lim (233(67% -1) - 367%> = lim <2x< - % + 0(1)) — 3ei> = -7,

per cui la retta y = 2z — 7 € asintoto obliquo per x — +oc. ,
iii) Per & > 0 si possono applicare le regole di derivazione, dato che si ha f(z) = e”= (2z — 3). Percio

2 2

Tz 2e =

2e
f/(x):2€_%+ 2 (2x —3) = 2 (x® + 22 — 3).

Si ha pertanto che f’(x) > 0 se e solo se 2 + 2z — 3 > 0, cioe (per > 0) se e solo se > 1. Pertanto
x =1 ¢ il punto di minimo assoluto, ed ¢ un minimo stretto, mentre x = 0 ¢ un punto di massimo relativo
stretto, in quanto f(z) < 0= f(0) per 0 < |z| < 3 (mostrato in (i)).
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iv) La funzione ¢ continua in ]0,+oo[ in quanto composizione di funzioni elementari. Per studiare la
continuita in 0 bisogna calcolare

lim f(z) = lim e_%(Qx—B) =3 lim ez =0= £(0).

z—0t z—0t z—0t

Pertanto f e continua anche in x = 0. Per studiare la derivabilita in = 0 si puo calcolare il limite

2 2
2e @ 2¢ @
¢ (22 422 —3) = =3 lim c

z—0+ x2

lim f(z) = lim
x—>0+f( ) z—0t 2

=0

per il noto confronto tra esponenziali e potenze. Pertanto f & derivabile anche in x = 0 (e la derivata ¢
continua anche in z = 0).
v) Il grafico di f € in figura 71.

Figura 71: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Sia
Py(2) = A — 4iz + 2i2* + 2.

Determinarne Ag € C in modo che z = —2i sia uno zero di P,,. Risolvere poi I'’equazione
P Ao (Z) =0

esprimendone le soluzioni in forma algebrica.
Svolgimento. Py(—2i) = A\ —8 — 8i + 81, da cui Py(—2i) = 0 se e solo se A = 8. Il polinomio di cui trovare
gli zeri & dunque Py, (z) = 8 — 4iz + 2iz2 + 23. Siccome 2z = —2i & uno zero di P, P ¢ divisibile per z + 2i
e si ha, in particolare,

Py, (2) = (2 + 2i)(2* — 40).

Le altre soluzioni dell’equazione Py,(z) = 0 sono pertanto le due radici quadrate di 4i = 46’%, cioé sono

+2¢'5 = +£v/2(1 +1).

Esercizio 3 Discutere al variare del parametro reale a la convergenza della serie

o)

Z log(n + sinn)
nz +2

n=2
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Svolgimento. La serie & a termini positivi e si puo quindi usare il criterio del confronto asintotico. Si ha
log (n + sinn) ~ logn per n — oo,

perché
sin 1
logn + =22 —i—o(—) .

n

log (n + sinn) logn +log (1 + %)
lim ——= = lim

n—00 logn n—00 logn n—00 logn

Inoltre
1 1

ns +2 ns

La serie converge percio se e solo se converge la serie

(e 9]

Z loga .

2
n=1 n

Quest’ultima converge se e solo se § > 1, cio¢ se e solo se a > 2. Infatti, se § < 1, il termine generale

della serie & > % e quindi la serie diverge. Se invece § > 1 e scelgo 1 < 8 < §, allora, per n — oo,
logn ( 1 )

a =0\—73 9
nz nﬁ

logn

dal limite fondamentale

lim
n—oo N7

=0 per ogniy >0

. o0 1
e la serie ) 7, =5 converge.
Esercizio 4 Calcolare al variare di & € R7 il limite
. z — sinhx — ¢
lim 5 .
z—=0% cosx — 1 + 23 logx

Svolgimento. Si ha, per z — 07,

3 —x® se a < 3
x—sinhx—xa:—%+o(:c3)—xa~ —%x?’ sea=3
—%3 se a > 3
2 2 2
x x x
cosa:—1+x§logx:—?+0(x2)+x%logx:—?+0(x2)N—E
in quanto
7
. z3logx . 5 B
mg%leT_xgHOlJr\/Elogx_o
Quindi,

) 400 sea<?2

) x —sinhx —
lim - =42 se =2
=0 cosz — 1 + 23 logx

J

se o > 2.

Esercizio 5 Dato l'integrale

N

o .
z2 arcsin 222 dz,
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a) studiarne la convergenza al variare di o € R;
b) calcolarlo per oo = 2.
Svolgimento. a) L’integrando g(x) = #2 arcsin 222 & positivo, per cui si pud usare il criterio del confronto

asintotico. Si ha, per x — 0T,
g(w) ~ 22212,

per cui I'integrale converge se e solo se § +2 > —1, cioe se e solo se a > —6.
b) Si ha

1 2 1 1 5
V2 . 2 N . 212 V2 T 4x
xarcsin 2z“ dxr = (per parti) — arcsin2x — / ———dx
/ ( ) 2 ‘0 0 2 /1 — 4%4

0
23 7T+\/1—4:U4‘% T 1

T /\}5
= - — —_——dr = —
8 o V1-—4xt 8 4

<)
(0.0]
= |
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2.3 Ulteriori esercizi (a cura di C. Sartori)

FUNZIONI
Esercizio. Determinare, al variare di A > 1 il numero di soluzioni dell’equazione

2\ =g,
Soluzione. L’equazione (che ha la soluzione \) ¢ equivalente a
zlog A = Alogx.

Posto f(x) = xlog\, g(z) = Alogz, si ha f/'(z) = log A, ¢'(z) = % e quindi le due funzioni sono tangenti
se

zlog\ = Alogx

log A = %

Si ricava A = Alogx cioe z = e e quindi log A = % da cui A = e. La funzione logz ¢ tangente alla retta

y = 10%\)‘36 se A = e. Il coefficiente angolare della retta ha un massimo per A = e e quindi confrontando il
grafico di log z con quello della retta y = lof’\m si ottengono sempre due soluzioni VA > 1. Per A = e si ha

una sola soluzione.

Esercizio Data la funzione f : R — R definita da
f(x) = 32" 4+ 4(2a — a®)2® — 12a32* + d°,

dove a > 0 € un parametro fissato. Determinare

a) 1 punti di massimo e minimo di f e i valori di f in tali punti;

r = —2a, a® punti di minimo; x = 0 punto di massimo; f(—2a) = —16a* —16a®+a®, f(a?) = —a®—4a"+a"
f(0) = a®.

b) i valori di a per cui I'equazione f = 0 ha 2 zeri positivi;

Basta imporre f(a?) < 0 che implica a > —2 + v/5;

c) i valori di a per cui I'equazione f = 0 ha non piu’ di uno zero negativo;

Basta imporre f(—2a) > 0 che implica a > 8 + /80.

d) i valori di @ > 0 per cui f & convessa.

a=20

Esercizio. Determinare, al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

1
1= /2] = A

10(1 + z2)

Soluzione. Studio la funzione f(z) = m + ‘1 —/ |:UH e pari e quindi basta studiarla per z > 0. Si
ha f(0) = %, limg y100 = +00 €
—2 1
1N 10(1+§2)2 — 5y 0<z <1
fl(@) = —2z ., | >1
01+20)2 T 2z ¥~ 4

f & decrescente in (0,1) e crescente in (1,400, quindi z = 0 € punto di massimo relativo e x = 1 & punto
di minimo assoluto. Il grafico & porta alle soluzioni
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121

A<
A=
L X< L 4 soluzioni
20 > 7S 10 2RO
A= 1—? 3 soluzioni
A > %0 2 soluzioni.

nessuna soluzione
2 soluzioni

&-8-

Esercizio Data la funzione
f(z) = 423 — 4az?® + o’z — 1,
determinare per quali valori di a > 0
a) f(z) ha esattamente tre zeri;
b) tali zeri sono tutti positivi.

Soluzione.

a)
a a
T =—.

2’ 6
r = § & punto di massimo e x = ¢ & punto di minimo. Per avere tre zeri si deve imporre f(§) <0 <

fl(x) =122 —8ar +a*> =0 <= =

a > : 3
f(§) che ¢ verificato se e solo se a > R
b) Poiche f(0) = —1 < 0 per 0 < x < g c’@ uno zero, cosi’ come ce ne ¢ uno in (g, § e infine un terzo

per z > § dato che lim; 1o f(x) = +00.

Esercizio. Data la funzione

fa(z) = 2% —az?, a>0,

calcolare sup{ fy(x), * > 0} e inf{fa(x), x > 0}, specificando se sono massimo o minimo.

Soluzione.
a>2 = EI_’I} fa(‘r) = too = sup{fa(x), x> 0}§

a<2 = lim fu(z)=—o0=inf{f,(x), z> 0}

T—r+00

Siha fi(z) = a2z ! —2a2 =0 <= 2z =0, 252 se g # 2. 952 & di minimo se ¢ > 2, di massimo se
a < 2. Quindi
a 2
a>2 = min{f,(z), x >0} =2a-2 — q2a-2;
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a<?2 = max{fa(x),a:zo}ZQﬁ_@ﬁ;
a=2 = max{fa(z), z >0} =0.

Esercizio. Studiare, al variare di A € R, il numero di soluzioni dell’equazione

—e" 4 etz — 1| =\
Sol. Studio la funzione
f(x) = —e" + etz —1].
Domf =R. lim f(z)=—-o00, lim f(z)= +oo.
Tr——00

r—r-+00

, _ —e® +et, perz>1
f(m)—{ —e® —et, perz< 1.

C’¢ un punto di max in (4,2e*) e un punto di min. (angoloso) in (1, —e). Quindi

200 —

50

_s0 -

—100 b

A> 2t A< —e 1sol,
—e <A< 2 3sol,
A= —e 2¢* 2sol.

Esercizio. Sia
r+8

x+4°

f(z)=In(x +4)+
e (Calcolare gli intervalli di concavita e di convessita di f sul suo dominio naturale.
e Individuare il massimo intervallo A contenente —3 dove f risulti invertibile.
e Sia g la funzione inversa della f ristretta su A. Calcolare ¢'(f(—3)).
SOL. Domf = {x > —4}. f'(z) = z/(4+ )%, f"(z) = (4—z)/(4+ )% Si ha f'(z) > 0 per -4 < x < 4

e ivi la funzione & convessa, per x > 4 concava. Il max intorno di —3 in cui f & monotona (decrescente) e
quindi invertibile ¢ —4 < 2 < 0. Si ha f(-3) =5, e




FUNZIONI INTEGRALI

Esercizio. Studiare la convessita e concavita della funzione
xT
F(x) = / g(sint)dt, x€R,
2
dove g & una funzione derivabile in R e tale che ¢'(z) < 0.
Soluzione Si ha

F'(z) = g(sinz), e F"(z) = ¢'(sinz) cos z,

da cui 3
F'"(z) >0 <= cosz <0 < g+2K7r<x<§+2K7r

per K intero; nell’unione di tali intervalli F' & convessa, e nel complementare € concava.

Esercizio. Studiare la funzione

F(z) = /Ow wdt,

arctan(1 + ¢?)

specificando, in particolare, gli intervalli di crescenza e decrescenza.
Calcolare lim,_, o F(x) e lim,_,_o, F(z) e tracciare un grafico qualitativo.

Soluzione. Si ha F'(z) = U0 ¢ Fi(2) > 0 «= -1 <2 <3 limy o F'(a) =
lim, oo F'(z) = —o0, da cui si ricava F'(z) < —1 per |z| > M e quindi lim,_, - F(x) =

lim, o F(x) = +00. Esercizio. Determinare per —% <z<1,

y

20+

-20+

Flz) = /O "ot dt

dove [z] indica la funzione parte intera di z.

Soluzione.
Si ha . .
f010dt:0 perO0 <z <3
F(z) = ffO—{—f?ldt:w—%, per; <z <1

Jy —ldt=—z, per—3 <z <0.
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Esercizio. Determinare se

ha un asintoto per x — 400 e, in caso affermativo, calcolarne il coefficients angolare.
Soluzione. Si ha F(x) — —oo per x — +o00, Inoltre usando la regola di De L’Hospital si ha lim, —

+oof®) — 1. Si deve dimostrare che lim, oo F(x) + 2 # +00. Si ha per x > 0

x
:”\cost\ o1
0< dt = <

LIMITI

Esercizio Calcolare i seguenti limiti (il terzo al variare di o € Q),

6 6 n!
z° -3 . 1
t g =t (14 5) =1

+oo sea<2/3
(0% (0%
i YEETEVE o VETETEVE ) o

z—0t \/>+ 2 :L‘—>0+ \3/5 0 sea> 2/3

2) a) Determinare un polinomio P(x) di grado al piu due tale che

lim (sinx)? — P(x)

=0.
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b) Calcolare, al variare di o € R,
lim n® ({Lf — %)
n——+o0o

dove a > b > 0 sono due numeri fissati.
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Sol. a) Per la formula di Taylor si ha, detta f(z) = (sinz)?

P =1 () () -+ () -

f(z )—QSIH.’L'COS.%‘ . =0,

2

f"(x) = 2(cosz)? — 2(sin ) Q‘x = -2
2

Da cui

P(m):l—(x—g)2.
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da cui per confronto si ricava subito che
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Esercizio. Data la funzione f : R — R definita da
f(z) = 32% + 4(2a — a*)2® — 12a32* + o,

dove a > 0 € un parametro fissato. Determinare
a) 1 punti di massimo e minimo di f e i valori di f in tali punti;
r = —2a, a® punti di minimo; x = 0 punto di massimo; f(—2a) = —16a* —16a®+a®, f(a?) = —a®—4a" +a"

f(0) = ab.

b) i valori di a per cui I'equazione f = 0 ha 2 zeri positivi;
Basta imporre f(a?) < 0 che implica a > —2 + v/5;

c) i valori di a per cui 'equazione f = 0 ha non piu’ di uno zero negativo;
Basta imporre f(—2a) > 0 che implica a > 8 4+ /80.

d) i valori di @ > 0 per cui f & convessa.
a=20

Esercizio Calcolare il seguente limite

arctan (%)
lim

20t eS0T — cos(y/x) — S

SOL.
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