Correzione II Appello 17 luglio 2009

o Esercizio su derivabilita.

1.
Fan((C = C) v =C)

¢ derivabile in LI e quindi in LC ad esempio come segue

ax-id

cHC
FCW}CM?‘\I; re
—re;
F(C —C) Vv =C )
((C —=C)YV ~CYFL i
Fea((C—C)v -C)

1—Te

_F

x|

H&(M — ~H) F —M

e derivabile in LI e quindi in L.C ad esempio come segue

ax-id - AX g1
M+M  H-HFL

HM— HMFL

HM->-HF-M
H&(M — —H)F =M &~

S

de( A(z) V B(z)) F Jx A(x) v Jx B(x)

¢ derivabile in LI e quindi in L.C ad esempio come segue

ax-id ax-id
Az + Alx) B(z) F Blx)
Alxy - Jo Alx) e Vore B(z) + 3z B(x) e Vot
Alz) 3z A(z) v Hz B(x) e A(x) b 3z A(z) v Fx B(z) y ;02

A(x) v B(x) - dz A(x) v Ja B(x)
Je(Alx) v B(x)) -z A(z) v Jz B(x)

ove lapplicazione di 3—F & possibile perche x non ¢ libera nel resto del sequente.

4-F

Bde dy dz (e=y&y=2)

¢ derivabile in L1 e quindi in LC come segue:

= -ax = -ax
Fr=x Fao=x

&—F

Fr=zs&e=2x 1o

Fdz(z=akar=2z) 5
Fdy z(e=y&y==2) ;
e dy dz (z=y&y=2) e

re

| Attenzione a non usare variabili vincolate con F-re:
per esempio NON si puo sostituire 2 con y nel primo passaggio



Faydz(y=y&y=2) T e
Fdrdy R (z=yky=2) NOOO!

¢‘e cattura di variabile libera, vedi lezione]

ot

FVaVy (2 =y&a#y)

NON e derivabile in LC e quindi nemmeno in LI

Per dimostrarlo mostriamo che
VeVy (z=y&a#y)FL
& derivabile in LC colne segue
“~aXgrl
r=xxrFrkL
r=z&z#az kLl
Vy (z=y&az#y)rl
VeVy (z=y&a#y)tL

&S
V—re
Y—re

ricordandoche x £ 2 =~z =2 =z =2 —L

Chiamiamo m; tale derivazione.

Ora se esistesse una derivazione mo di + Vo Vy (z = y&a # y) otterremmo che in LC &
derivabile il falso, in quanto in LC con composizioni, equivalente a LC, si otterrcbbe una
derivazione del falso come segue

7T T

FVzVy (z=y&ax#£vy) YeVy (z=y&as#y)rL
L

compy,,,

Ma sappiamo che LC & consistente ovvero non deriva il falso e dunque avendo trovato una
contraddizione dalla supposta esistenza di w2 si conclude che la derivazione w3 NON esiste.

e [’esercizio di formalizzare in sequente alcune argomentazioni si svolge come segue:

1. L’argomentazione
Chi dorme non produce.
Chi non dorme e stanco.
O uno @ stanco o non produce.

ove si consiglia di usare:
D(x)= x dorme

S(x)=x & stanco

P(x)= x produce

si formalizza come segue:

Vo (D(x) — —=P(z)), Vo (-D(z) — S(z)) -V (S{x) v -P(x))

e si puo derivare in LC, ad esempio come segue:



ax-id ax-id*

D(z) - D(x) —P(x) F S(x),~P(x)

D(x) — ~P(x), D(z) b S(x), ~P(x) ﬁj};m
D(w) = ~P(a) b D). S@), ~Pl) axid”

Vo (D(x) — =P(x)) F ~D(x), S(x), ~P(z) S(2) - S(x), ~P(x)

-D{x) — S(x),Ye (D(z) — -P(z)) F S(x), ~P(x) .
Vo (D(x) — ~P(x)),~D(z) — S(z) F S(z), ~P(z) v e
Vo (D(z) — —=P(x)),Yo (=D(z) — S(x)) F S(x), =P(z) VoD
Va (D(z) — =P(x)), Yo (=D(x) — S(z)) F S(z) v -P(x) VoF
Vo (D(x) — =P(z)),Ve (-D(z) — S(z)) FVz(S(z) v -P(z))

— —T€.

Ma il sequente sopra NON ¢ derivabile in LI, Per mostrarlo basta ricordare che per il teorema
di sostituzione se esistesse una derivazione 7 di

Vo (D(x) — —P(x)), Vo (=D(z) — S(z)) bV (S(x) vV -P(z))
allora esisterebbe una derivazione n[D(z)/A, P(x)/-A, S(x)/—A] del sequente

Vo (A — —=A), Vo (~A — =A) Vo (=AY ——A4)

ottenuta sostituendo in 7 la formula D(z) con una COSTANTE PROPOSIZIONALE A che
non dipende da x e sia P(z) che S(x) con —A.
Ora si noti che

aXsxl

A, AL

Ak -=A
FA— -4
FVe (A — ——A)

e una derivazione, diciamo 7y in LI, (visto che  non compare in A si puod applicare senza
problemi V-F).
Parimenti si ottiene una derivazione 7o di

— —F
V—F

ax-id
-AF-A
F-A4— -4

FVr (A — -A)

> —F
Y-F

Inoltre si ha pure la derivazione

ax-id
“AV A -AV -4

Vi (CAV AV F oAV A

re

Allora componendo si otterrebbe una derivazione in LI con composizioni del tipo

7l D) /A, P(r) /A, S(r) A .

' Vo (A v v AY, Ve (A e A B Ve (A Y amA )

T ( AV AT AN e

Y (A = wnA) Ve (A s mA) oAV A

. e (A e A )
COMP g p

Vi (A e m Ay AV enA

B (A s A

COmp, p

3

COMP,f



Ma cid non & possibile perche non esiste in LI una derivazione di - —A Vv —=A ( e quindi
neppure in LI con composizioni in quanto equivalente) poiche per il principio di disgiunzione
¢i sarebbe una derivazione di - =4 o di F =—A. Ma né F —A e né - ~—A sono derivabili in
LI perché non lo sono neppure in LC. Infatti le loro tabelle di verita danno valore 0 nel primo
caso con A = 1 e nel secondo con A = 0.

Dunque il sequente iniziale non & derivabile in LI, in quanto dall’assunzione della sua deriv-
abilita siamo giunti ad una contraddizione.

. L’argomentazione

Se uno & mite e gentile allora ¢ amabile.

Se uno non ¢ gentile allora non & amabile e neppure mite.

ove si consiglia di usare:
M(x)=x & mite

G(x)=x & gentile
A(x)=x & amabile

si formalizza come segue:

Vo (M(z)&G(z) — A(z)) F Vo (~G(z) — ~A(x)&-M(z))

e NON @ derivabile in LC e quindi neppure in LI, poiche se esistesse una sua derivazione, dici-
amo 7, in LC, per il teorema di sostituzione allora esisterebbe una derivazione n[M (z)/ P, G(x)/Q, A(x)/ 5]

Ve (P&Q — S) F VY (~Q — ~S&-P)

ottenuta sostituendo in 7 le formule M (), G(z), A(z) rispettivamente con COSTANTI PROPO-
SIZIONALI P,Q, S che non dipendono da z.

Ora si noti che
ax-id
P&Q — S+ P& — S
v
P&Q — S+ Vz ( P&Q — 5)

¢ una derivazione, diciamo m; in LI, (visto che 2 non compare in A si puod applicare senza
problemi V—F).
Parimenti si ottiene una derivazione ns di

-F

ax-id

“1(2 3 "IS&_‘TI’) }‘—‘ '1(2 - -ﬂS&"\P
Vi (-0 = S&-P)F-Q = 5GP

re

Allora componendo si otterrebbe una derivazione in LC con composizioni del tipo
©[M(z)/P,G(z)/Q, Alx)/S]

U}

FYE (PRQ=S) y (PeQ — 8)F Va (<Q — ~S&-P)

P&Q — St Yz (-Q — ~S&—P)

compg., ™2

Vo (—Q — ~S&=P) b =Q — =S&-P
P&Q — S F ~Q — ~S&—P

oy’

Ma in realta il sequente

P&Q — S+ —Q — ~5&~-P

NON & derivabile in LC. Infatti ispezionando le tabelle di verita delle formule coinvolte, se
si pongono i valori P =1, @ = 0 ed S = 1 allora P&() — S risulta di valore 1 mentre
=) ~» =S&~P di valore 0 e dunque

~(P&Q — S) V (~Q — ~S&~P)



assuine valore 0.
Dunque il sequente iniziale NON & derivabile in LC in quanto dall’assunzione della sua deriv-
abilitd siamo giunti ad una contraddizione.

o L’esercizio di formalizzare la seguente argomentazione in sequente e derivare quest’ultimo in LI:

Franco é venuto ad una sola riunione.
Franco e venuto all’ultima riunione.

Franco ¢ venuto alla rinnione del 10 giugno.
L'ultima riunione e quella del 10 giugno.

ove si consiglia di usare:

V(x,y)= x & venuto alla riunione y
u=ultima riunione

d=riunione del 10 giugno
f=Franco

si puo svolgere come segue:
una sua formalizzazione risulta essere
Jy V(fiy) &V Yy (V(Ly)&VI(fye) =y =), V(Fu), V(I d) Fu=d

che e derivabile in LI ad esempio come segue:

ax-id* ax-id*
V(fu), V(F.d) FV(fu) V() V() V(fd) - -
V({f,w),V({f,d) - V(f, )&V (f,d) v dbu—d
V(£ )&V (f,d) = u=d V(fu),V(fid)Fu=d e
V(L V(LD V(IFW&V(fd) —u=dbtu=d
V(fu) V(L d) Yy (VI )&V(fye) > w =) Fu=d _\;‘:m
V(fu), V(f.d),Yy Yy2 (V(Fy)&V(fiye) =y =1y2)Fu=d ] &ty

V(fou), V(f,d), 3y V(f,y) &y Yy (V(Fy)&V(fy2) =) Fu=d
Iy V(Fy) &V Yy (V(IFy)&V(Fye) = =), V(fu), V(ILd) Fu=d

o L’esercizio di derivazione in aritmetica di Heyting HA= LI + comps, + compg, si pud svolgere
come segue:

SCen

- 8. FVa (s(z) = s(5) — x =5) si puo derivare ad esempio come segue:

ax-id
s(z)y=35(b) vz =5Fs(z)=358) —»x=5
‘ V—re
Vy (s(z) =sly) —z=y) b s(z)=30b)—z=5 e
Ve Vy (s(z) =s(y) wxz=y) bk sz) =s(5) »x=5 \/~;e

- Ax 2. Ax 2. FVx (s{x) =8(2) w2 =35)
FVre (s(z)=s(b)—>2=5)

COMPyg,.

Papplicazione di V—F & possibile perche x non compare libera nella premessa.
- 9. F0 =40 si puo derivare ad esempio come segue:

sym™
4.0=0t+0=4-0 .
Ve (2-0=0)F0=4-0 gjier
F Ax 5. Ax5. FH0=4-0 (:onli)zm
F0=4-0 )

[



- 10. FVx (2 =7 — s(zx) = s(7)) si pud derivare ad esempio come segue:
of
z =Tt s(z) = s(7)
—h
Fr=7—s(x)=s(7)
BVr (=7 s(x)=s(7))

-F
v—-F

Papplicazione di ¥—F & possibile perché 2 non compare libera nella premessa.

- 11. 541 = 6 si puo derivare ad esempio come segue:

T w2

F54+1=25(5+0) Fs(5+0) = s(b)

FH5r1=6 o
ricordando che 6 = s(5), ove 7y & la derivazione seguente:
ax-id
541=s(5+0)F5+1=s(5+0)
V—re

Vy (5+s(y) =s(b+y))F5+1=35(5+0)
FAx4., VaVy(z+sly)=slz+y))Fd+1=s(5+0)
F5+1=s(510)

V—re
COIP,,,

ricordando che 1 = 5(0), mentre w € la seguente derivazione

cf”
5+0=>51 s(h+0) = 5(5) y
FAX3. Vo (240=2)Fs(B+0)=s(b) o
compy,,,
Fs(b+0) = 5(5)
- 12. 5.1 = 5 si puo derivare ad esempio conie segue:
K] o)
F5.1=5-0+5 F5.0+5=5
F51=5 et
ove m; € la derivazione seguente:
ax-id
51=5-04+5F5-1=5-0+5
Y—re

Vy (5-s(y)=5-y+5)F5-1=5-0+5 Y
FAx6. Yz Vy(z-s(y)=z - y+2)F5-1=5-0+5 e
compy,
F5-1=5-0+5

ricordando che 1 = 5(0), mentre 7 & la seguente derivazione

3 T4

F5.0+5=0+5 FO+5=5
F5-0+5=5

tr—r

ove 73 € la derivazione seguente:



= -ax

FO+5=0+5

sym* 0=5.0r5015=015
50=0F0=5-0
COMP,,
50=0F5-045=0+5 Ve re
F Ax 5. Ve (z-0=0)F5-04+5=0+5 )
comp,,
F5.0+5=0+5 V
mentre 7, € la derivazione seguente:
5 g
FV2O0+a=2x Ve (0+a2=2)F0+5=5H
F0+5=5 e
ove g € la derivazione seguente:
ax-id
0+5=5+0+5=5
V—F
Ve (0+ax=2)F0+5=35
mentre s e la seguente derivazione ottenuta usando Passioma di induzione:
w7
ax-id

: Ve (0+zx=2z)FVe (04+2z=u1a)
FO+0=0& Ve (0+z=10—0+s(z)=s(x))

F Ax TA(x) = 0oz Ax 7.4 (x) = O0fa=z = VT (O+z=2x)
FVe (04+z=ux)

Compy,
ove posto
Ax Tamy=042=2 = 040=0& V2 (0+2=0—-0+s(x)=s(z)) =V (0+2z=20)
pol 77 € costruito come segue:
] g

FO+0=0 Fve (0+x=a— 0+ s(z) = s(z))

FO4+0=0& VY2 (0+2=2—04s(z) = s(z)) b-F

ove g € la seguente derivazione

ax-id
0+0=0F04+0=0
FAx3.  AxBF040=0 o0 "
: “OMP gy
F0+0=0

—+ —Tre



mentre mg & la seguente derivazione

F Ax 4. Ax 4. F 0+ s(z) = s(0 + z)

ax-id
0+s(z)=s(0+xz)F0+s(z)=s0+x)
Yy (04 s(y) = s(0+y)) 0+ s(z) =s(0+x)

COmpPy, cf”

FO0+s(z) =s(0+x) O+r=uks0+2)=s()

— —F
V—F

O+z=at0+s(z) = s(z)
FO+z=2—0+s(z)=s(x)
FVz (042 =2 — 0+s(z) = s(x))

ove Vapplicazione di ¥V—F & possibile perché x non compare libera nella premessa.

e Siano T}

tre

e Tt

. le teoria ottenute rispettivamente estendendo LI e LC con composizioni dx e sx

con la formalizzazione dei seguenti assiomi indicata a fianco ove si consiglia di usare:
T(z,y)= x & persona nello scompartimento y del treno

P(x)= x ha pagato il biglietto

p=primo scompartimento

s=secondo scompartimento

g=Giuliano

a=Angela

c=il controllore del treno

- Axl.

- Ax2.

- Ax3.

- Ax4.

- Axb.

- Ax6.

- AxT.

- Ax8.

Angela € nel primo scompartimento
T(a,p)
Non si da il caso che nel secondo scompartimento non ci sia nessuno.
-3z T(z,s)
Nel primo scompartimento c¢’e’ il controllore del treno.

T(c,p)

11 controllore del treno non ha pagato il biglietto.

=P(c)
Angela ha pagato il biglietto.

P(a)
Giuliano non & (uguale ad) Angela.

gFa

Giuliano é nel primo scompartimento del treno.

T(g,p)

Nel primo scompartimento ¢i sono soltanto Giuliano e Angela.

(T(9,p)&T(a,p)) & Yy (T(y,p) ~y=gVy=a)

tr —r



- 9. Non si da il caso che nessuno sia nel primo scompartimento. (in 77,.,.)
~=Jdz T(x,p)
si puo derivare in 7}, ad esempio come segue:

ax-id
T(a,p) - T(a,p)
T(a,p)F 32 T(w,p) =

"3z T(x,p), T(a,p) FL :C”“"
T(a,p), 3z T(x,p) -1 S}
FAx 1. Ax1.b-——3z T(z,p)
: compy,,
b e Tla, p)
- 10. Nel secondo scompartimento ¢’e’ qualcuno. (in Tf..)
Ja T(x, s)
si puo derivare in Tf,.. ad esempio come scgue:
T-aXdr2
T Tz, s), e T(x, 8) g
- Ax 2. Ax 2.+ 32 T(x, ) R
comp,,

Fde Tz, s)

- 11. Angela non & (uguale al) controllore del treno. (in T}..)

a#c
si puo derivare in T}, ad esempio come segue:
cp*
Pla),a =ct P(c)
“—re
~P(e), P(a),a =chkL P
FAx 5. =Ple),Playrase C;;p
FAx 4. Axd. Fa#c 5
: comp,,,
a s e

- 12. Se Angela fosse (uguale al) controllore del treno allora sarebbe P'unica persona nel primo
scompartimento. (in 7},.)

a=c—T(a,p) &Yy (T(y,p) »y=a)

si puo derivare in 77, ad esempio come segue:

—~aXgz2
a#ca=ckT(ap) &y (T(y.p)—~y=a) e
o
11, 1l.Fa=c—T(a,p) &Yy (T(y,p) »y=a) comp,

Fa=c— T(a,p) &y (T(y,p) —y=20a)

- 13. Giuliano & il controllore del treno. (in T}.,)

g=c



si pud derivare in T7., ad esempio come segue:
! tre
—=-ax
Fe=c
e Rt X 04
. c#telg=c —
a#c,c=alg=c

sym
as#tcc=gkhg=c
atcc=gVe=aklg=c

v—F

ax-id
—5 —Te

T(e,p) - T(c,p)
a#c,Tle,p) —c=gVe=aT(c,p)bg=c
SCy

V—re
c

3,11, T(e,p) —ec=gVe=alg=c
- &—rtey

3,1L,Vy (T(y,p) »y=gVy=a)bg=
3,118 Fg=c
comp.,

F 3.
11.,8.Fg=c
comp,,

F11.

8.tg=c
compy,,
Fg=c

F 8.

10



.

- Dare la definizione induttiva dell’insieme delle derivazioni di LY
Enunciare il loro principio di induzione.
L’insieme delle derivazioni di LY &

con connettivo V di LI

generato induttivamente come segue:
ax-id v
A 4 €Der(LY)

il
- 8¢ : € Der(LY) ca ¢ VI
' A(x)
"

'k A(z)
allora m V-F (z g VI(I"))
LB
- se € Der(LY)
A - ¢

my

< Der(LY).

LA FC v
allora T',Vz A(z) F C ° "€ Der(LY)
Il principio di induzione sulle derivazioni i LY ¢ il seguente:

Sia P(7) proprieta su derivazione 7 € Der(LY)
Se valgono le seguenti:

- caso base: P( leji ) vale
, , o
- caso induttivo: se P( : )valee z ¢ VL(I')
T+ A(z)
T
) vale.
allora P( Ik Ad) VF (g V) )
I'- Yz A(z)

10



[T w . .-
- caso induttivo: se P( : ) vale
LA FC.
L ST
o PCp gayic
V-re

el
T,vz Alz) - C ’,

allora P( ) vale per ogni derivazione di LY.

_ Dimostrare per induzione sulle

" uge '+ A & derivabile in IAd

Consideriamo la proprieta su una

derivazioni di LY che

allora sia I che A contengono almeno una formula”

derivazione 7 di L'V

P(n)= la radice di 7 ha sia premesse che conclusioni che contengono almeno uns formula

Ora, proviamo per induzione che vale su ogni derivazione 7 mostrando che vale sulle ipotesi

induttive:
ax-id

- caso base: P( AFA ) vale perche A & sia premessa che conclusione.

- caso induttivo: se P(
T

.y
allora P(

T+ VzA(z)

tificata e la premessa contiene

- caso induttivo: se P(

n

+ 'A(:c)

THA® | g (g VL)

1

) vale e x ¢ VL)

) vale perche la conclusione ha la formula quan-

per ipotesi induttiva una formula.

) vale

I, AR F C

1

allora P( r A(t:) Lo

AN
T.vz Alm) FC

Y-—re

tengono almeno una formula.

e L’equazione

T+AoBoC

si risolve come segue.

) vale perché sia le premesse che le conclusioni con-

sse AB-C

L’equazione suggerisce la regola di o-formazione da dx a sx

I'A,B+-C

FrAoBoC

F

e suggerisce una regola di o-riflessione implicita da sinistra a destra

T+AoBoC

o—ri

T,AB+-C

11

L2



* e« .,

Chiamiamo Lbr, la logica ottenuta con assioma identita

ax-id .
AFA
o e coi@pasié;ioni & destra e a sinistra L “;
" 'FA DATI'FB THIAT AFS
- . om COMPy;
LEEB TrE s Pas

. j,a.ssseme alla regola di o~formavlone ele regole di nﬂesslone 1mphcxt8,

Ora cerchiamo di ottenere una logica con regole belle che si semplificano dal basso verso I'alto. A
tal fine banalizziamo le premesse della riflession® implicitq ponendo I' = Ao Bo C M
otteniamo quindi gli assiomi derivabili in Lbr, come segue:

"ax-id
AoBoCkAocBo(C
AoBoC A B+-C

o—ri
Definiamo poi Laz, la logica ottenuta con assioma identita e composizioni a destra e a sinistra, la
regola di formazione per o e I'assioma

ax-o
AoBoC,ABV-C

Per costruzione vale chiaramente Lax, C Lbro.

!
Ora cerchiamo delle regole belle componendo con ﬁ assiom@eome segue

O-axX
AoBoC A B+C AT
com
AcBoCT.BFC Piz gy
COMPr
AoBoC INI"FC r"cr D

compg,

" AoBoC I\, D

¢ ora prendiamo questa regola come riflessione esplicita:

AT BRI T CHD
" AoBoCI\I"FD

—Tre

e definiamo la logica Lbe, ottenuta estendendo I'assioma identita e le composizioni a dx e a sx con
la regola di riflessione esplicita sopra e la regola di formazione per o.

Per costruzione vale chiaramente Lbe, C Laz, e per transitivith anche Lbe, C Lbr, ovvero la
regole della logica bella Lbe, seguono dall’equazione definitoria tramite composizioni.

Ora mostriamo che le regole della logica bella Lbe, sono potenti tanto quanto Lbr, e quindi sono
sufficienti a risolvere 'equazione definitoria tramite composizioni.

A tal fine mostriamo che Laz, C Lbe,
ax-id ax-id ax-id
AFHA B+ B cCHC
AoBeC A B-C

dice che P’assioma o-ax, & derivabile in Lbeg,. Dunque Laz, C Lbe, vale.

o-—re

12



& T

Ora mostriamo che Lbr, € Lazo

n
0-8X

Pt AoBoc A°BOGABFC
FABrC

COMPgx

dice che la regols o—ri & derivata in Laz.. i EERTE ‘ L

" Per transitivitd da Lbro C Lazo € LaZo C Lbe, si conclude che Lbro C Lbeo e qu'mdi‘ 1e”reg'(‘>lie

belle sono sufficienti per risolvere 'equazione definitoria in presenza di composizioni a destra e a

-ginistra.
* Dal fatto che vale pure Lbe, C Lbr, segue che le regole belle sono necessarie e sufficienti a risolvere

Yequazione definitoria data tramite composizioni.

' equazione sopra € risolvibile in LI con composizioni a destra e a ginistra senza aggiungere un
nuovo connettivo? & risolvibile in LC con composizioni a destra e a sinistra senza aggiunta di un
nuovo connettivo 7 (ovvero Pesercizio consiste nel dire se Ao BoC & definibile in LI con composizioni
e in caso positivo occorre mostrare che la definizione considerata di Ao BoC soddisfa in LI con
composizioni I'equazione sopra; lo stesso dicasi per LC).

Svolgimento: L’equazione sopra & risolvibile in LI con composizioni, e quindi pure in LC.

A lezione & stato mostrato che in LI con composizioni vale

. T,ABHC sse ILA4B+C
Poi, usando 'equazione definitoria della — si ottiene che vale

T, A4BFC sse '+ A&B - C
da cui mettendo insieme le due equazioni si conclude

TABHC sse T+ (A&B)—- C

ovvero si pud definere Ao Bo C = A&B — C.
Dato che le regole di LI sono regole derivate in LC allora A o B o C & definibile in LC come in LL
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