Correzione 111 Appello 10 settembre 2009

e Mostrare se i sequenti di seguito sono derivabili o meno in LI e LC:

1.
AVBF-B— —-A

non e derivabile in LC, e neppure in LI.
Per provarlo, basta vedere che nella tabella di verita di

~(AVB)V (=B — -A)

se si da valore 1 ad A e valore O a B allora AV B risulta 1, mentre =B — —A ¢ 0 e quindi
—(AV B)V (-B — —A) risulta di valore 0.

Fﬁﬁ(ﬁA \Y A)\/l

& derivabile in LI e quindi in LC ad esempio come segue

ax-id
AFA Y "
———F— V-Tez ax-i
AF-AV A ey
— —re
—-(-AV A) AL
~(=AV A)F-A ﬁfv .
—Ie; ax-1
“(mAVA)F-AV A Ll )
~(—AV A)FL e
Fam(mAV A)
-1
Fo(-AV A)vL 2
3.
2 C(z) vV C(z) F Jz (C(x)Vv L)
¢ derivabile in LI e quindi in LC ad esempio come segue
ax-id ax-id
C(x) F C(x) C(x) - C(x)
— — V-re - \/—re1
COrovl ], _C@rdevi
Cz)F 3z (C(z)v L C(z) F 3z (C(z)v L) v
32 C(x) F 3z (Cx)v L) = VaC(z) F Iz (Clx)V L) V_Y;

Jx C(x )\/VxC’(x) F3z(C(z)v L)

ove 'applicazione di 3—F ¢ possibile perche x non ¢ libera nel resto del sequente.

Fve(z=y& 1)

NON e derivabile in LC e quindi nemmeno in LI.

Per dimostrarlo mostriamo che

Ve(z=y& L)FL

¢ derivabile in LC come segue



id-ax

1F1L
r=y& 1F1
Ve(z=y& L)FL

&—req

—TIe

Chiamiamo m; tale derivazione.

Ora se esistesse una derivazione mo di -V (2 = y & L) otterremmo che in LC & derivabile il
falso, in quanto in LC con composizioni, equivalente a LC, si otterrebbe una derivazione del
falso come segue

2 1

FVe(z=y& 1) Ve(z=y& L)FL
FL

compy,

Ma sappiamo che LC & consistente, ovvero non deriva il falso, e dunque avendo trovato una
contraddizione dalla supposta esistenza di 7y si conclude che la derivazione mo NON esiste.

Fvz Jy (z=yVv 1)

¢ derivabile in LI e quindi in LC per esempio come segue:

=-ax
Frx==x
———— V—Te
Frx=xV L !
d—re

FIy(z=yVv 1)
FVeJy (z=yVv 1)

vV—-F

ove I'applicazione di V—F & possibile perche x non e libera nel resto del sequente.

e L’esercizio di formalizzare in sequente alcune argomentazioni si svolge come segue:

1. L’argomentazione
Chi legge molto sa molto.
Chi non legge molto non sa molto.

ove si consiglia di usare:
L(x)=x legge molto
S(x)=x sa molto

si formalizza come segue:

Vo (L(x) — S(z)) F Ve (-L(z) — ~S(x))

Tale sequente NON & derivabile in LC, e quindi neppure in LI, poiche se esistesse una sua
derivazione, diciamo 7, in LC, per il teorema di sostituzione allora esisterebbe una derivazione

w[L(z)/P,5(x)/Q]
Ve (P —Q)FVz (=P — Q)

ottenuta sostituendo in 7 le formule L(x), S(z) rispettivamente con COSTANTI PROPO-
SIZIONALI P, @ che non dipendono da z.

Ora si noti che

ax-id
P—-QFP—Q
P—-QFVYz (P—Q)

vV-F



& una derivazione, diciamo 71, in LC (visto che  non compare in P, @ si pud applicare senza
problemi V—F).
Parimenti si ottiene una derivazione my di

ax-id

V—re
Allora componendo si otterrebbe una derivazione in LC con composizioni del tipo
1 w[L(z)/P, S(x)/Q]

PoQFVs(P—Q) Va(P—Q)FVa(~P—-Q)
P Q- vz (=P = —-Q)

compg, ™2

Vo (=P — =Q) F =P — —Q

COIMP gy
P—QF-P——Q
Ma in realta il sequente

NON e derivabile in LC. Infatti ispezionando le tabelle di verita delle formule coinvolte, se si
pongono i valori P =0, @ = 1 allora P — @ risulta di valore 1 mentre =P — =@ di valore 0
e dunque

assume valore 0.

Dungque il sequente iniziale NON e derivabile in LC in quanto dall’assunzione della sua deriv-
abilita siamo giunti ad una contraddizione.

. L’argomentazione

Le persone che non amano gli animali approvano la caccia.

Giorgio non approva la caccia.
Giorgio ama gli animali.

ove si consiglia di usare:
A(x)= x ama gli animali
C(x)=x approva la caccia
g= Giorgio

si formalizza come segue:
Vz (-A(z) — C(x)), =C(g) F A(g)
e si puo derivare in LC, ad esempio come segue:

aXdz2 aXsy2

—C(g) F —A(g), A(g)  —C(g),C(g) F A(g)
—C(g), ~A(g) — Clg) - Alg)

~C(g),Yz (-A(z) — C(x)) F A(g)

Vo (=A(z) — C(z)),~C(g) = A(g)

— =5

V—re

ST

Ma il sequente sopra NON e derivabile in LI. Per mostrarlo basta ricordare che per il teorema
di sostituzione se esistesse una derivazione 7 di

Ve (=A(z) — C(x) ), ~C(g) F Alg)



allora esisterebbe una derivazione 7[A(z)/K, C(x)/—-K] del sequente

Ve (-K - -K),—-KFK

ottenuta sostituendo in 7 la formula A(z) con una COSTANTE PROPOSIZIONALE K che
non dipende da z e C(x) con —K.

Ora si noti che
ax-id
-KF-K
F-K — K
[ V$ (ﬁK — ﬁK)

— —F
v-F

& una derivazione, diciamo 71 in LI, (visto che x non compare in K si puo applicare senza
problemi V—F).
Allora componendo si otterrebbe una derivazione in LI con composizioni del tipo

Uyt

m[A(2)/ K, C(x) /K]

FVe (PR = oK)y (AK - -K), K K

—KEK
F-—-K—> K

compy,

F

Ma cid non & possibile perché non esiste in LI con composizioni (essendo equivalente a LI) una
derivazione della legge della doppia negazione ovvero di - ==K — K. Dunque il sequente
iniziale non & derivabile in LI, in quanto dall’assunzione della sua derivabilita siamo giunti ad
una contraddizione.

e L’esercizio di formalizzare la seguente argomentazione in sequente e derivare quest’ultimo in LC:

Il programma non si ferma su un’unico input.

Il programma non si ferma su zero.

Zero e diverso da uno.

Zero € uguale a zero piu zero.

Il programma si ferma su uno e non si ferma su zero piu zero.

ove si consiglia di usare:

P(x)= Il programma si ferma sull’input x
O=zero

0-+0= zero piu zero 1=uno

si puo svolgere come segue:

una sua formalizzazione risulta essere

dz -P(x) & VyVz(—-P(y)&—P(z) wy=2),-P0),0#1,0=0+0F P(1)&-P(0+0)



che & derivabile in LC ad esempio come segue:

™1
T -aXsx2
: ~P(0),0#£1,0=0+0,0 = 1 - P(1)&~P(0 + 0)
~P(0),0 £ 1,0 = 0+ 0 F ~P(0)&—P(1), P(1)&~P(0 + 0)

“P(0),0£1,0=0+0,-P(0)&—P(1) — 0 =1F P(1)&—P(0+0)
—P(0),0#1,0 =01 0,Vz(~P(0)&—P(z) — 0= 2)  P(1)&—P(0 + 0)
-P(0),0#1,0=0+0,VyVz(-P(y)&—-P(z) -y =z) F P(1)&-P(0+ 0)
-P(0),0# 1,0 =0+ 0,3z ~P(x)&VyVz(-P(y)&—-P(z) - y = z) F P(1)&-P(0 + 0)
Jz - P(x)&VyVz—P(y)&—P(z) —» y = z,-P(0),0# 1,0 =0+ 0+ P(1)&—-P(0 + 0)

—re

—re

&—re,

sT

ove m; ¢ la seguente derivazione

™2
ax-id*
-P(0),0#A1,0=0+0F —=P(0), P(1)&—-P(0 + 0) :
-P(0),0#41,0=04+0F —=P(1), P(1)&—P(0 + 0)

-P(0),0 #1,0 =04 0 F =P(0)&-P(1), P(1)&-P(0 4 0) k=D

e o € la seguente derivazione

ax-id”
~P(0),0 # 1 F =P(0), ~P(1) .
_P(0).0 4 1,0:?))(1% - p).~p() “F©),0#1,0=0+0F~P(0+0),~P(1) ~ -
~P(0),0£1,0=0+0F P(1)&~P(0+0),-P(1)
~P(0),0 £1,0 =0+ 0 ~P(1), P(1)&~P(0 + 0)

&—F

ST

e Nell’aritmetica di Heyting HA= LI + comps, + compg, si mostra che:
-8 FVz (z+0==x-0) NON & derivabile perche in HA & derivabile
Ve (z+0=xz-0)FL

Chiamiamo 7 una sua derivazione (vedi sotto).

Ora se esistesse una derivazione mp di - Vz (2 4+ 0 = -0) in HA otterremmo che in HA &
derivabile il falso ad esempio come segue

™0 s

FVe (z+0=2-0) Ve (r4+0=2-0)FL
FL

comp,,,

Ma sappiamo che HA & consistente, ovvero non deriva il falso, e dunque avendo trovato una
contraddizione dalla supposta esistenza di 7y si conclude che la derivazione my NON esiste.

Infine mostriamo una derivazione di
Ve (z+0=z-0)FL

che possiamo scegliere come la derivazione m menzionata sopra. Essa e la seguente



o Uyt

140=1-0F1=0 1=0FL
1+40=1-0+1
Ve (r4+0=xz-0)FL

ove m; € la seguente derivazione

comp,,

V—re

7 -aXsel

1=0,5(0)£0FL
FAx1. 1=0Va(s(@) Z0)FL = *©
comp,,
1=0FL

ricordando che 1 = s(0) e 72 & la seguente derivazione

3 T4

F1=1+0 140=1-0F14+0=0

140=1-0F1=0 o
e 73 ¢ la seguente derivazione
ax-id
1+40=1F14+0=1
Ve (z+0=z)F14+0=1 Zfre
Vv — T
F Ax 3. AX3.F1:1+Ocompsz
F1=1+4+0
mentre 74 € la seguente derivazione
5
ax-id .
1+0=1-0F14+0=1-0 .
1-0=0
140=1-0F1+0=0 e
ove 75 ¢ la seguente derivazione
ax-id
1-0=0F1-0=0 v
FAx5. Vz(2-0=0)F1-0=0  '°
comp,,

F1-0=0
9. F0 =4+ 0 NON e derivabile perche in HA ¢ derivabile
0=4+0FL

Chiamiamo 7 una sua derivazione (vedi sotto).

Ora se esistesse una derivazione mp di - 0 = 4 4+ 0 in HA otterremmo che in HA ¢ derivabile
il falso ad esempio come segue

0 s

FO=440 0=4+0+1
FL

compy,



Ma sappiamo che HA & consistente, ovvero non deriva il falso, e dunque avendo trovato una
contraddizione dalla supposta esistenza di mg si conclude che la derivazione mg NON esiste.

Infine mostriamo una derivazione di
0=4+0FL
che possiamo scegliere come la derivazione m menzionata sopra. Essa e la seguente
T2 T

0=44+0F4=0 4=0FL
0=4+0FL

COmMpy,.

ove m; € la seguente derivazione

7 -aXsel

4=0,s3)#£0FL

- Ax 1. 4:QMMs@hHUFLZ;$
4=0F1 o
ricordando che 4 = s(3) e w3 & la seguente derivazione
3
ax-id
0=44+0FH0=4+0 :
F440=4
0—440Fr0—4 et
Sy —r
0=4+0+4=0
e 73 ¢ la seguente derivazione
ax-id
44+0=4+4+0=4
V—re
Ve (z+0=z)F44+0=4 .
—r
- Ax 3. Ax3F4=4+0 oo "
F4=4+0 -

10. FVz (2 =2 — s(z) = s(2)) si pud derivare ad esempio come segue:

11. F 3 =241 si puo derivare ad esempio come segue:

1 2
F2+1=s(2+0) Fs(2+0)=s(2)
F2+1=3 e
F3=2+1"

ove m; ¢ la derivazione seguente:



ax-id
2+ 1=52+0)F2+1=s(2+0)
Vy (2+s(y)=s2+y))F2+1=s(2+0)
FAx4. VeVy(z+sy)=slz+y))F2+1=s(2+0)

V—re
V—re

comp,,
F2+1=s(2+0)
ricordando che 1 = s(0), mentre 72 ¢ la seguente derivazione
cf*
240=2Fs(2+0)=s(2) y
- Ax 3. mex+0=x)quunzgmc;$
Fs(240) = s(2) “
- 12. F 2.1 =2 si puo derivare ad esempio come segue:
st T2
F2-1=2-042 F2.0+2=2
F5-1=5 o
ove m; ¢ la derivazione seguente:
ax-id
2:1=2-04+2F2-1=2-0+2
V—re

Vy (2-s(y)=2-y+2)F2-1=2-0+2

FAx6. VeVy(z-s(y)=z-y+z)F2-1=2-0+2 Z;rrl;?)
F2:1=2-0+2 ”
ricordando che 1 = s(0), mentre 72 & la seguente derivazione
3 T4
F2-0+2=0+42 FO+2=2
F2.0+2=2 et
ove 73 € la derivazione seguente:
= -ax
FO+2=0+2
sym* 0—2.0r2z0+2=0+2 @
2.0=0F0=2-0
comp,,
2.0=0FH2-042=0+2 Vre
F Ax 5. Vx(x-OzO)F2-O+2:0+2comp
F2.0+2=0+2 >
mentre 74 € la derivazione seguente:
5 6
FVz (0+z=ux) Ve (0+z=2)F0+2=2
F0t+2=2 e



ove Tg € la derivazione seguente:

ax-id
0+2=2+0+2=2

Ve (0+z=2)F0+2=2

vV-F

mentre 75 € la seguente derivazione ottenuta usando ’assioma di induzione:

: ax-id
7 Ve (0+xz=z)FVz (0+z=2x)
FO+0=0&Vz (0+z=2— 0+ s(z) =s(x))
FAx 7A(x)£0+x:x Ax 7-A(x)£0+x:x'_V$ (0+1‘:$) o
COMP g
FVe (0+z=uz)
ove posto
AX T pg(z)=04a=c = 0+0=0& V2 (0+2=0—0+s(x)=s(x)) Vo (0+z=21)
poi 77 € costruito come segue:
T8 9
FO+0=0 FVz (0+z=2— 0+ s(z) =s(x)) N
FO+0=0&Vz (0+z=2— 0+ s(z) =s(x)) —F
ove mg € la seguente derivazione
ax-id
0+0=0F040=0
—re
F Ax 3. AX3.F0+0:0COIDPSI
FO+0=0
mentre Ty € la seguente derivazione
ax-id
0+ s(z)=s(04+2)F 0+ s(x) =50+ x)
Wy (04 5() = 50 +4)) F 0+ s() =s(0+2) [~

- Ax 4. Ax 4.+ 0+ s(z) = s(0 + 2) e )

FO+s(z)=s(0+x) oM Ps cf

N O+x=aks(0+z)=s(x)
tr—r

O+zxz=xkF0+s(z)=s(x)
FO+z=2—0+s(z) =s(x)
FVe (0+2=2— 0+ s(z) =s(x))

— —F
V-F

ove 'applicazione di V—F & possibile perché x non compare libera nella premessa.

e Siano TV, e T¢,,; le teoria ottenute rispettivamente estendendo LI e LC con composizioni dx e sx
con la formalizzazione dei seguenti assiomi indicata a fianco ove si consiglia di usare:
E(z,y)=xeéiny
S(z)= x & studente
L(z)= x sta seguendo la lezione
R(z)= x ha i capelli rossi
p=Pietro
c¢=Carlo
a=aula A
b=aula B



Ax1. Tutti gli studenti in aula A stanno seguendo la lezione.
Vo (S(x)&E(x,a) — L(zx))
Ax2. Carlo & uno studente.
5(e)
Ax3. Se Carlo ¢ in aula A allora Pietro ¢ in aula B.

E(C’ a) — E(p, b)

Ax4. Pietro € uno studente e non ¢ in aula B.

S(p)&—E(p,a)

Ax5. Ogni studente ¢ in aula A o in aula B.
Ve (S(z) — E(z,a) V E(z,b))
Ax6. C’¢ un unico studente in aula B.

Jr SB(z) & YyVz (SB(y)&SB(z) —y=2)
ove SB(x) = S(x)&E(x,b)

Ax7. Non si da il caso che non ci siano studenti con i capelli rossi in aula B.

—=3z (S(x)&( R(x)&E(x,b)))
Ax8. L’aula A e diversa dall’aula B.

a#b

9. Pietro ¢ in aula A.

E(p,a)

si puo derivare in 7T}, , ad esempio come segue:

ax-id * T-aXsx2

—E(p,b), E(p,a) - E(p, a) —-E(p,b), E(p,b) - E(p,a)

—~E(p,b), E(p,a) V E(p,b) - E(p,a)
E(p,a) v E(@,b), ~E(.b) F E(p.a) "
id - Ax 4. E(p,a) V E(p,b), S(p)&~E(p,b) - E(p,a) Comp:z
S(p)F S(p) E(p,a) V E(p,b) - E(p,a)
S(p) — E(p,a) V E(p,b), S(p) - E(p,a)
FAx 4. S(p) = E(p,a) V E(p,b), S(p)&—E(p,a) - E(p,a)
S(p) = E(p,a) V E(p,b) F E(p, a)
FAx 5. Vz (S(z) — E(z,a)V E(z,b)) F E(p,a)
F E(p,a)

— —re
&—req

compg,

V—re
Compsz

10



- 10. Pietro sta seguendo la lezione.

L(p)

. N . . l . .
si puo derivare in T}, , ad esempio come segue:

ax-id :
S(p) F S(p Q)
( v - E(p,a)
COMPy,. ax-id
S(p) F S(p)&E(p,
(p) (p) (p,a) L(p) + L(p) .
S(p)&E(p,a) — L(p), S(p) - L(p) 16
—re;
S(p)&E(p,a) — L(p), S(p)&—E(p,b) F L(p)
Ax 4, 5()&Bp.a) = L) F L)
F Ax 4. Ax 4.,Vx (S(x)&E(z,a) — L(z)) - L(p) comp
FAx 1. Ax 1.+ L(p) Sz
comp,,
= L(p)
ove 7 ¢ la derivazione di 9.
- 11. Carlo non ¢ in aula A.
ﬁE(C’ a)
si puo derivare in T;ul ad esempio come segue:
ax-id aXsp2
E(c,a) F E(c,a)  —E(p,b), E(p,b) FL
~E(p,b), B(c,0) = B(p,b) Bl FL
E(c,a) = B(p,),~B(p,b), B(c,a) FL ™
S
E(c,a) — E(p,b),~E(p,b) F —E(c,a) %o
E(c,a) — E(p,b). S()&~E(p.b) F ~E(c,a)
FAx 4. Ax 4.,E(¢c,a) — E(p,b) F =E(c,a) comp,.,
F Ax 3. Ax 3. F =E(c,a)
compy,,
F—E(c,a)
- 12. Carlo ¢ in aula B.
E(e,b)
si puo derivare in 7/, ad esempio come segue:
—-aX g2 ax-id *
~E(c,a), E(c,a) - E(c,b)  —E(c,a), E(c,b) - E(c,b) .
ax- 2. V—
- S(c) —FE(c,a),E(c,a) V E(c,b) F E(e,b) o
-FE(c,a),S(c) — E(c,a) V E(c,b) F E(c,b)
™ -E(c,a),Vo (S(x) — E(x,a) V E(x,b)) F E(c,b) e
F—=E(c,a) comp
F Ax 5. Ax 5. E(c,b) SI

comp,,,

F E(e,b)

ove 71 € la derivazione di 11.

11



- 13. Carlo ha i capelli rossi.

R(c)

si puo derivare in 77, ad esempio come segue:

T4

FAx 7. E(c,b),S(c),VyVz (SB(y)&SB(z) > y=2),Ax 7.+ R(c)
FAx 2. E(c,b), S(c),VyVz (SB(y)&SB(z) — y=z) F R(c)

Comp sT

F(cb),VyVz (SB(y)&SB(z) — y = 2) I R(0) o oM
s E(c,b),3z SB(x) & YyVz (SB(y)&SB(z) —» y =z2) F R(c) 2
F E(c,b)
F Ax 6. Ax 6. R(c) comp COMPsa
- R(c) o
ove 73 € la derivazione di 12 e m4 € la seguente derivazione:
: ax-id
5 R(z) F R(x)
E(e,p), S(c), S(x), E(x,b) - SB(x)&SB(c) R(@),z = c+ R(c) =-F
R(z),SB(x)&SB(c) — = = ¢, E(c,p), S(c), S(x), E(x,b) b R(c) . e
R(x), E(c,p), 5(c), S(x), E(x,b), SB(x)&SB(c) —w =ck R(c) ™
E(c,p),S(c), S(x), R(x), E(x,b), SB(2)&SB(c) — « = c - R(c) “;ire
E(e,p), S(c), S(x), R(z), E(x,b),Vz (SB(2)&SB(z) — . = z) b R(c) Ve
E(e,p), S(c), S(z), R(z), E(x,b),VyVz (SB(y)&SB(z) -y =z ) F R(c) <
E(c,p), S(c), Yy ¥z (SB(y)&SB(z) — y = z), S(x), R(z), E(z,b) F R(c) &st
E(e,p), S(c),VyVz (SB(y)&SB(z) — y = z),S(z), R(z)&E(z,b) - R(c) &S
B 1) 0.4y ¥: [SBOSEE) —y = 7). Sl REIREC DI R
E(e,p), S(c),VyVz (SB(y)&SB(z) = y = z),3z (S(x)&( R(z)&E(x,b) ) ) F R(c) o
E(e,p), S(c),VyVz (SB(y)&SB(z) — y=z) F =3z (S(x)&( R(z)&E(z,b))), R(c) g

E(e,p),S(c),VyVz (SB(y)&SB(z) — y = z), 3z ( S(2)&( R(z)&E(z,b) ) - R(c)

ove 3-F si puo applicare perche x non appare libera nel resto del sequente e 75 € la seguente
derivazione

6 7
E(e,p),S(c), S(x), E(x,b) F S(x)&E(x,b) E(e,b),S(c), S(x), E(x,b) F S(c)&E(c, b)
p

E(c,p),S(c), S(x), E(z,b) F SB(x)&SB(c) ¥

e Tg € la seguente derivazione

ax-id * ax-id *
E(e,p), S(c), S(x), E(x,b) - S(x) E(e,p), S(c), S(x), E(x,b) - E(x,b)
E(e,p),S(c), S(x), E(x,b) F S(x)&E(x,b)

&—F

12



e 77 € la seguente derivazione

ax-id * ax-id *
E(e,b),S(c), S(x), E(x,b) F S(c) E(e,b),S(c), S(x), E(x,b) F E(c,b)
E(c,b),S(c),S(x), E(z,b) F S(c)&E(c,b)

&—F
- 14. Pietro e diverso da Carlo.
p#e
si puo derivare in 77, ad esempio come segue:

aXsp2

-E(p,a), E(p,a) FL
-E(c,a), E(p,a),p=ckL ~
.

" “E(a,EpafFpte
: F—-FE(c, a) comp
- E(p,a)Fp+#c *
+ E(p,a) comp
Fp#c ”

e Dare la definizione induttiva dell’insieme delle derivazioni di L3 con connettivo 3 di LI. Enunciare
il loro principio di induzione.

Svolgimento: L’insieme delle derivazioni di L7 & generato induttivamente come segue:

ax-id
- a4 € Der(L?)

7r
- se ; € Der(L?)
I A(z) - C
7r

jl&ﬂig—aF VL(L,C
alora T, 3w A@rC o T @# VIO,

Uyt
- se € Der(L?)
'+ A(t)
Uyt

Der(L?).

allora € Der(L?)

Tk A®#)
't 3z A(x)

—TIe

11 principio di induzione sulle derivazioni di L ¢ il seguente:
Sia P () proprieta su derivazione 7 € Der( L?).
Se valgono le seguenti:

ax-id

AL A ) vale

- caso base: P(

13



- caso induttivo: se P( : ) vale

I A(z) - C
allora

P

: le.
I, Az) F C ) vale

T A@ O J-F (x ¢ VL(T,C))
T
- caso induttivo: se P( : ) vale
' A(®)

T

allora P( ) vale.

Tk At)
TF3z Af) -

—TIe

allora P(7) vale per ogni derivazione di L.

e Dimostriamo per induzione sulle derivazioni di L che
“se T'F A ¢ derivabile in L7 allora A contiene almeno una formula”

Consideriamo la proprieta su una derivazione 7 di L3
P(7)= laradice di 7 ha conclusioni che contengono almeno una formula

Ora proviamo per induzione che vale su ogni derivazione m mostrando che vale sulle ipotesi indut-
tive:

- caso base: P( Zx:i ) vale perché A & conclusione.
T
- caso induttivo: se P( 5 ) vale
D A(z) - C
7r
allora P( I A (x) Lo ) vale perche c¢’e’ C nella conclusione.
T oA = C 3-F (z ¢ VL(I',C))
T
- caso induttivo: se P( ) vale
' A(t)
™
allora P( : ) vale perche c¢’e’ 3z A(zx) nella conclusione.
I'E A(®%)
TF3zd) ~ ¢

Allora per il principio di induzione per le derivazioni in Der( L) la proprieta P(7) vale per ogni
derivazione di L3.

e Risolviamo la seguente equazione definitoria:

14



ILAoBFY sse I,B,AFY

L’equazione suggerisce la regola di o-formazione da dx a sx

I,B,AFY

rAoBry °F

e suggerisce una regole di o-riflessione implicita da sinistra a destra

TAoBEY
[B,AF%

ri

Chiamiamo Lbr, la logica ottenuta con assioma identita

ax-id
AFA
e composizioni a destra e a sinistra
I'A T,AT”FB -, A% ArRY
MPsg COMPdy

I,I',T" - B Tky, ¥y, 5

assieme alla regola di o-formazione e la regola di riflessione implicita.

Ora cerchiamo di ottenere una logica con regole belle che si semplificano dal basso verso 1’alto.
A tal fine banalizziamo la premessa della riflessione implicita ponendo I' = B e X = Ao B e
otteniamo quindi ’assioma per o derivabile in Lbr, come segue:

ax-id
AoBFAoB ]
B.AFAoB "

Definiamo poi Lax, la logica ottenuta con assioma identita e composizioni a destra e a sinistra, la
regola di formazione per o e I’assioma

ax-o

B,AFAoB

Per costruzione vale chiaramente Lax, C Lbr,.

Ora cerchiamo delle regole belle componendo con gli assiomi come segue

ax-o
I'FA B,AFAoB
comps;
I'+B B,T'FAoB
compgy

I[,I'+AoB

Ora prendiamo questa regola come riflessione esplicita:

B I'FA
I,I'FAoB

o—re

e chiamiamo Lbe, la logica ottenuta estendendo l’assioma identita e le composizioni a dx e a sx
con la regola di riflessione esplicita sopra e la regola di formazione per o.

Per costruzione vale chiaramente Lbe, C Lax, e per transitivita anche Lbe, C Lbr, ovvero la
regole della logica bella Lbe, seguono dall’equazione definitoria tramite composizioni.
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Ora mostriamo che le regole della logica bella Lbe, sono potenti tanto quanto Lbr, e quindi sono
sufficienti a risolvere I’equazione definitoria tramite composizioni.

A tal fine mostriamo che Laxz, C Lbe,:

ax-id ax-id
BFB A A
B.AFAoB ¢

dice che I'assioma o-ax, € derivabile in Lbeg,. Dunque Laz, C Lbe, vale.

Ora mostriamo che Lbr, C Lax,:

O-aXx

B,A+AoB I''AoBFX
I'B,AF X

comps;

dice che la regola o—ri & derivata in Lax,. Dunque Lbr, C Lax,.

Per transitivita da Lbr, C Lax, e Lax, C Lbe, si conclude che Lbr, C Lbe, e quindi le regole
belle sono sufficienti per risolvere I’equazione definitoria in presenza di composizioni a destra e a
sinistra.

Dal fatto che vale pure Lbe, C Lbr, segue che le regole belle sono necessarie e sufficienti a risolvere

I’equazione definitoria data tramite composizioni.

L’ equazione sopra ¢ risolvibile in LI con composizioni a destra e a sinistra senza aggiungere un
nuovo connettivo? e risolvibile in LC con composizioni a destra e a sinistra senza aggiunta di un
nuovo connettivo ? (ovvero l'esercizio consiste nel dire se Ao B ¢ definibile in LI con composizioni
e in caso positivo occorre mostrare che la definizione considerata di A o B soddisfa in LI con
composizioni I’equazione sopra; lo stesso dicasi per LC).

Svolgimento: A lezione & stato mostrato che sia in LI con composizioni che in LC con composizioni
vale
I''B,AFX sse I'B&4AER XY

da cui segue che ponendo

Ao B = B&A

si risolve ’equazione data sia in LI con composizioni che in LC con composizioni
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