Correzione IV Appello settembre 2009

e Mostrare se i sequenti di seguito sono derivabili o meno in LI e LC:

1.
F—(AVB) = (~AV L)&-A

e derivabile in LI e quindi in LC ad esempio come segue

ax-id
AFA ax-id
Aravp BFB
~(AVB),AFL ° BrAvp '
~(AVB)F -A ﬁ;_rel ~(AVB),BrL :;e
-(AVB)F-AvV L -(AVB)F-B & F

-(AVB)F (mAV 1)&-A
F=(AVB)— (mAV )&A

FAV-B——-AVB

non ¢ derivabile in LC, e neppure in LI.
Per provarlo, basta vedere che nella tabella di verita di

AvV-B—-AVB

se si da valore 1 ad A e valore 0 a B allora AV =B risulta 1, mentre “AV B ¢ 0 e quindi
AV -B — —-AV B risulta di valore 0.

Iz (C(z)&~C(x)) Ve C(x)
& derivabile in LI e quindi in LC ad esempio come segue
T -aXgpl
C(z),~C(z) FVz C(x)
C(z)&-C(x) FVa C(x)
Jz (C(x)&—C(z) ) F Vo C(x)

I-F
ove I’applicazione di 3—F & possibile perche x non e libera nel resto del sequente.

FVYyVz3z (z=y—oy=2)

e derivabile in LI e quindi in LC per esempio come segue:

sm*
z=ykFy==z
N v,
Fz=y—>y==z
J—re

Flx(z=y—y=2)

vV-F

FVzdz (z=y—y=2) v

FVYyVz3z (z=y—y=2)

ove le applicazioni di V—F sono possibile perche = ed y non sono libere nel resto del sequente.



5. Il sequente

FVyVa(z=y—L Voax=y)

NON e derivabile in LC e quindi nemmeno in LI.

Per dimostrarlo mostriamo che
VyWe (e =y—L V-az=y)FL

e derivabile in LC come segue

= -ax
Fy=y
id-ax y=ykFL e
11
= -ax 1L Vvwy=ykl V—F
Fy=y e

y=y—-L Vvy=ykl
Ve(z=y—->L Vaz=y)FL
YyVe (x =y —-L Vx =y)FL

V—re
V—re

Chiamiamo 7 tale derivazione.

Ora se esistesse una derivazione my di - VyVa (2 =y —L V-2 = y) otterremmo che in LC
e derivabile il falso, in quanto in LC con composizioni, equivalente a LC, si otterrebbe una
derivazione del falso come segue

2 Ust

FVyVe(z=y—L1 Vax=y) YyVe (x =y —L V-xz=y)FL
FL

compy,
Ma sappiamo che LC & consistente, ovvero non deriva il falso, e dunque avendo trovato una
contraddizione dalla supposta esistenza di 7y si conclude che la derivazione mo NON esiste.

e L’esercizio di formalizzare in sequente alcune argomentazioni si svolge come segue:

1. L’argomentazione
Giorgio non condivide quello che dice Piero.
Piero non dice quello che Giorgio condivide.

ove si consiglia di usare:
C(x,y)=x condivide y
D(x,y)=x dice y
Piero=p

Giorgio=g

si formalizza come segue:

Yy (D(p,y) — —~C(g,y)) =Yy (C(g,y) — ~D(p,y))

¢ derivabile in LI e quindi in LC ad esempio come segue



ax-id - -aXgg

D(p,y) - D(p,y)  Clg; ﬁC(g wht
Cl9.9). Dp,y) = ~Clg.y). Dlp.y) FL ’
Clg,), D(p,y), D(p,y )—> ﬁC(g,y) LT

Clg,y), D(p,y).Vy (D(p.y) = ~Clg,y)) FL '
Vy (D(p,y) — ~C(9,y)),C(g,y), D(p,y) F L ﬁij
Yy (Dpy) > ~Clg.:y)).Cle.y) F =Dlpy)
Yy (D(p.y) = ~Clg.y)) F Clg,y) = ~Dpy)

Yy (D(p,y) — ~C(g,y)) =Yy (C(g,y) — =~D(p,y))

ove I'applicazione di V—F & possibile perche x non e libera nel resto del sequente.
. L’argomentazione

Chi non mangia non sta in piedi.
Chi sta in piedi mangia.

ove si consiglia di usare:
M(x)= x mangia
S(x)=x sta in piedi
si formalizza come segue:
Vo (-M(z) — -S(x)) F Ve (S(x) — M(z))

¢ derivabile in LC ad esempio come segue

7 -aXdge2 T -aXsrl

F-M(x), M(z) S(x),~S(z) F M(x)

S(@), ~M(z) — ~S(x) F M(z) __ T
M (z) — =S(z), S(z) - M(z) _) e
-M(z) — -S(z) F S(z) — M(x) Vere
Va (=M (z) — =S(x)) F S(x) - M(x) V_F

Va (=M (z) — =S(x)) Vo (S(z) » M(z))

ove ’applicazione di V—F & possibile perche x non ¢ libera nel resto del sequente.

Ma il sequente sopra NON e derivabile in LI. Per mostrarlo basta ricordare che per il teorema
di sostituzione se esistesse una derivazione 7 di

Vo (-M(z) — —-S(x)) Ve (S(x) — M(z))

allora esisterebbe una derivazione 7[M(x)/K, S(x)/——K] del sequente

Vl‘(ﬁKHﬁﬁﬁK)l—vx(ﬁﬁK—)K)

ottenuta sostituendo in 7 la formula M (z) con una COSTANTE PROPOSIZIONALE K che
non dipende da z e S(x) con ==K che pure non dipende da x.
Ora si noti che
T -aXgrl
-K,——KFL
l_ VZC (ﬁK — ‘!ﬁﬁK)

— —F
vV-F




& una derivazione, diciamo 71 in LI, (visto che 2 non compare in K si puo applicare senza
problemi V—F).
Inoltre, pure

ax-id

Vo (K = K)F —K =K " '

€ una derivazione, diciamo mo in LI.
Allora componendo si otterrebbe una derivazione in LI con composizioni del tipo

m[M(z)/ K, S(z)/ K]

2

Vo (——K b K)F K F K

™ Vo (K — ~~—K)FVz (-—K F K)

comp,

comp,,
F-K - K

Ma cid non & possibile perché non esiste in LI con composizioni (essendo equivalente a LI) una
derivazione della legge della doppia negazione ovvero di - ==K — K. Dunque il sequente
iniziale non & derivabile in LI, in quanto dall’assunzione della sua derivabilita siamo giunti ad
una contraddizione.

e L’esercizio di formalizzare la seguente argomentazione in sequente e derivare quest’ultimo in LI:

Esiste solo uno in lista d’attesa.
In lista d’attesa c’e’ la sorella di Aldo.
In lista d’attesa c’e’ Carla.
Carla ¢ la sorella di Aldo.
ove si consiglia di usare:
L(x)= in lista d’attesa c¢’¢ x
a=la sorella di Aldo
c=Carla

si puo svolgere come segue:

una sua formalizzazione risulta essere

Jr L(x) &VyVz (L(y) & L(z) »y=2),L(a),L(c) Fa=c¢

che & derivabile in LI ad esempio come segue:

ax-id* ax-id*
L(a),L(c) + L(a) L(a),L(c) F L(c)
L(a). L(e) F L(a) & L(c) wer o aeed
L(a)& L(c) a=c¢,L(a),L(c) Fa=c ) oo
L(a),L(c), L(a)& L(c) ma=cka=c WV—re
L(a),L(c), V2 (L(a)& L(z) ma=z)Fa=c Ve
L(a), L(c),YyVz (L(y) & L(z) my=z)Fa=c 1o
L(a), L(c),3x L(x) &VYyVz (L(y) & L(2) my=z)Fa=c¢ < 2

Jr L(x) &VyVz (L(y) & L(z) »y=z),L(a),L(c) Fa=c¢



e Nell’aritmetica di Heyting HA= LI + compg, + compg, si mostra che:

-8 FIyVer x+y==x
si puo derivare ad esempio come segue:

Ax 3.
FVe z+0==x

FIdyVe z24+y==x

J—re
- 9. F2-0=3NON e derivabile perche in HA & derivabile

2-0=3F1L

Chiamiamo 7 una sua derivazione (vedi sotto).
Ora se esistesse una derivazione mg di F 2 -0 = 3 in HA otterremmo che in HA ¢ derivabile il
falso ad esempio come segue

™0 s

F2.0=3 2-0=3F1L
FL

compyg,.

Ma sappiamo che HA & consistente, ovvero non deriva il falso, e dunque avendo trovato una
contraddizione dalla supposta esistenza di 7y si conclude che la derivazione my NON esiste.

Infine mostriamo una derivazione di
2-0=3F1L
che possiamo scegliere come la derivazione m menzionata sopra. Essa e la seguente
T2 T

2.0=3F3=0 3=0+1
2.0=3rL

comp,,

ove m; € la seguente derivazione

7 -aXsrl

3=0,5(2)#0FL

FAx1. 3=0,Vxs(z)#0FL Ve
comp,,
3=0+L
ricordando che 3 = s(2) e w3 & la seguente derivazione
ax-id
2:-0=0F2-0=0 v
—re
sm* F Ax5. Vglc_a;-(())i(())l—2-0:0Compsz
2.0=3F3=2-0 T
tr—r

2.0=3F3=0
-10. F 3z (s(z) =s(7) > T=1x)

si puo derivare ad esempio come segue:



rf*
7T=17F s(7) = s(7)
|—7—7—>s(7) s(7
Fdz (s(z)=s(7) > 7T=x)

-1 F2+4=35(s(2+2))
si puo derivare ad esempio come segue:

1 2
F2+4=s(2+3) Fs(243)=s(s(2+2)) .
F2+4=s(s(2+2)) e
ove 7 € la derivazione seguente:
ax-id
24+4=s52+3)F2+4=5(2+3) y
Vy2+s(y)=s2+y)F2+4=s2+3) _°
FAx4. VrVyz+sy)=s@ty) F2+4=s2+3) Coni‘;
F2+4=s5(2+3) -
ricordando che 4 = s(3), mentre 72 ¢ la seguente derivazione
cf*
24+3=5(2+2)Fs(24+3)=s(s(2+2))
—re

Vy2+s(y) =s2+y)s(2+3) =s(s(2+2))
F Ax 4. VxVy:E+s() s(x+y)Fs(2+3) =s(s(2+2))
Fs(2+3) =s(s(2+2))

e Siano T}, e T<, le teoria ottenute rispettivamente estendendo LI e LC con composizioni dx e sx
con la formalizzazione dei seguenti assiomi ove si consiglia di usare:
P(z,y)= x piace ad y
C(z)= x & un cavallo
G(z)= x & un gatto
A(z)= x & un animale
B(
g

—TIe
COmMpP g,

x)=x ¢ di Berto
=Gino
f=Furia
j=Jerry

- Ax1. Un animale di Berto piace a Gino.

Jz (A(z) & (B(x) & P(x,9)))

- Ax2. Gli animali di Berto sono Furia e Jerry.

Vo (A(x)&B(z) —x=fVae=j)&((A(f)&B(f)) & (A(G)&B())

- Ax3. Furia & un cavallo e i cavalli sono animali.

C(f)&Vz (C(x) — A(z))



- Ax4. Jerry & un gatto e i gatti sono animali.

G(j) &Vz (G(x) — A(z))

- Ax5. Non c’e cavallo che piaccia a Gino.

-3z (C(x) & P(z,q))
- Ax6. A non tutti piace Jerry.
vy P(j,y)
Derivare:

- 7. A Gino piace Furia o Jerry.

P(f,g9) v P(j,9)

si puo derivare in T}, ad esempio come segue:

1 2

F A(z), B) F A(2) & B(z)  F Pla,g)a=fVa=jt P(fig) vV Pg)
)

P(z,9),A(x) & B(z) »x=fVax=jAlx),B(x)- P(f,9) V P(j,9) HH o
(), B(x), P(@,9),Al) & Bl@) ~z=fVa=jFP(f.9) V PGig) "
Aw), B), Plg).Ya (A Bl — 7= Ve=1)F PUg v PGg)

A(x), B(x), P(z,9),Ax 2. = P(f,9) V P(j:9)
Ax 2., A(z), B(x), P(x,9) - P(f,g) V P(j,9)
Ax 2., A(z), B(z) & P(z,9) = P(f,g) V P(j,9)

Ax 2., A(z) & (B(x) & P(v,9)) = P(f,9) V P(j,9)

ST

&—S
&—S

F Ax 2. Ax 2,3z (A(z) & (B(z) & P(x,9) ) b P(f,9) V P(j,9) ilon]i‘p
FAx 1. Ax 1.F- P(f,g9) vV P(4,9) comp,.,
P(f.g9) v P(j,9)
ove m; € la seguente derivazione
ax-id* ax-id*
A(x), B(x) F A(z) A(x), B(x) - B(x)
A2), B@) F A() & B(2) —F
e Ty ¢ la seguente derivazione
ax-id ax-id
P(z,g) - P(x,9) P(z,g) - P(z,g)
. \/71‘61 \/71‘62
Pz,g) v P(x,g) vV P(j9) Pl.g) P P(f9) v Ple.g)
P(z,9),x = f+ P(f,9) vV PU,9) Pr.g).x =5 F P(f.9) V PGg) o

P(z,g),x=fVa=jFP(f,g) V P(j,9)

- 8. Furia e Jerry sono animali.

A(f) & A(F)



si puo derivare in T}, ad esempio come segue:

T T2

FA()  FAG)
AN &AG)

ove m; € la seguente derivazione

ax-id ax-id
c(f)+ ( ) A(f)FA(f)
C(f) = A(N).CUH AU _,
c(f) ( — A(f) - A(f)

sT

v
OV (C) — Al - AD "
axs UV (O6) =~ AGNFAU) ¢y
A(f) SI
e Ty e la seguente derivazione
ax-id ax-id
GU)FGG)  AQ)FAG) ,
GG) — AG).CG) F AG)
G()).GG) — AG) FAG) ",
GG). Vo (Gla) — A@) F AG) "™
- Ax 4. () &Ve (Gl) — A@) FAG) o
=A(f) -
- 9. A Gino non piace Furia e piace Jerry.
~P(f,9)&P(j,g)
si puo derivare in T}, ad esempio come segue:
T3 T4
-P(f.g)  FP(ig)
comp,,
F=P(f,9) & P(j,9)
ove 73 € la seguente derivazione
ax-id”
P(f,9),C() F C() .
" Ax3. P(J9) CU)&Va (Cl) = A@) FCU) o i

P(f,9) F C(f) P(f,9)F P(f,9)

P(f,g9) = C(f)& P(f,9)
P(f,g) F 3z (C(z) & P(z,9)
-3z (C(x) & P(x,9) ), P(f,9) FL
- Ax 5. —3z (C(x)& P(z.9)) F —P(f.9)
F=P(f,9)

&—F

P
&

-—Tre

comp,,



e 74 ¢ la seguente derivazione

3
: T -aXspl
--P(f,q) PU.9),=P(f,9)F P(,9)
comp,,, -
P(f,9)F P(j,9) P ax-id

s P(]vg) = P(]vg)

: P(f,9)V P(j,9) - P(j,9)
= P(f,9)V P(j,9)

= P(,9)
ove 73 ¢ la derivazione precedente e 75 ¢ la derivazione di 7.
- 10. A Gino piace un gatto.
e (G(z) & P(x,9))
si pud derivare in T, ad esempio come segue:
7
: ax-id
PG,gFGG)  FU9FFPUY) o
PG COEPGY)
- - . —Tep
6 ~P(9) & PG ) FGUH & PG )
: ~P(f,9) & P(j,g) - 3z (G(z) & P(z,9))
- ~P(f.9) & PGig) comn

F 3z (G(z) & P(x,g))

ove mg € la derivazione di .9 e 77 & la seguente derivazione

ax-id”
P, 9),G() - G) 1o
FAx4. P(j,9),G(j) &V (G(x) — A(x) ) F G(j) comp1

P(j,9) = G(j)

- 11. A qualcuno non piace Jerry.

Jy ~P(j,y)

si puo derivare in Ty, ad esempio come segue:

1 -aXdg2
F ﬁP(va)ap(jay)

F3y —P(j,y), P(j,y)
= P(j,y), 3y ~P(j,y)
=Yy P(j,y),3y ~P(j,y)

d—re

SCdx

vV-F

; , -—F
FAxG. Yy PGy E Iy 2PGY)
F3y ~P(j,y)
- 12. Furia & diverso da Jerry.
f#3



si puo derivare in T}, ad esempio come segue:

T -aXsp2

-P(f,g), P(f,9) FL
~P(f,9)&P(f,g) L

6 ﬁP(f,g)&P(jag)af =jFL j__FF
F-P(f,9)&P(j,9) comp,

Ff#J

ove mg ¢ la derivazione di .9.

e Dare la definizione induttiva dell’insieme delle derivazioni di L™ con connettivo —,V di LI.
Enunciare il loro principio di induzione.

Soluzione: L’insieme delle derivazioni di L™" & generato induttivamente come segue:

ax-id

AL 4 € Der(L™Y)
™
- se : € Der(L™Y)
I A+ B
T
allora : € Der(L™Y).
I A+ B
rra-B "
1 2
- se € Der(L™Y) e € Der(L™Y)
' A I,BFC
m o
allora o F 4 r B:F o € Der(L™Y)

— —TIe

T A— BT'FC

- se : € Der(L™Y)
'+ A(z)
con z ¢ VL(T)
T

€ Der(L™Y).
V-F (x ¢ VL))

allora :
't A(zx)

I'FVa A(z)

- se : € Der(L™Y)

10



Uyt

allora € Der(L™Y)

LA FC
IWa A(z) F C V-

re

11 principio di induzione sulle derivazioni di L™7 ¢ il seguente:
Sia P(w) proprieta su derivazione 7 € Der( L™ ).
Se valgono le seguenti:

ax-id

- caso base: P( AL A

) vale

7r
- caso induttivo: se P( : ) vale
I,AFB

™

allora P( ) vale.

IAF B

rFasp ¢

i 7r
- caso induttivo: se P( : ) vale e se P( : ) vale
I'HA IB-C

T 2

allora P( ) vale.

I'vA T,BFC
ILA— BI'FC

— —TIe

T
- caso induttivo: se P( ) vale
' A(x)
con = ¢ VL(T') allora
T

P

I A(a:) ) vale.

TF Ve A(z) V—F (z ¢ VL(T))
T
- caso induttivo: se P( ) vale
LA FC
Uyt

allora P( ) vale.

T A(t) FC
I,Vz A(z) FC V-

re

allora P( ) vale per ogni derivazione di L™7.

e Dimostrare per induzione sulle derivazioni di L=" che

“se T'F A @ derivabile in LY allora T’ o A contiene almeno una formula”

11



Consideriamo la proprieta su una derivazione 7 di L™
P(m)= laradice di 7 ha premesse o conclusioni che contengono almeno una formula

Ora proviamo per induzione che vale su ogni derivazione m mostrando che vale sulle ipotesi indut-
tive:

- caso base: P( Zx:i ) vale perche A & sia premessa che conclusione.
T
- caso induttivo: se P( : ) vale
I,AFB
™
allora P( : ) vale perche la conclusione ¢ A — B.
I,AFB
Tra—5 "
™ T
- caso induttivo: se P( : ) vale e se P( : ) vale
'+ A IB-C
! o
allora P( : : ) vale perche le premesse contengono A — B.
I'-A T,BFC
TLA-BI+rC ¢
™
- caso induttivo: se P( ) vale
'k A(z)
™
allora P( e A () ) vale perche c¢’e’ Vo A(z) nella conclusione.
T Vo Az) V-F (x ¢ VL))
T
- caso induttivo: se P( 5 ) vale
A FC
™
allora P( I A (t) Lo ) vale perche c¢’e’ C nella conclusione.

re

I,V A(z) F C V-

Allora per il principio di induzione per le derivazioni in Der( L") la proprieta P(7) vale per
ogni derivazione di L™7.

e La seguente equazione definitoria:

I,AoBoCFYX sse ILBFY e T,0FY e T,AFY

suggerisce la regola di o-formazione da dx a sx

I[LBFY I,CFY T,AFX

I''AoBo(CHFZX o—F

12



e suggerisce tre regole di o-riflessione implicita da sinistra a destra

I''AoBo(CHFX . I'NAoBo(CHFX . I'NAoBo(CkFX
r,Brx - ™M r,Cry o™ T,AF Y

O*I‘ig

Chiamiamo Lbr, la logica ottenuta con assioma identita

ax-id
AFA
e composizioni a destra e a sinistra
I'A T,AT”FB =A% ARY
MPsy COMPyr

I,I'T" - B Ty, ¥y, 5

assieme alla regola di o-formazione e le regole di riflessione implicita.

Ora cerchiamo di ottenere una logica con regole belle che si semplificano dal basso verso l'alto. A
tal fine banalizziamo le conclusioni delle riflessioni implicite ponendo ¥ = Ao Bo C senza I' e
otteniamo quindi gli assiomi derivabili in Lbr, come segue:

ax-id ax-id ax-id
AoBo(CkFAoBo(C ) AoBo(CkFAoBo(C ) AoBoCFAoBo(C )
BF AoBoC e CFAoBoC o AFAoBoC o

Definiamo poi Lax, la logica ottenuta con assioma identita e composizioni a destra e a sinistra, la
regola di formazione per o e gli assiomi

ax-01 aX-09 axX-03

BFAoBoC CFHAoBo(C AFAoBo(C

Per costruzione vale chiaramente Laxz, C Lbr,.

Ora cerchiamo delle regole belle componendo con gli assiomi come segue

O-aXi
I'-B BrFAoBo(C
compgy
I'FAoBoC
O-aXsg
r=cC CrHAoBo(C
COMPsy
I'FAoBoC
O-aXs
A AFAoBoC
compgy
I'FAoBoC
Ora prendiamo queste regole come riflessioni esplicite:
B _ r=c _ A -
TFAoBoC ~ ' TFAoBoC - '? TFAoBoC -~ '

e definiamo la logica Lbe, ottenuta estendendo I’assioma identita e le composizioni a dx e a sx con
le regole di riflessione esplicita sopra e la regola di formazione per o.

Per costruzione vale chiaramente Lbe, C Lax, e per transitivita anche Lbe, C Lbr, ovvero la
regole della logica bella Lbe, seguono dall’equazione definitoria tramite composizioni.

13



Ora mostriamo che le regole della logica bella Lbe, sono potenti tanto quanto Lbr, e quindi sono
sufficienti a risolvere I’equazione definitoria tramite composizioni.

A tal fine mostriamo che Lax, C Lbe,

ax-id ax-id ax-id
B+ B cCrC AF A
BI—AOBOCO_rel CI—AOBOCO_re2 Al—AoBoCo_re3

dicono che gli assiomi o-axj, o-axsy, o-axg sono derivabili in Lbeg,. Dunque Lax, C Lbe, vale.

Ora mostriamo che Lbr, C Laxo

Oo-aXi
BFAoBo(C I'AoBo(CFEX
COMPssy;
I''BFX
dice che la regola o—ri; & derivata in Lax,.
O-aXo
CrFHAoBo(C I'NAoBoCkFX
COMPsy;
I'CEX
dice che la regola o—ris & derivata in Lax,.
0-aXs3
AFAoBo(C I'NAoBo(CFEX
COMpPsy

INAEX
dice che la regola o—rig & derivata in Lax,.
Dunque Lbr, C Laz,.

Per transitivita da Lbro C Lax, e Lax, C Lbe, si conclude che Lbr, C Lbe, e quindi le regole
belle sono sufficienti per risolvere ’equazione definitoria in presenza di composizioni a destra e a
sinistra.

Dal fatto che vale pure Lbe, C Lbr, segue che le regole belle sono necessarie e sufficienti a risolvere
I’equazione definitoria data tramite composizioni.

L’ equazione sopra e risolvibile in LI con composizioni a destra e a sinistra senza aggiungere un
nuovo connettivo? e risolvibile in LC con composizioni a destra e a sinistra senza aggiunta di un
nuovo connettivo ? (ovvero l'esercizio consiste nel dire se Ao BoC' & definibile in LI con composizioni
e in caso positivo occorre mostrare che la definizione considerata di A o B o C' soddisfa in LI con
composizioni I’equazione sopra; lo stesso dicasi per LC).

Svolgimento: Utilizzando 1’equazione definitoria della V sia in LI con composizioni che in LC con
composizioni vale

I''BEX e rcrx sse I''BvCFkX

ed inoltre

I'BVCFY e T,AFY  sse I, (BVC)VAFY

da cui si conclude

I'BFY e TI,CFY e T,AFY s I, (BVC)VALY

Quindi, ponendo
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AoBoC = (BVC)VA

si risolve ’equazione data sia in LI con composizioni che in LC con composizioni.
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