Simulazione di Appello di LOGICA MATEMATICA
14 gennaio 2019

nome: cognome:

- Scrivete in modo CHIARO. Elaborati illegibili non saranno considerati.
- NON si considerano le BRUTTE copie.

- Ricordatevi di ESPLICITARE l'uso della regola dello scambio sia a destra che a sinistra del
sequente (se non lo fate perdete puntil!).

- Ricordatevi di ETICHETTARE LE DERIVAZIONI CON LE REGOLE USATE (se non lo fate
perdete punti!)

- ATTENZIONE: se si risolvono correttamente TUTTI gli esercizi con il segno ++ si prende il voto
30 independentemente dall’avere o meno un bonus accumulato.

e Mostrare se i sequenti di seguito sono tautologie o opinioni o paradosso in logica classica e in logica
intuizionista con uguaglianza.

Il punteggio indicato ¢ assegnato alla classificazione del sequente nella singola logica classica e
intuizionista. In caso di opinione o paradosso classico il punteggio viene raddoppiato. In caso di
tautologia classica ma non intuizionista o paradosso classico il punteggio relativo alla classificazione
intuizionista viene raddoppiato.

Nel caso di tautologia intuizionista del sequente la derivazione mostrata in DINI_ conta una volta
e mezza il punteggio indicato.

Nel caso di tautologia classica ma non intuizionista la derivazione in DNC_ della tautologia conta
il doppio del punteggio indicato.

Nel caso di NON validita classica la costruzione di una valutazione che falsifica un sequente propo-
sizionale conta due punti.

Nel caso di NON validita classica la costruzione di una valutazione che falsifica un sequente pred-
icativo conta quattro punti.

Nel caso di tautologia classica e opinione intuizionista la costruzione di una valutazione che falsifica
un sequente proposizionale conta cinque punti.

(2 punti)
F-(C = A& (AvV -A)

(4 punti)
-=(-C - -M)F-C — -M

(6 punti)
CV -CkVaz(B(z) v._C)—= VxB(x) Vv C



(6 punti ++)
F o(VYedyz#£y Va=b)

(10 punti ++)
Vo ( B(x) V-B(z) )FVz (B(z) v C) — Vz B(z) vV C

e Formalizzare in sequente le argomentazioni di seguito (ogni formalizzazione conta 3 punti).

Si provi poi se il sequente ottenuto e tautologia, opinione o paradosso in logica classica e in logica
intuizionista con uguaglianza.

Il punteggio indicato € assegnato alla classificazione del sequente nella singola logica classica o
intuizionista (la formalizzazione & contata a parte).

In caso di opinione o paradosso classico il punteggio relativo alla classificazione classica viene
raddoppiato.

In caso di tautologia classica ma non intuizionista o paradosso classico il punteggio relativo alla
classificazione intuizionista viene raddoppiato.

Nel caso di tautologia intuizionista del sequente la derivazione mostrata in DNI_ conta il doppio
del punteggio indicato.

Nel caso di tautologia classica ma non intuizionista la derivazione in DNC. della tautologia conta
il doppio del punteggio indicato.

— (6 punti)
Non si da il caso che a tutti piaccia qualcosa.
C’¢ qualcuno a cui non piace nulla.

si consiglia di usare:
P(x,y)="“z piace a y”

— (8 punti ++)
Non si da il caso che ci sia un unico insieme.
Esistono almeno due insiemi.

si consiglia di usare:
I(x)=“x & un insieme”

— (15 punti)
Per ogni x e y, se z non e contenuto in y allora y € contenuto in x.
Nessun z non & contenuto in se stesso oppure tutti gli  sono contenuti in se stessi.

si consiglia di usare:
C(z,y)=z & contenuto in y

e (30 punti) Date delle formule predicative arbitrarie « e 3, la seguente regola

B F av L
F-5 — -«



¢ ammissibile in DNI_ ? La sua inversa ¢ ammissibile in DNI_ ? E ammissibile e invertibile in
DNC_7? E valida in LC,, e in LI,? Giustificare la risposta con una dimostrazione.

e (20 punti) In ogni algebra di Heyting H verificare quali delle seguenti proprieta sono vere per
qualsiasi a, b € H giustificando la risposta con una dimostrazione o mostrando un controesempio.

1. se a < b allora =b < —a.
2. (+4) se =—a =1 allora a = 1.

3. se a = 0 allora ——a = 0.

e (20 punti) Dimostrare che in aritmetica di Heyting HA o di Peano PA
F Teor("L™)

NON e¢ derivabile assieme alla sua negazione assumendo che I'aritmetica considerata sia consistente.

e Si stabilisca se nell’aritmetica di Peano PA e in HA questi sequenti sono derivabili mostrando una
derivazione: (suggerimento: per mostrare ’eventuale non derivabilitad di un sequente si mostri che
la sua negazione ¢ derivabile...)

1. (10 punti) F Jw Yy w-y =1
2. (10punti) FIz (0=2 — Ywb#w)
3. (20 punti) FVz Jy s(z) #x+y (++)



0.1 Calcolo dei sequenti per la deduzione naturale intuizionista con uguaglianza

DNI_
ax-id ax-tt
T,ATVEA Tkttt
TEL X, I,0,I'Y A+ C
ex-f-q SCsx
THA S.I.0,T,AFC
THA&B , T A&B A T'+B,
r-a Y5m TrB  Com TrAeB ¢°P
TFAVB T,A-C T,B-C kA
TFC V=>Sn rrAvB ' Du
THA TH-A o LAFL
THL TF-A
FFA—B THA | rLarB = 5
T-B T-FA—>B
T'Fvx A(x) v—g ' A(w)
THA®) = 0 T VxA (x)
T'-3xA(x) T,A(w)FC T At)
T C 3—Sn (w ¢ VLT, 3x A(x),C)) T 3% A(x) 3—Dn
Trt=s TEA®) _
= —on = —aXx
T Al) TH =t

I'-AVB

r-B V—Dny

V-D (w ¢ VL(T,VxA(x)))

0.2 Calcolo dei sequenti per la deduzione naturale classica con uguaglianza

DNC_
Regole di DNI_

_|_

T,-AFL
THFA

esiricordachet#s = -t=s



Calcolo dei sequenti LC_ per la logica classica predicativa con uguaglianza

ax-id
CATVEA A A

».I,0,T,AFY

S
.I.0,T,AFY

A, BFA
TAGBF A “7°
IAFA T,BFA
TLAVBFA
THA A
T,-AFA S
THA A T,BFA
I''A—-BFA
I''vx A(x),A(t)FV
I'vx Ax)FV
T, A(w)FV
I''Ix Ax)FV
Yot=s,T(t)F A(t),V
Y, T(s),t=sF A(s),V

= _Sl

= —aXx

THt=t,A

3-S (w ¢ VL(T',Ix A(x),V))

LTV

CSX

ax- L ax-tt
T-5,4,0A.V
TF>.A.0.AV
TFA A THB,A
TF AGB, A
TFAB,A
Trave,a /P
rAFA
TF-AA
T, AFB,A
TFASBA
'-Aw),V
T'FvxA(x),V
TFA(t), 3x A(x),V
I'F3x A(x),V

Cdx

D

Ys=tTt)FA{X),V
X I(s),s=tFA(s),V

-V, tt,V

&—

D

V-D (w ¢ VL(T',¥xA(x), V))

3-D



0.3 Calcolo dei sequenti della Logica Intuizionista predicativa con uguaglianza

= —ax
Tt =t

ax-id ax-tt
T,AT FA T, L, T'-C Thtt
3I,0.IALC
IO, ,A-C
I'AB-C 'FA T'+B
TLAGBFC ¥ I+ AaeB P
IL,A+-C I,B+C A, | r-B_, |
IAVBFC TFAvVB = ' TrAvVB 7?2
T-AFA TAFL
r-ArFrB ™ TF-A
I A—-BFA T.,B-C g T A-B O
T,A >BFC o TFA B
I'vx A(x),A(t) - C ' A(w)
— ") vy-D L(T,vx A
T,vx A(x) I C TrvxAG |0 W& VLT, vx Alx))
I, A(w)FC T'FA(t)
7 3 L(T,3x A(x),C — " 3
T ax A C - > Ww# VLI 3x Ax),C) Trox A o D
S,t=sT(t)FCt) _ Ss=tT(H)FCt) _
2. I(s),t=sFC(s) 2. I(s),s=tF-C(s) °



Regole ammissibili

Nello svolgimento degli esercizi si possono utilizzare le regole elencate qui sotto in ogni calcolo utilizzato
purche si sia a conoscenza della loro ammissibilita.

ATTENZIONE: non tutte le regole elencate sono ammissibili nei calcoli intuizionisti.

T-aXsrl T-aXgz2
AT -AT'FA r,-ATI AT'FA
T-aXdxl aXdz2
I'-,A Y, A Y IF%,-A,%Y A Y
[AFA g TFA A O
r,L——AFA T'r—-—AA
Iy | r-=,s |
T Ty Trx,>, 5
I[,%,% ARV TFA, S, 2,V
T S A — nSX T A w— — CndX
I3 ARV IFA, X,V
L A(t)FA g THA(®t),A .
T vx Ax)FA = Y TFaxAx),A "
rf* sm*
A t=t A Ft=utu=t,A
tra*

Lt=v,v=ukbt=uA

Regola di composizione

I‘zl_Oz I‘17a,1"3}—fr
Fl,rz,r3 Ffr

comp



Assiomi dell’aritmetica di Peano e di Heyting

L’aritmetica di Peano PA (di Heyting HA) ¢ ottenuta aggiungendo a DNC_= (DNI.) la regola di

composizione
I"Ffr TI,fr,I”F fr

O, T, 7" F fr

comp

con i seguenti assiomi:

Azl. FVx s(x) #0

Ax2. FVx Vy (s(z) =s(y) 2z =y )

Az3. FVz z+0=x

Azd. FVx Vy o + s(y) = s(z + y)
Azb. FVz 2-0=0

Azb6. Yz Vy x-s(y) =z -y+x

Az7. F A0)&Vx ( A(z) — A(s(z)) ) — Vo A(z)

ove il numerale n si rappresenta in tal modo

n-volte

e quindi per esempio
1 = s(0)

2 = s(s(0))

Regole derivate in aritmetica HA e PA

M Sy-T
I'Fu=t

'Ht=vw I"'v=u trr
T Fi—u

't PO) T"FVz (P(z)— P(s(x)))
T V2 P(z)

ind



