Analisi Matematica 1

Nozioni preliminari

Prerequisiti del corso

Poiché una parte rilevante del programma di questo corso consistera nel rivisitare —
da un punto di vista piu avanzato— le cose gia presenti nel’ultimo anno di scuola media
superiore (studio di funzioni di variabile reale, derivate, integrali), ¢ normale che prima
di iniziare si assumano come note le cose svolte negli anni precedenti. In queste pagine si
riassumono brevemente queste nozioni, dando anche esempi concreti attraverso i quali lo
studente potra mettere alla prova la propria preparazione preliminare.

’Alfabeto greco‘ Le lettere (minuscole/maiuscole) dell’alfabeto greco sono di uso co-
mune, ed & opportuno ricordarle: «/A (alfa), /B (beta), v/T' (gamma), 6/A (delta),
¢,¢/E (epsilon), (/Z (zeta), n/N (eta), 6,9/0 (theta), ¢/I (iota), /K (kappa), \/A
(lambda), p/M (mu,mi) v/V (nuni), £/= (xi), ¢, /P (fi), 0/O (omicron), m,w/II (pi),
p,0/P (r0), 0,5/% (sigma), 7/T (tau), v/U (lipsilon), x/X (chi) /¥ (psi), w/ (omega).

Numeri| Denoteremo gli insiemi dei numeri naturali, interi, razionali rispettivamente
con

N=1{1,2,3,...}, Z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, Q:{% : m,neZ,n;é()}.

Lo studente dovra avere “familiarita” (nel senso che segue) con questi insiemi numerici e
le loro operazioni, cosl come con i numeri reali, pensati come espressioni decimali possibil-
mente né limitate né periodiche. Il loro insieme, che si denota con R, ¢ “fatto e ordinato”
come i punti di una retta orientata. Sappiamo che R contiene QQ; che & piu grande di
Q perché ne “riempie i buchi”, ma tuttavia “non troppo piu grande”, perché un numero
reale & approssimabile a piacere con numeri razionali: cosi ad esempio, V2 = 1,41421 - - -,
m=23,14151--- ed e = 2,71828--- (numero di Nepero, che tratteremo meglio pit avanti)
sono numeri reali non razionali, ma /2 si pud “approssimare a piacere” con la sequenza di
numeri razionali 1; 1,4; 1,41; 1,4142; e cosi via. In quest’analogia con la retta, 'intervallo
[a,b] (risp. |a,b], [a,b[, ]a,b]) indica I'insieme dei numeri reali = tali che a < x < b (risp.
a<xz<b a<xz<b a<azx<b). Nel corso studieremo i numeri reali R con maggiore
attenzione, e introdurremo anche un insieme numerico pit grande di R: quello dei numeri
complessi, che denoteremo con C.

’Funzioni elementari‘ Nella scuola superiore si tende a fare confusione tra funzione,
che & la “regola” f : X — Y tramite la quale si associa ad ogni elemento a dell’insieme
X (dominio) uno ed un solo elemento f(a) dell’insieme Y (codominio), ed il suo grafico,
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che invece ¢ 'insieme delle coppie (a, f(a)) al variare di a nel dominio X. A parziale
giustificazione, va detto che nella scuola superiore si studiano solo funzioni con dominio un
sottoinsieme dei numeri reali R, e codominio R, per cui il grafico & il familiare “disegno nel
piano che non torna mai sui suoi passi”: la tentazione di identificare il concetto “sfuggente”
di funzione con quello ben piu concreto di grafico e forte. Durante il corso avremo tempo
e modo di mettere chiarezza su cio: qui si tratta solo di cercare di partire col piede giusto.
Cosi, quando diremo che il polinomio 22 — 42 — 5, ’esponenziale e® e il logaritmo log x
sono “funzioni”, intenderemo dire che si tratta di regole che ad ogni numero reale a (anzi,
per il logaritmo, solo agli @ > 0) associano uno ed un solo numero reale, quello che si
ottiene mettendo a al posto di x (ad esempio, il suddetto polinomio manda il numero —1
nel numero (—1)2 —4(—1) — 5 = 0, ed il logaritmo manda 1 in 0). Vediamo le funzioni
elementari di cui disponiamo fin d’ora.

e Iniziamo con il modulo, o valore assoluto (vedi Figura 0.2(iii)) . Il suo effetto & quello di
rendere sempre positivo quello che contiene. In altre parole, preso un numero reale x, il
modulo |z| vale x (se > 0) oppure —z (se = < 0): dunque vale |x| = 0 se e solo se z = 0,
e |z| > 0 per ogni z # 0. Ad esempio, siha [3| =3, |=7|=—(=7)=7, 20 - 5| =2z -5
(sex>3)e2z—5/=—(22—5)=5—2z (se z < 5). Il dominio & tutto R. La relazione
del modulo con le operazioni ¢ illustrata dalle seguenti due proprieta, che valgono per ogni
coppia di numeri reali & e y: (1) |z + | < |a| + [yl e & —yl > [2] = [yl; (2) ay| = |zllyl. e
in particolare ‘%‘ = |71\

A dispetto della sua apparente modestia, il modulo & un autentico spauracchio per lo
studente, che spesso scorda un fatto elementare: che la presenza del modulo invita a
studiare prima il segno del suo argomento (cioe, quello che ci sta dentro), per poi dividere
lo studio nei vari casi in cui tale segno e chiaro. Ad esempio, poniamo di avere ’espressione
f(z) = |7— x| —|2% + 4z|: essendo 7T — 2 > 0 se e solo se * < 7 e 22 +4x > 0 se e solo
se £ < —4 oppure x > 0, possiamo scrivere f(z) in una forma piu semplice distinguendo
caso per caso. In effetti, quando 2 < —4 e 0 < z < 7 (casi in cui gli argomenti di entrambi
i moduli sono > 0) la nostra espressione diventa (7 — z) — (22 + 4z) = —2? — 5z + T;
quando —4 < z < 0 (caso in cui 'argomento del primo modulo & > 0 e quello del secondo
& < 0) essa diventa (7 — z) — (— (2 + 42)) = 2% + 3z + 7; infine, quando = > 7 (caso
in cui, viceversa, ’argomento del primo modulo & < 0 e quello del secondo & > 0) essa
diventa (—(7 — x)) — (22 + 47) = —2% — 3z — 7. Si noti che nei punti di passaggio le
due definizioni consecutive coincidono, per dare f(—4) = 11, f(0) =7 e f(7) = =77 (in
termini piu precisi, diremo che “la funzione modulo ¢ continua”).

e Naturalmente conosciamo i polinomi, e le frazioni di polinomi (funzioni razionali): esse
hanno per dominio tutti i numeri che non annullano il denominatore (ad esempio, %
ha come dominio tutti i numeri reali tranne —1 e —3).

e Parliamo ora delle potenze % (vedi Figura 0.1), iniziando dal caso in cui z & un numero
reale positivo. Quando « € un numero naturale, le potenze sono gli “atomi” dei polinomi,
ed il loro significato & “moltiplicare x per se stesso « volte”. Come noto, esse soddisfano
le seguenti proprieta:

(1) 2P = 20F5,
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Figura 0.1: Grafici delle potenze £ con esponente o naturale e reale

(2) 2%/2P =2 P  (se a > ),
) (2 = a0

Se « non ¢ un numero naturale, si puo dare un senso a x® chiedendo che continuino a
valere le proprieta (1), (2) e (3).

~ Se a = 0, poiché da (1) si ha 2%2° = 29+# = 27 si ¢ indotti a porre 20 = 1.

— Se invece « € un numero intero negativo (diciamo aw = —m, con m numero naturale),
sempre da (1) si ha 27™a™ = 27" = 20 = 1; percio si ¢ indotti a porre 27 = L

™’

— Se a ¢ un numero razionale > 0 (diciamo a = “* con m,n > 0), poiché da (3)

. . m m N . m
formalmente ricaviamo (zn» )" = x=»" = 2™, sara il caso di porre zn» = /z™ (la
nota “radice n-esima”, che viene dunque ricompresa nella notazione delle potenze); se

m_ m

. o . _m m _m_ m
invece o < 0 (diciamo o = —™ con m,n > 0), essendo &~ nxn =2 n 0 = =1
m

possiamo porre £~ n = —y = -

an Vo'

— Infine, se o & un qualsiasi numero reale, ci accontentiamo per ora di questa sp-
iegazione un po’ vaga, ma efficace: sappiamo che possiamo “approssimare” «a a
piacere con una sequenza di numeri razionali aq, a9, aj ...; ed allora la sequenza di
numeri reali positivi 2, %2, x®3, ... (che sappiamo calcolare, perché gli esponenti

a1, (g, az ete. sono numeri razionali) “approssimerd” un numero reale positivo, che

chiameremo per 'appunto x®.

In sostanza, d’ora in poi il simbolo £® avra senso per ogni numero reale x > 0 ed ogni
numero reale o.

Esempi. (1) Vale 372 = %2 = %, (%)73 = (%1)3 = % e (vV2)7" = ﬁ = ﬁ. (2) Vale (%)% =

2 - V6 (373 = L — 1 _ L g(ly-% _ 1 __ _ 1 _ 1 _g (3)Poiché
3 3 (\f) (\/5)% 3 (v/3)2 I3 (32) (é)% W % . ( )
% < /3 < 2, il numero 4V3 sara compreso tra 43 =8e4? = 16; e il numero (%)\/3 sara compreso tra
(3)P=1e (%)% = ﬁ = % (qui stiamo usando il fatto, ribadito tra breve, che la funzione esponenziale

a” & crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1).
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Occupiamoci ora di definire la funzione x®, quando possibile, anche per x < 0.

— Se a € un numero naturale (diciamo o = m con m > 0), come sappiamo il simbolo
2™ continua ad avere lo stesso senso di prima anche per ogni numero reale x: si
tratta sempre di moltiplicare = per se stesso m volte. Pil in generale, la potenza
x% si puo definire per ogni numero reale x anche se o € un numero razionale > 0
che, ridotto, abbia denominatore dispari (ad esempio % o} %, ma anche % e é—g, che
diventano 1—77 e %): scritto o = " con m,n > 0 primi tra loro e n dispari, se z = 0

. m .
poniamo O» = 0, e se x < 0 poniamo

= (/)" = ()"

Esempi. (1) Si ha (=3)* = (=3)(=3)(=3)(=3) = 81 ¢ (—2)*

' = (-2)(-2)(~-2) = —8. (2) Vale
05 =0, (-8)% = (—V8) = —2 e (~243)% = (—¥/243)? = (-3)2 = 9.

0

— Se a = 0 poniamo z° = 1 per ogni z # 0; invece il simbolo 0 non avra senso.

— Se a ¢ un numero intero negativo (diciamo o« = —m con m > 0), si potra definire
ancora = " = z% purché sia x # 0. Piu in generale, come prima, la stessa cosa si
puo fare se a € un numero razionale < 0 che, ridotto, abbia denominatore dispari:
scritto o = —%* con m,n > 0 primi tra loro e n dispari, se z = 0 poniamo 0% = 0,

e se z < 0 (ovvero —z > () poniamo

_m 1 1 (—1)m
€T n = —0 = =
aw (=4/]=]) V™
. . _ _ _1
Esempi. (1) Si ha (—3)72 = (_#3)2 = % =le(-2)7"= (_12)3 =—1%.(2) Vale (—4)"5 =
1 1 (g7 _ 1 1 _ 1 . (_2y-%__ 1 __ __ L _ _1 _ 3/9
(—oF 5’/1’( 5) 77(_5)%7%\7/5)273/%6( 5) 37(_@%7(—%/%)273%7\/:'

— Occupiamoci ora del caso in cui « sia un numero razionale che, ridotto, abbia de-
nominatore pari, diciamo o = 7* con m dispari e n pari, ad esempio % o —%. In
tal caso, la sola definizione che possiamo dare quando x < 0e 0* =0sea >0, e
niente pit: ad esempio, simboli come (—1)% o (—5)_% saranno privi di significato.
Il problema sta nel fatto che una potenza pari di un qualsiasi numero reale & sempre
positiva: dunque i simboli (—1)% e (—5)7% (che saremmo indotti a scrivere /—1 e
V/(=5)3 = v/—125), dovendo indicare presunti numeri reali che, elevati alla seconda
o alla quarta, dovrebbero dare rispettivamente —1 o —125, sono chiaramente privi

di senso per i numeri reali.(*)

— Infine, se @ € un numero reale qualsiasi, poiché come visto la definizione di z® va
data approssimando « con numeri razionali, e tra questi, una volta ridotti, ve ne

O Draltra parte, come vedremo, sara proprio questa “carenza” dei numeri reali che ci portera ad allargarne
I'insieme ad uno piu grande, detto dei numeri complessi, in cui questi problemi avranno sempre soluzione
(ad esempio, si potranno trovare numeri complessi z tali che 22 = —1, o tali che z* = —125).
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sono sia con denominatore pari che dispari, anche in questo caso la sola definizione
che possiamo dare quando z < 0 ¢ 0% = 0 se a > 0, e niente altro: ad esempio,
simboli come (—1)¥2 o (—3)™™ saranno privi di significato.

Ricapitolando, la funzione f(z) = x®

prefissato) ha come dominio:

(ove z varia nel dominio e « &€ un numero reale

— tutti gli  se a € un numero razionale > 0 che, ridotto, abbia denominatore dispari

(ad esempio, se « & naturale, oppure o = %, %, %, c);

— tutti gli  # 0 se @ =0 o se « & un numero razionale < 0 che, ridotto, abbia denom-

inatore dispari (ad esempio, se « & intero negativo, oppure o = —%, —1%, )

N

— tutti gli > 0 se @ & un qualsiasi altro numero reale > 0 (ad esempio, se a =
%, 3m, V3 —1, %, c);

— tutti gli > 0 se a ¢ un qualsiasi altro numero reale < 0 (ad esempio, se a =
Ll 343, ...,

Naturalmente, le precedenti regole formali (1) %z’ = 28 (2) z®/28 = 2278 ¢ (3)
(z*)8 = 2P continuano a valere anche in generale. Vi sono tuttavia alcune eccezioni
solitamente legate alla comparsa, naturale o artificiosa, di denominatori pari, e gestibili
con un po’ di prudenza: ad esempio, si ha 6 = (—2)(—3) ma non si puo scrivere 62 =

(—2)%(—3)% (il primo membro ha senso, il secondo no); oppure si ha £ = 2.4 = 1.2
ma (—8)% = —v/8 = —2 mentre (—8)2% = ((—8)2)% = 645 = /64 = 2 e addirittura

(—8)52 = ((—8)5)2 = (/=8)? & privo di senso.

@ con a numero reale qualsiasi (vedi

Osserviamo I'andamento della funzione f(x) = =

Figura 0.1). Intanto, possiamo limitarci a > 0 oppure > 0 (infatti, se o = % con n
dispari, se m & pari allora f(—z) = f(x), ovvero “la funzione f & pari” mentre se m &
dispari allora f(—z) = —f(x), ovvero “la funzione f & dispari”): dunque il grafico stara
tutto nel primo quadrante del piano cartesiano e, visto che 1¢ = 1 per ogni «, esso passera
sempre per il punto (1,1). Distinguiamo ora tre casi. (1) Se a > 0, la funzione z% &
“crescente”, ovvero se 1 < xg allora (z1)® < (z2)* (anzi, ¢ addirittura “strettamente
crescente”, ovvero se x; < xg allora (z1)® < (z2)%); essa tende a 0 quando x tende a
0, e a +00 quando x tende a +o0o. (2) Se a < 0 accade il contrario: la funzione z¢ &
“decrescente”, ovvero se x1 < xo allora x§ > 2§ (anzi, “strettamente decrescente”); essa
tende a +00 quando z tende a 0, e a 0 quando z tende a +oo. (3) Infine, se @ = 0 la
funzione vale costantemente 1.

e Per la funzione potenza, la variabile x stava nella base; se invece la variabile x appare
all’esponente, si parlera di funzione esponenziale® o, ove a & un fissato numero reale > 0

) Con maggior precisione, si dimostra che per ogni a > 0 esiste un’unica funzione f,(x) monotona
(ovvero, crescente oppure decrescente a seconda di a), definita per ogni * € R, con le proprietad che
fa(1) = a e fa(z)faly) = fa(z + y) per ogni z,y € R. La funzione fq(z), detta esponenziale di base
a e usualmente denotata a”, & costantemente uguale a 1 se a = 1, strettamente crescente se a > 0 e
strettamente decrescente se 0 < a < 1, e per ogni y > 0 esiste z € R tale che y = f,(z). Inoltre, se

x:%GQsihafa(m):\q/cTP.
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Figura 0.2: Grafici del logaritmo, dell’esponenziale e del modulo

(si noti che se a = 1 la funzione vale costantemente 1; vedi Figura 0.2(ii)). Le proprieta
fondamentali sono quelle delle potenze, ovvero a®'a*? = a*11*2 e (a®)*? = a*'*2 per ogni
coppia di numeri reali x1, z2. Il dominio di questa funzione sara tutto 'insieme dei numeri
reali, e si noti che essa assume solo valori > 0 (ad esempio o190 = aléOO > 0). Quanto
all’andamento della funzione (vedi Figura 0.2(ii)), osserviamo che quando x = 0 essa vale
1; distinguiamo poi due casi. (1) Se a > 1 la funzione a” & crescente, tende rapidamente a
0 quando z tende a —oco e tende rapidamente a +o0o quando = tende a +00. (2) Se invece
0 < a < 1 accade il contrario: la funzione a® ¢ decrescente, tende rapidamente a +oco
quando x tende a —oo e tende rapidamente a 0 quando x tende a +o0o. Tra le possibili
scelte per a, la migliore ¢ a = e (numero di Nepero): il perché lo capiremo piu avanti,
parlando di derivate.

o Il logaritmo & la funzione inversa dell’esponenziale: se a € un numero reale > 0 ma
diverso da 1 e x & un numero reale > 0, allora log,(z) &, per definizione, quel numero reale
al quale bisogna elevare a per ottenere z: ovvero a'°%(®) = g = log,(a”). 1l logaritmo
ha le seguenti due proprieta fondamentali, che si verificano facilmente: (1)’ log,(z122) =
log, (z1) + log,(z2), e (2)" log,(z*) = alog,(x), da cui seguono tutte le altre (ad esempio
log, (1) = 0, log, (1) = —log, () e pilt generalmente log, (1) = log,(z1) — log,(z2), ecc.).
Il dominio di questa funzione sara I'insieme dei numeri reali > 0. Per 'andamento (vedi
Figura 0.2(i)), la funzione vale 0 quando x = 1; distinguiamo poi anche qui due casi. (1)
Se a > 1 la funzione log,(x) & crescente, quando x tende a 0 essa tende lentamente a —oo e
quando z tende a +00 essa tende lentamente a +00. (2) Se invece 0 < a < 1, inversamente,
la funzione log, (x) & decrescente, quando x tende a 0 essa tende a lentamente 400 e quando
x tende a 400 essa tende lentamente a —oo. Anche per il logaritmo, la scelta migliore
& a = e, per lo stesso (ancora da spiegare) motivo dell’esponenziale: percio d’ora in poi,
quando scriveremo “log z” senza indicare la base, intenderemo che la base € e (si parla di
logaritmo naturale, da taluni indicato anche con “Inz”).

e Anche le funzioni goniometriche o circolari (di cui parleremo tra poco) e le funzioni
iperboliche (che incontreremo durante il corso) appaiono tra le elementari.
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Equazioni e disequazioni in una variabile| Con le funzioni elementari appena ri-

cordate dobbiamo essere in grado di risolvere equazioni e disequazioni (ovvero trovare
I'insieme di tutti e soli i possibili valori di = che le soddisfano). Diamo qui nel seguito
alcuni esempi di ricapitolazione (per le funzioni goniometriche, si veda piu sotto).

Esercizio. Risolvere le sequenti equazioni e disequazioni in una variabile:

z+2 546
T+3LE>T |x+3|+\y+1\:3 14+ 1\—=
(1) { 2x < 2+ zl' ’ (2) { T+ |2y _ 1| =0. (3) 3 + (5) < \/g’

z2—-1 — r—

(4) 2logy(1 —z) —log, |z| > 1, (5) V3(z2—-1)<5b—u.

Risoluzione. (1) Nella prima disequazione dovra essere z # 0 per l'esistenza del denominatore; essa di-
2
venta %4;”4 > 0; il numeratore & (z — 2)2, e dunque ¢ > 0 per ogni x # 2, mentre il denominatore

¢ > 0 per x > 0, percio la prima disequazione & soddisfatta se e solo se x > 0 ma =z # 2. La seconda

3z2—z—2

disequazione richiede z # +1 per l'esistenza dei denominatori; essa diventa =5

> 0; il numeratore
ha radici —% e 1, e dunque ¢ < 0 per x < —% oppure x > 1, mentre il denominatore € > 0 per z < —1
oppure x > 1; confrontando i segni, notiamo che la seconda disequazione & soddisfatta se e solo se z < —1
oppure x > —% ma z # 1. 1l sistema ¢ dunque soddisfatto se e solo se x > 0 ma = # 1,2. (2) Dovremmo
scomporre lo studio in vari casi nei quali gli argomenti dei tre moduli abbiano segno certo, per poterci cosi
“sbarazzare” dei moduli. Notiamo che z +3 > 0Oseesolosex > -3, y+1>0seesolosey > —1e

2y—1 > 0seesolosey > %: dovremo dunque trattare 2 x 3 = 6 casi distinti. Primo: sex < -3 ey < —1,
;_wa(jé;)jl();g g D)=3 , che ha soluzione (-5, —2) (accettabile). Secondo: se
(—(@+3)+(y+1)=3
z+(—(2y—1))=0
{ (—(+3)+@y+1)=3
x4+ (2y—1)=0

(—3,2) (accettabile). Quarto: se x > —3 e y < —1, il sistema diventa {

il sistema diventa {

r<-3e-1<y<

1, il sistema diventa { , che ha soluzione (-9, —4) (non

accettabile). Terzo: se x < —3 e y > L. il sistema diventa , che ha soluzione

27
(z+3)+(-(y+1)=3

z+(—(2y—1))=0. ’

che ha soluzione (3,2) (non accettabile). Quinto: se z > —3 e —1 < y < I, il sistema diventa

{ (z+3)+y+1) =3
z+(—(2y—1))=0

, che ha soluzione (—1,0) (accettabile). Infine, il sesto: se ¢ > -3 ey > 1,

(z+3)+(y+1)=3
24+ (2y—1)=0
tema ha le tre soluzioni (—5,—2), (=1,0) e (—3,2). (8) Si tratta di una disequazione esponenziale: l'idea

il sistema diventa { , che ha soluzione (—3,2) (accettabile). Ricapitolando, il sis-

¢ quella di ridurla ad una disequazione esponenziale elementare del tipo (ad esempio) a® > b con b numero
reale, che ha come soluzioni tutti gli z (se b < 0), mentre invece se b > 0, bisogna distinguere tra il caso
a > 1 (in cui log, & crescente, e dunque estraendo il logaritmo di ambo i membri si ricava z > log, b) e
0 < a <1 (in cui log, & decrescente, e dunque estraendo il logaritmo di ambo i membri si ricava z < log, b).
Nel caso in questione, si ricava 3'7% + (%)_qc =3.-3"4+(371) 7" = 3.3 +3% = 4-3%, da cui la disequazione
diventa 4-3" < /3, ovvero 3% < ?. Estraendo logs di ambo i membri (si noti che a = 3 > 1) ed usando le
proprieta dei logaritmi, si ricava z < log;;)(%) =log;(v/3) —log, 4 = log3(3%) —logs(2%) = 3 +2log; 2. (4)
Si tratta di una disequazione logaritmica: 'idea ¢ di ridurla ad una disequazione logaritmica elementare del
tipo (ad esempio) log, 2 > b con b numero reale; scrivendo b = log, (a”), si ottiene allora log, = > log, (a®),
da cui si ricava z > a® (nel caso a > 1, in cui log, & crescente) oppure z < a® (nel caso 0 < a < 1, in
cui log, & decrescente). Esaminiamo il nostro caso concreto. Per l'esistenza dei logaritmi dovra aversi

1—2 >0 (ovvero z < 1) e |z] > 0 (ovvero = # 0). Sfruttando le proprieta dei logaritmi, abbiamo dunque
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2log,(1 — z) — log, |z| = log (%) > 1 =log,(2), da cui (essendo a = 2 > 1) ricaviamo (1;"”)2 > 2,

x27(72a:) _ 2241
—x - T

ovVvero %ZFM > 0. Se z < 0 abbiamo dunque 1-204 > 0, sempre vero; se invece
x > 0 abbiamo % > 0, soddisfatta per z < 2 — /3 oppure z > 2 + /3. Tenendo presente perd
le condizioni di esistenza x < 1 e x # 0, concludiamo che la disequazione ¢ verificata per tutti e soli gli
z<2—+3maz#0. (5) Si tratta di una disequazione irrazionale, ovvero del tipo \/m > g(z) oppure
V/f(z) < g(x). In entrambi i casi, per la realta della radice va posto f(z) > 0. Poi, se g(z) < 0 la dise-
quazione & di certo soddisfatta nel primo caso, e assurda nel secondo (si noti che, se esiste, il primo membro
\/m ¢ > 0), mentre se g(z) > 0 essa ¢ equivalente a cid che si ottiene elevando al quadrato ambo i mem-
bri ottenendo rispettivamente f(z) > (g(z))? (che, si noti, implica la condizione f(x) > 0, che sara dunque

inutile scrivere) e f(z) < (g(z))*: dunque risolvere \/f(x) > g(z) equivale a risolvere separatamente i

f(z) >0
> >
sistemi { g((af)) 28 e { ?ig N ?g(m))Q , mentre /f(z) < g(x) equivale al sistema ¢ g(z) >0
f(z) < (g(x))?
Analogamente, ’equazione \/f(z) = g(z) equivarra al sistema 9(x) >0 2 . Nel nostro caso con-
’ fx) = (9())
3(z2 -1)>0 z<—-loz>1
creto, dovremo dunque risolvere il sistema 5—xz>0 , OVVero rz<5 ,
3(z% — 1) < 25 — 10z + 22 —T<x<?2

che ha soluzioni —7T<z < -lel <z <2

’I‘rigonometria‘ Siamo abituati a rappresentare visivamente gli angoli fin dall’inizio
del nostro percorso scolastico, ma per fare calcoli precisi abbiamo bisogno di introdurre
alcune quantitd numeriche ad essi associate (in altre parole, alcune loro “funzioni”). E
quanto ci apprestiamo a fare parlando di funzioni goniometriche.

Il primo problema e: come rappresentare gli angoli, e quale unita di misura scegliere per
misurarne I’ampiezza?

Nel piano cartesiano denotiamo col simbolo S' la circonferenza di centro I’origine e raggio
1 (essa & dunque il luogo dei punti del piano che soddisfano l’equazione x? + ¢ — 1 =
0: vedi Figura 0.3(i)). Un nome corrente per S! & quello di circonferenza goniometrica
(ove “goniometrica”, parola di origine greca, fa riferimento agli angoli). Si usa infatti
disegnare un angolo @ su S! girando in senso antiorario (se 6 & positivo) o orario (se 6 &
negativo) sempre a partire dal punto Py = (1,0) e segnando il punto Py in cui si arriva:
in questo modo, sembra che perdiamo I'informazione sui giri fatti (angoli che differiscono
di multipli dell’angolo giro cadono sul medesimo punto), ma in realta oltre al punto Py
noi teniamo a mente la lunghezza dell’arco di circonferenza percorso. Quanto all’unita di
misura, anziche la classica sessagesimale per cui un angolo giro vale 360° (e dunque uno
piatto 180° e uno retto 90°) si usera sempre la misura in radianti: presa una qualsiasi
circonferenza con centro nel vertice dell’angolo, si tratta del rapporto tra la lunghezza
dell’arco di circonferenza sotteso dall’angolo e la lunghezza del raggio della circonferenza
stessa. Questo rapporto, che non dipende dalla circonferenza scelta, da un numero puro
(rapporto tra grandezze omogenee), che coincide numericamente con la lunghezza dell’arco
sotteso su S (perché il raggio di S! ha lunghezza unitaria). Ad esempio, gli angoli di —30°,
0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° 360° e 390° corrispondono rispettivamente (e d’ora in

1 : N ™ T T T T 3 137
poi li chiameremo cosi) a -5 0515 9T 5, 2me 5
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Figura 0.3: Circonferenza goniometrica S'; grafici di seno, coseno, tangente e cotangente

Introduciamo ora le due piu importanti funzioni goniometriche dell’angolo 0: il coseno ed
il seno. Essi sono semplicemente le coordinate di Py, ovvero, Py = (cosf,sinf): saranno
dunque numeri reali compresi tra —1 e 1 (vedi Figura 0.3), legati dalla relazione fonda-
mentale

cos? 0 + sin? 0 = 1.

E immediato verificare che vale anche sin(—) = —sin 6, cos(—6) = cos b, sin(g £60) =
Fcos(0), sin(m £ 0) = Fsinb, cos(m + §) = £ cosb; inoltre, seno e coseno sono grandezze
periodiche di periodo 27: esse non cambiano se si modifica I’angolo 6 di multipli dell’angolo
giro. In modo piu formale, questo fatto si scrive

sin(f + 2kmw) = sinf, cos(6 + 2kw) = cosé per ogni numero reale 0 ed intero k.

Notiamo allora che in [—m, 7] I'uguaglianza sin a = sin 3 vale se e solo se f = «, oppure

a4+ = £m: dunque, in generale essa vale se e solo se § = a+2kw oppure § = (m1—a)+2k7

con k intero. Analogamente, I'uguaglianza cosa = cos 3 vale se e solo se 8 = a + 2kn

oppure 8 = —a+ 2kw con k intero. Alcuni valori notevoli di seno e coseno sono i seguenti:

cos(f) =sin(§) = @; sin(g) = cos(3) = %; sin(%) = %os(%) = @;Qsin(g) = cos(0) =1,
s s T

sin(3F) = cos(m) = —1; sin(0) = cos(%) = sin(m) = cos(3F) = 0; cos(Z) = sin(—%) = —1.

Ci sono anche altre due funzioni goniometriche dell’angolo 6 che sono molto usate: la
tangente e la cotangente. Se cos€ # 0 si puo definire la tangente di 6 come tgf = 2;1;(;;

reciprocamente, se sinf # 0 si puo definire la cotangente di § come cotgf = gﬂfg (vedi
Figura 0.3). Si noti che se |cosf| (risp. |sinf|) e assai piccolo, |tg@| (risp. | cotgf|)
diventa assai grande. Per visualizzare geometricamente tg 6 e cotgf, si procede come
segue: (a) si tracci la retta tangente alla circonferenza S' nel punto Py = (0,1) (risp.
nel punto Pz = (1,0)); (b) si prolunghi la semiretta uscente dall’origine (0,0) e passante
per il punto Py fino a secare la suddetta retta tangente; (c) il valore dell’ordinata (risp.
dell’ascissa) di tale punto ¢ uguale a tg(f) (risp. a cotg(f)). Se 6 # kT con k intero, vale
ovviamente la relazione cotgf = tgi@; vale anche tg(—60) = —tg0, cotg(—0) = —cotgb,
tg(§ — 0) = cotg 0; inoltre tangente e cotangente sono grandezze periodiche di periodo 7:

tg(0 + km) = tgl, cotg(d + km) = cotg b per ogni numero reale 6 ed intero k.
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L’uguaglianza tga = tg [ vale se e solo se = «a + kmw con k intero, e lo stesso per

cotga = cotg . Alcuni valori notevoli sono tg(§) = cotg(§) = @; cotg(§) = tg(3) =
V3; tg(F) = cotg(Z) = 1; cotg(3) = tg(0) = 0, mentre tg(%) e cotg(0) non sono definite.

Esistono molte formule e relazioni riguardanti seno, coseno, tangente e cotangente: esse
si dimostrano facilmente, e per ricordarle bisogna ricorrere alla memoria, ad un buon
formulario o, pitt semplicemente, ad un disegno. Ecco le principali (si tratta, nell’ordine,
di formule di addizione/sottrazione, duplicazione, bisezione, prostaféresi, parametriche):

sin(a+ B) =sinacosf £ cosasinB; cos(a £ ) =cosacos FsinasinF; tglatpf) = %;

sin(2a) = 2sinacos;  cos(2a) = cos® a —sin® oy tg(26) = 12@299;

sin(9) = £4/2722%; cos(9) = £/ sina +sin B = 2sin(242) cos(252);

2t
t

sinf =

cos@z}l—z;; tgl = 17 (ovet:tgg).

2t .
1+t27

Figura 0.4: Grafici dell’arco-seno, arco-coseno, arco-tangente e arco-cotangente

Abbiamo visto che, dato un angolo (cio¢ un numero reale) 6, la funzione “sin” gli associa
il valore del suo seno (un numero tra —1 e 1). Vorremmo avere a disposizione una funzione
inversa, che partendo da un numero tra —1 e 1 ci dia ’angolo di cui esso ¢ il seno, ma
in questo modo non otterremmo una “funzione” (che per definizione deve assegnare uno e
un solo valore ad ogni elemento del dominio, in questo caso I'intervallo [—1,1]): infatti, ad

esempio, al numero % non sapremmo se assegnare l’angolo %, o %’r, o magari —Z%... . Per
T T

toglierci dall'imbarazzo, scegliamo I'unico angolo in [—7, Z]: dunque, in questo cgso, axr=
% assegneremmo f(z) = §. Questa funzione si chiama arco-seno, e si denota con “arcsin”
(vedi Figura 0.4): essa & l'inversa della funzione “sin”, nel senso che arcsin(sinz) = = per
ogni x € [~7, 3] e sin(arcsinz) = x per ogni x € [~1,1]. In modo simile si considera
I'arco-coseno “arccos”, che ad un numero reale z con |z| < 1 associa I’angolo in [0, 7] di
cui esso ¢ il coseno, e I'arco-tangente “arctg” (risp. I’arco-cotangente “arccotg”) che ad
un qualsiasi numero reale x associa I’angolo in | — §, 5[ (risp. in ]0,7[) di cui esso ¢ la
tangente (risp. la cotangente). Si verifica facilmente che arcsin(z) + arccos(xz) = 5 per
ogni numero reale x con |z| < 1, e che arctg(x) + arccotg(z) = § per ogni . Ad esempio,

vale arcsin(0) = 0, arccos(—@) = arccotg(—1) = 3T e arctg(v/3) = Z.
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Le equazioni e disequazioni goniometriche elementari sono del tipo f(0) = a (oppure <,
>, >, <) ove f puo essere una fra sin, cos, tg o cotg e a un qualsiasi numero reale. Esse
si risolvono scegliendo un periodo di risoluzione, che di solito sara [0, 27] oppure [—, 7]
per seno e coseno, [0.77] oppure [—g, %] per tangente e cotangente (sara utile ragionare
graficamente, disegnando o immaginandosi nella mente S') e poi sommando multipli interi

del periodo alle soluzioni trovate. Vediamone alcuni esempi.

e =

wesy Y l‘<.,1-=?f5 frwe 3 B
&w,ﬁz-afz [ iSRS A< T 3z arcedhy% )

1
N~
% ¥ T %
-?Ef'unlz_
-\rc.:."ﬁ(—?v‘z) Z |5 e ,—;-'

Figura 0.5: Risoluzioni di sina = —% in [0, 27]; del sistema cos < g e sinf > —% in [0, 2x]; di cotgz < —% in

[0, 7].

Esercizio. Risolvere le sequenti equazioni e disequazioni trigonometriche elementari.

(1) sinf = -1, (2) cotgh = V2, (3) cosf <0, (4) tgd>1, (5) sinf > ?.

5w
—5x,
0= f%” +2km oppure § = —% +2km per k intero. (2) cotgf = V2, se risolta in [0, 7], d& @ = arccotg(v/2);

dunque la soluzione generale & § = arccotg(+/2) + km per k intero. (3) cosf < 0, se risolta in [0, 27] da

Risoluzione. (1) sinf = —%7 se risolta in [—m, 7], da 6 = —%; dunque la soluzione generale ¢

T < g < 37 dunque la soluzione generale & T +2kw < 0 < 3% 4 2k7 per k intero. (4) tg6 > 1, se risolta in
2 2 g 2 2 g

[-5,5]da § <6< %, dunque la soluzione generale & § + kw < 6 < & + kx per k intero. (5) sinf > %,
se risolta in [0, 27| (ma anche in [—7, 7]) da arcsin(?) <O <m— arcsin(?

e arcsin(?) +2%kr << m— arcsin(%) + 2km per k intero.

), dunque la soluzione generale

Tutte le altre equazioni e disequazioni goniometriche vanno ricondotte alla risoluzione di
elementari. Vediamo alcuni esempi.

Esercizio. Risolvere le sequenti equazioni e disequazioni trigonometriche.
(6) sinz (V3sinz + cosz) =0, (7) cosz+2sinz+2=0, (8) log(2cosz+sinz) <0,

smxtg\@colstr L >0, (10)  cos2z + cos®(£) < 1.
T

(9)

Risoluzione. (6) Per la legge dell’annullamento di un prodotto dev’essere sinz = 0 (che da le soluzioni

x = km con k intero) oppure V3sinz + cosz = 0. Quest’ultima & un’equazione omogenea di grado 1

in seno e coseno: poiché cosz # 0 (altrimenti sarebbe anche sinz = 0, impossibile), si pud dividere
V3

per cosx ottenendo un’altra equazione elementare tgx = —-5*, che ha soluzione z = —% + k7w con k
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intero. (7) Si tratta di un’equazione lineare (del tipo acosz + bsinz = ¢), che si pud risolvere in due
modi. (a) (Metodo geometrico) Posto X = cosxz e Y = sinz si ha il sistema dato da aX +bY = ce
X2 4Y? =1, che nel piano cartesiano (X,Y) (in cui conviene visualizzare il tutto) equivale a intersecare
una retta e una circonferenza; trovata una soluzione (X,Y) = (a, 3), ci si & ridotti a risolvere il sistema
di equazioni elementari dato da cosz = « e sinz = 3. Nel nostro caso le soluzioni sono (X,Y) = (0, —1)
e (X,Y) = (—%,-2); la prima, ovvero (cosz,sinz) = (0,—1), da & = —% + 2km, mentre la seconda,
ovvero (cos,sinz) = (—3,

parametriche” per razionalizzare: posta t = tg 3, si ha cosz =

—3), dd @ = 7 + arcsin £ + 2km. (b) (Metodo algebrico) Si usano le “formule

_ 42
1t e sina = da cui sostituendo si

1 t 1 t2 ’
trova t>+4t+3 =0, dacuit = tgs =—1,-3. Setg 5 = —1si I‘lC;V& 5= fz+l::r7r, ciot z = — 75 +2km; se
tg § = —3si ha § = —arctg(3) 4 km, cioé x = —2arctg(3) + 2k7 (k intero). Si noti che la seconda famiglia
di soluzioni coincide con quella trovata prima, perché —2arctg 3 + 27 = 7 + arcsin % (entrambi angoli del
30 quadrante): infatti cid equivale a 2arctg3 = m — arcsin 2 (entrambi angoli del 20 quadrante) che a sua

volta equivale a sin(2arctg 3) = sin(m — arcsin £ ), che & vero perché il secondo membro vale 2

\/1+32 \/1+32

equivale alla coppia di disequazioni lineari 0 < 2cosx + sinx < 1 ciascuna delle quali si risolve con uno

¢, mentre il

=3 .3 (8) La disequazione log(2cosx + sinz) < 0

primo vale 2 sin(arctg 3) cos(arctg 3) =

dei due metodi appresi in precedenza (meglio quello geometrico, che permette una risoluzione combinata
e visivamente eloquente), ottenendo 5 + 2km < x < arccos(—T) + 2k oppure T + arccos(—f) + 2km <
T < 27 — arccos % +2km. (9) RlsolVlamo la disequazione in [0, 27| (periodo sufficiente per tutte le funzioni
che appaiono). Intanto, per I'esistenza della tangente dev’essere x # 7, 37”, e per quella del denominatore
dev’essere tgx # 1, ovvero x # 7, %4 Studiamo il segno del numeratore: usando ancora le formule
parametriche, posta t = tg £ si hasinz++v/3cosz+1 > 0 se e solo se (vV3—1)t* =2t — (v/3+1) < 0, ovvero
-1< tg 2 < 24+/3, ovvero (notando che arctg(2++/3) = 5{72‘) se e solo se (per £ € [0,7]) vale 0 < £ < 5%
oppure & r <5 <movveroseesolose ) <z < 5—” oppure T < x < 2m. Il denominatore € invece > 0 se e
solo se tgac > 1 ovvero 7 <z < 3 oppure 3T g 31 Dunque il quoziente ¢ > O seesolose T <z <
oppure ‘%” <z < %",
duplicazione e bisezione si ha cos 2z = 2cos?z — 1 e cos? 3=

; in generale basta aggiungere 2k7r agli estremi (k intero). (10) Dalle formule d1

1+eos® da cui si ricava cos z(3cosz 4+ 1) < 0.

Scegliamo [—7, 7] come intervallo di risoluzione, e studiamo ivi il segno dei due fattori: cosz > 0 se e solo

7, mentre 3cosz + 1 > 0 se e solo se —arccos(—3) < z < arccos(—3) ovvero (essendo

arccos(—t) = 7 — arccos(t)) se e solo se — + arccos(3) < & < 7 — arccos(3). Pertanto in [—m, 7] il loro

se —5 < cosx <
prodotto & < 0 se e solo se —7 + arccos(3) < @ < —% oppure 3 < x < 7 — arccos(3), ed in generale
basta aggiungere 2k7 agli estremi (k intero). (Notiamo che, essendo cos(—xz) = cos z, bastava risolvere la

disequazione in [0, 7] e poi aggiungere “+”).

In alcuni degli esercizi appena proposti, la contemporanea presenza di seno e coseno con
tangente e cotangente poteva portare ad un dubbio: quale periodo bisogna scegliere per
la risoluzione? E chiaro che, per non perdere soluzioni, la regola generale e di scegliere il
massimo tra i periodi delle funzioni presenti: cosi, ad esempio, per risolvere sinz—tgx = 1,
tra 27 e 7 si scegliera 27. Vale la pena di osservare anche che una funzione goniometrica
composta con una lineare (ovvero del tipo sin(ax 4 b), con a,b numeri reali, a > 0) resta
ancora periodica, con periodo uguale a quello originale diviso per a (infatti, ad esempio,
sin(a(z + 2X) +b) = sin(az + b+ 2m) = sin(ax +b) per ogni z): cosi sin(2z — 1) ha periodo

27“ =T, e cotg(%) ha periodo % 73 = = 37. Inoltre, si noti che sin® z e cos? z hanno periodo 7

®si & usato che, per angoli u del 1o quadrante vale (cosu, sinu) = (—— tau ),

Vittg2u' /14182 u
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(infatti sin*(z+7) = (—sinz)? = sin x per ogni z): dunque, ad esempio, sin?(%) ha periodo
%(12—/’%) = 3n. D’altra parte, quando possibile (ad esempio, per le equazioni elementari),
il metodo piu sicuro per non sbagliare & di cambiare la variabile: ad esempio, se bisogna
risolvere sin2(§) = i si potra porre 6 = 3, quindi risolvere I'equazione sin? 6 = i (si ricava
sinf = :l:%, da cui = £§ + 2k con k intero) per infine ricordarsi che 2 = 36, ricavando
xr = 3§ + 6km con k intero.

Ricordiamo infine che le funzioni goniometriche sono utili nella risoluzione dei triangoli: e
anzi proprio per questo che 'argomento ¢ tradizionalmente denominato “trigonometria”.

In un qualsiasi triangolo di area S con lati a, b, ¢ opposti ad angoli «, 3,7 valgono infatti

le relazioni z2— = Sigﬁ =g = ‘%C (teorema del seno) e ¢ = a? +b? — 2abcosy (teorema
¥
del coseno, o di Carnot); dunque, se il triangolo ¢ rettangolo (diciamo, in v = 7) si ottiene

a=csina = ccos 3 =btga = bcotg 3, ed il teorema di Pitagora ¢ = a? + b.

Luoghi geometrici nel piano cartesiano; rette e coniche‘ Di solito, per descri-

vere un sottoinsieme A del piano cartesiano si enuncia la (o le) proprieta che un punto
deve soddisfare per stare dentro A: si usa parlare allora di luogo geometrico. Ad esempio,
si parla di “luogo geometrico dei punti la cui ascissa ¢ < 0 ” (individuando cosi tutti e
soli i punti del semipiano alla sinistra dell’asse y, quest’ultimo escluso), oppure, fissati un
punto C di coordinate (z,,y,) ed un numero reale r > 0 si parla di “luogo geometrico
dei punti che distano r da C” (individuando cosi tutti e soli i punti della circonferenza di
centro C' e raggio r).

Il modo piu diretto di descrivere le proprieta di un luogo geometrico A nel piano carte-
siano e senz’altro quello di esibirle come una famiglia di equazioni e disequazioni cui le
coordinate z e y di un punto P(z,y) del piano devono soddisfare affinché P stia in A: in
questa maniera, A sara uguale all’insieme delle soluzioni del sistema in due variabili (z, y)
fatto da equazioni del tipo f(z,y) = 0 (o disequazioni, se al posto di “=" si ha <, >,
<, >). Tornando ai nostri esempi di qui sopra, cercare il “luogo geometrico dei punti del
piano che distano r da C(z,,y,) e la cui ascissa ¢ negativa” equivale a cercare le soluzioni

del sistema 4 &~ 2,)* + (y —y,)* =17
<0

Quali tipi di luoghi geometrici dovremmo essere in grado di riconoscere finora? Senza
dubbio, almeno due:

(1) tutti quelli in cui la funzione f(z,y) & lineare o di primo grado, ovvero del tipo f(x,y) =
ax + by + ¢ per opportuni numeri reali a, b, ¢ con almeno uno tra a e b non nullo;

(2) alcuni di quelli in cui la funzione f(z,y) € quadratica o di secondo grado, ovvero del
tipo f(z,y) = ax?® + by® + cxy + dx + ey + f per opportuni numeri reali a, b, c,d, e, f
con almeno uno tra a, b e ¢ non nullo.

Sappiamo che il luogo definito da f(x,y) = 0 nel caso (1) & una retta, nel caso (2) una
conica, ovvero, cio che si trova secando un cono nello spazio con piani messi in varie
maniere (come noto, le coniche si classificano in ellissi (in particolare, le circonferenze),
parabole ed iperboli), e che viceversa tutte le rette e coniche sono definibili in questo
modo. Tra le coniche, per la precisione, guardando l'equazione quadratica f(z,y) =
ax?® +by? + cxy +dx + ey + f = 0 noi dovremmo riconoscere le parabole con asse parallelo
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all’asse y (incuib=c=0ee#0)oall’asse z (in cui a = c =0 e d # 0), le circonferenze
(incuia = b, c =0 e daf < d*+ €2), le ellissi con centro l'origine e gli assi x e y come
assi di simmetria (in cui ab > 0, af < 0e ¢ =d = e =0) le iperboli con centro 'origine e
gli assi x e y come assi di simmetria (in cui ab < 0, af > 0e c=d = e =0) e le iperboli
equilatere (in cuia=b=d =e =0).

Nei due casi appena visti (rette e coniche, ovvero f polinomio di grado al pit 2 in z e y),
se anziché avere un’equazione f(x,y) = 0 si ha una disequazione (ad esempio f(z,y) > 0)
che luogo si trovera (vedi Figura 0.6(i))? Ebbene: ogni retta, ed ogni conica diversa
dall’iperbole, dividono il piano in due regioni distinte, in ogni punto di una delle quali
vale f(z,y) > 0 e nell’altra f(z,y) < 0. Per liperbole, invece, il piano viene diviso in
tre regioni, una “esterna” e due “interne” alle falde: ebbene, nei punti di quella “esterna”
varra una delle due disequazioni, in quelli delle due “interne” la disequazione opposta. Per
esempio, la disequazione x + 2y + 1 < 0 descrive il semipiano sotto la retta y = —%1
(esclusa); #2 —y > 0 ¢ la parte di piano sotto la parabola y = 2 (compresa); zy + 4 < 0
descrive i punti delle due parti interne all’iperbole equilatera zy = —4 (esclusa).

Si richiede allo studente la familiarita con gli strumenti della Geometria Analitica nel
piano cartesiano, ed in particolare con cio che riguarda i luoghi geometrici pit semplici
che abbiamo appena ricordato, ovvero rette e coniche: ad esempio, non si dovrebbero avere
particolari difficolta nel risolvere un esercizio come questo.

Esercizio. (1) Trovare l’equazione della parabola P con asse parallelo all’asse delle ordinate, passante
per A(2,0) e con vertice in B(1,—1).

(2) Determinare la retta v del fascio proprio centrato in A tale che, detto C' Ualtro punto di intersezione
di r con P, il segmento AC abbia lunghezza 3v/2 e C abbia ascissa negativa; determinare l’equazione della
retta tangente a P in C.

(3) Calcolare larea del triangolo ABC e l’equazione della circonferenza circoscritta.

(4) Si determini l’equazione dell’iperbole con centro O(0,0) ed assi di simmetria coincidenti con gli assi
coordinati, passante per B ed avente come asintoto la perpendicolare per O a BC.

Risoluzione. (1) Se y = ax? + Bz + v & I'equazione cercata, il vertice ha coordinate (f%, —2) (ove
A = 3? — 4ary), da cui le condizioni 8 = —2a e $% — 4oy = 4q; infine, il passaggio per A da la condizione
0 = 4a + 28 + 7. Risolvendo il sistema cosi ottenuto, si trova « = 1, 8 = —2, v = 0. (2) Poiché si

richiede che r intersechi P in un altro punto diverso da A, essa non sara verticale, e dunque avra la forma
Yy —ya = m(z — x4), ciot y = m(z — 2). Intersecando r e P si ottiene dunque m(x — 2) = 2? — 2u,
ovvero 2 — (m + 2)z 4 2m = 0: una delle cui due soluzione & ovviamente z = 2 (che da A), e l'altra
risulta * = m, che da il punto C(m, m(m — 2)). Poiché si richiede che C' abbia ascissa negativa, dovra
essere m < 0. La lunghezza di AC & (m — 2)?>v/m2 + 1, e dalla condizione che essa sia 3v/2 si ottiene
un’equazione di quarto grado (ovvio: si tratta di intersecare P con la circonferenza di centro A e raggio
3\/5) che, come si vede facilmente, ammette m = —1 come soluzione. Dal disegno si capisce subito che
non ci potranno essere altre soluzioni con ascissa negativa, dunque il punto cercato & C'(—1,3). 1l fascio di

rette proprio passante per C & y — 3 = m(x + 1), ovvero y = mx + m + 3; intersecando con P si ottiene

22 — (m — 2)x —m — 3 = 0, e richiedendo che vi sia la sola soluzione doppia (che sard x = —1) si ricava
(m —2)%2 + 4(m + 3) = 0, ovvero m = —4. La retta tangente a P in C & dunque y = —4z — 1. (3)
Come visto, la retta AC ha equazione y = —x + 2. La distanza di B da tale retta ¢ data dalla formula
lyp—(=zp+2)|

= /2, da cui P’area del triangolo & 3v/2 - \/5/2 = 3; la circonferenza circoscritta al triangolo

Vi+(-1)2
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ABC sara semplicemente quella che passa per A, B,C: imponendo tali condizioni all’equazione generica
22 +y* + ax + By + v = 0 e considerando il sistema che ne deriva, si ottiene (o, 3,7) = (0, -2, —4).
(Si noti che il triangolo ABC' & chiaramente rettangolo in A, dunque la circonferenza circoscritta deve
avere 'ipotenusa BC' come diametro: infatti, il suo centro (—7%, —g) = (0,1) sta sulla retta BC, che ha

equazione LY = zfzcc ovvero y = —2z + 1, ed il suo raggio & 1\/a2 + 3% —4y = V5 = 1BC.) (4)
2

YB—YC Tp—T

2
L’iperbole cercata avra equazione 2—2 — % = 1 oppure z—i — z—Q = —1 (per opportuni «, 3 > 0), con asintoti
y = :I:ga:. La perpendicolare per O alla retta BC ha equazione y = mx con m = —%2 = %, dunque &
la retta y = éa:: ne ricaviamo la condizione g = %, ovvero a = 203, e questo ci dice che ’equazione avra
la forma x® — 4y? = 4% > 0 oppure z? — 4y®> = —43% < 0. Per decidere quale delle due forme funziona
in questo caso, basta imporre il passaggio per B: infatti %3 — 4y% = —3 < 0, dunque la forma corretta
¢ la seconda: si avrd —3 = —482, da cui § = ? e o = 28 = /3. L’iperbole avra dunque equazione

2
% — ;’ﬁ = —1, ovvero 22 —4y* + 3 = 0.
xl»@qﬁ-éx-rg <e

Figura 0.6: Esempi di luoghi geometrici nel piano; rototraslazione del sistema di riferimento

Puo essere utile anche ricordare la formula del cambiamento di coordinate per rototrasla-
zioni del sistema di riferimento (vedi Figura 0.6(ii)). Se si considera nel piano cartesiano
di coordinate (z,y) una coppia di rette ortogonali intersecantisi nel punto (a, b), vedendo
questa coppia come un nuovo riferimento cartesiano (X,Y’) in cui asse X sia ottenuto
ruotando l'asse = di un angolo 6 € [0, 27| in verso positivo (antiorario) e in cui si mantenga
la medesima unita di misura, le coordinate (X,Y’) e (x,y) di un punto del piano sono legate
tra loro dalla relazioni inverse

X = (z—a)cosf+ (y—>b)sinb x=Xcosf —Ysinf+a
Y =—(x—a)sinf + (y — b) cosb, y=Xsinf +Y cosf +b.

Se 8 = 0 abbiamo semplicemente una traslazione, se a = b = 0 una rotazione. Dunque un
luogo di punti del piano espresso ad esempio dall’equazione f(x,y) = 0 nelle coordinate
(x,y) sara espresso, nelle coordinate (X,Y), dall’equazione

F(X,)Y)=f((X+a)cosd — (Y +b)sin6, (X +a)sinf + (Y 4+ b) cos @) = 0.

Esempi. (1) Si consideri la retta y = maz+¢q, ovvero f(z,y) =mz—y+q=0. Se X =xeY =y—gq, cioe
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z = X ey = Y+q, (ovvero, il sistema (X, Y") ¢ ottenuto traslando verticalmente di ¢ il sistema (x, y)), la sua
equazione diventa F(X,Y) = f(X,Y+q) = mX—(Y+q)+qg = mX-Y =0, ovvero Y = mX, com’era ovvio
attendersi. Analogamente, si consideri la parabola y = az® + bx + ¢, ovvero f(z,y) = az® +br+c—y = 0.
Se X =z—(—L2)eY =y— (—%), ovveroz = X — L ey =Y — %7 l’equazione diventa
F(X,Y) = f(X — L,y — tlaey — q(x — 0)2 4 p(X — L) 4 ¢c— (V — £dae) — (X2 risultato
anche qui atteso perché abbiamo traslato il riferimento cartesiano portandone ’origine nel vertice della
parabola. (2) Ruotiamo il riferimento cartesiano (z,y) dell’angolo 6 = 7§, ottenendo dunque X = g(ery)
eY = g(—x + y), ovvero z = g(X —Y)ey = g(X +Y). L’equazione dell’iperbole equilatera
z? — y* = —1 diventa allora (%(X -Y))? - (g(X +7Y))? = —1, ovvero XY = 1, che come atteso
rappresenta un’iperbole equilatera riferita ai propri assi. (3) Come visto, la circonferenza di centro (a,b)
e raggio 7 > 0 ha equazione z? + y* — 2ax — 2by + (a2 +b%— 7“2) = 0. Considerando la rototraslazione
generale su descritta, 'equazione diventa (X cosf — Y sin6 + a)2 + (X sinf +Y cosd + b)2 —2a(X cosf —
Ysinf +a) — 2b(X sin6 + Y cos 4 b) + (a® + b> —r*) = 0, ovvero (a conti fatti) X* +Y?> —r? = 0, come
atteso (si noti che, ovviamente, 'equazione non dipende da 6).

’Sommatorie, prodotti, fattoriale, coefficienti binomiali‘ Date n quantita nume-

riche ai, ag, ..., an, il simbolo 3°7_, a;, (da leggersi “somme (o “sommatoria”) per j che

va da 1 an degli aj), € un modo compatto per indicare la somma di tali quantita:
n
S a; = a1 bas o an
j=1

Invece il simbolo H;L:1 a; (da leggersi “prodotto per j che va da 1 a n degli a;”), ¢ un
modo compatto per indicarne il prodotto:

n
Haj = al.aa.....an.
J=1

Il ruolo dell’indice j € puramente rappresentativo: esso serve solo ad indicare la variazione
degli oggetti, e potrebbe essere sostituito da qualunque altra lettera, tipo “i” o “k”. Se le
quantita dipendono da piu famiglie di indici, si verifica facilmente che nelle sommatorie e
nei prodotti si pud commutare I’ordine degli indici senza cambiare il risultato: ad esempio,
se si hanno i sei oggetti ai1, aiz, ais, asi, ass, ass vale Z?Zl Z;’:l ajj = Z?Zl(ail + a0 +
a;3) = (a1 + a12 + a13) + (a21 + ag2 + a23) = (a1 + a21) + (@12 + a2) + (a13 + ags) =
Z?:l(alj +agj) = 25:1 S22 aij, e similmente per [].

_k_
k+1
St toatea =5+t +5+2 =15 eilprodotto 325 537 fy507 = 5582 = 2 = §; si noti che,
k ko

in generale, vale Hl,?:ko S R (tutti gli altri numeratori e denominatori si semplificano tra loro).

Esempio. Le scritture Ei:Q ki_‘_l e H2:2 1%-1 (dunque ar = ) denotano rispettivamente la somma

Se n & un numero naturale, il simbolo n! (da leggersi “n fattoriale”) indica il prodotto di
tutti i numeri naturali che lo precedono, da 1 fino a lui compreso:
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Si usa definire anche 0! = 1. E facile convincersi che n! indica il numero di permutaziont
(ovvero, i diversi possibili “riordinamenti”) di un insieme di n oggetti: ad esempio, vale
3l =1-2.3 = 6, ed infatti le possibili permutazioni dei tre oggetti a,b, ¢ dell’insieme
{a,b,c} sono (a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b) e (c,b,a)

E di uso frequente anche il coefficiente binomiale: se n e k sono due numeri interi con
0 <k <n, si pone

pertanto per definizione si ha (j) = (1) = 1, e si vede subito che (}) = (,",) e che

(";1) + (Z:i) = (}) per ognin > 2 e ogni 1 < k < n— 1 (quest’ultima proprieta
permette di visualizzare facilmente i coefficienti binomiali tramite il ¢triangolo di Tartaglia).

E facile vedere che (Z) indica il numero di modi differenti in cui si possono scegliere

(indipendentemente dall’ordine) k oggetti dentro un insieme di n: ad esempio vale (g) =
% = 10, ed infatti, se abbiamo un insieme di 5 oggetti {a,b, c,d, e}, abbiamo 10 modi
diversi di sceglierne 2 al suo interno (ovvero {a,b}, {a,c}, {a,d}, {a,e}, {b,c}, {b,d},

{b,e}, {c,d}, {c,e}, {d,e}).
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