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1. Descrivere A= {z > 0:|sin(2+3)[#1} N {z € R: 3|z + 1| <z + 5}, e dire (giustificando le
risposte) se & superiormente /inferiormente limitato determinandone sup/inf (in R e R) e max/min
in R; se & aperto e/o chiuso, compatto, discreto; di quali punti di R & intorno; quali punti di R e
di R sono interni, di aderenza, di accumulazione, isolati, di frontiera per A.

. oo . a|" —n®*" 4+ 3n
2. Determinare il limite della successione a, = o 5 3
n —

niche e risultati appresi per le successioni (confronto, carabinieri, criterio del rapporto...) ed evi-
tando di usare tecniche di variabile reale (come cambio di variabile, trascurabilita, asintoticita...).

al variare di o € R usando tec-

log(1 — x + 2?) — sin(nz)

3. Calcolare lim con I'analisi locale (trascurabilita, asintoticita, sviluppi...).(l)

0,1, o0 x(z + cos(mz))
4. (a) Studiare Pandamento di  f(z) =24/|z — 1| —3v/z + 1, e tracciarne il grafico.
(b) Scrivere gli sviluppi asintotici di f in 0 e in +o00 con due (o, se si vuole, tre) termini significativi.

P e’ +2
5. (a) Calcolare le primitive di g(z) = sl
e

(b) Studiare brevemente ’andamento di g e tracciarne il grafico; disegnare poi I'insieme compatto
K={(z,y): y<gx), 22 —2x—-2<y<az+1,|zr] <1} e calcolarne I'area.

6. Discutere il carattere della serie > n?® log"(a? — a + 1) al variare di a € R.
n

7. E data I'equazione 23 4+ az —3+i =0, ove a & un parametro in C.

(a) Posto o = 0, calcolare e disegnare sul piano di Gauss le soluzioni dell’equazione.
(b) Posto ao = 2 + 3i, stessa domanda di prima (sapendo che una delle soluzioni & —i).

(WS ricorda che log(1+4t) =t — 124 00(t?), sint = t — Lt* +0o(t*) e cost = 1— t* + oo(t?).



1.

4.

2 .
. Sia f(z) = teellozte)—sin(xz) = o 1y ( sjamo in forma indeterminata 2

Analisi Matematica I — Esame Scritto (14/07/2010) — Soluzioni.

L’insieme A & ottenuto intersecando A, = {m >0:|sin(2+32)#1} e Ap={zeR:3z+1 <z+5} Quando
x>0siha|sin(2+3)#1seesolose 2+ 3 #£72 +k7r conk:€Z>07 ovvero se e solo se & # x = con

T— 3+2k7‘r
k € Z>qo: pertanto A1 ¢ formato da tutti i numer1 reah positivi esclusi gli zx, che sono una famlgha decrescente di
punti positivi che si accumulano su 0 (notiamo che z¢ = %3 ~ 56, T1 = %ﬁﬁ ~ 1,2, 10 = W ~ 0,6, ..).
D’altra parte vale Ay = [—2, 1], pertanto si ottiene A =]0,1] \ {x2, z3, ... }: si tratta di un insieme limitato, con

massimo 1 ed estremo inferiore 0, non aperto (ha massimo) ne’ chiuso (non ha minimo); non & dunque compatto, ne’
discreto; € intorno di tutti i suoi punti tranne il massimo 1; i punti di aderenza, che sono anche di accumulazione,
sono tutti i suoi piu lo 0 e gli xx con k =2, 3, ...; infine, i punti di frontiera sono lo 0, gli xx con k=2, 3, ... e'l.
["* —n" 4
2n—3
meratore al variare di a # 0 (il caso a = 0 & privo di significato, perché in un addendo si otterrebbe 0°). In effetti
laddendo |a|™® tende a 0 se o < —1 oppure se 0 < a < 1, vale 1 se & = F1, e tende a +00 se —1 < a < 0 oppure
se a > 1; mentre 'addendo n®" tende a 0 se o < 0 e tende a +00 se & > 0. Pertanto (notando che per a > 1 si ha

lim & L,L =1im(%)*" = 0) si ha che se a < —1 il limite vale 2 5, 8¢ —1 < a < 0 vale +00, e se a > 0 vale —oo.

— le

Iniziamo con I'’esaminare, nella successione a,, = ™ il comportamento dei primi due addendi del nu-

sviluppando la funzione si ottiene allora

, z(z+cos(7;z)) , , 0’
_ (cota?)—g(—ata?)®too(a?) — (matoo (2?)) o (Em=be
flz) = z(a+ 1400 (2)) z
indeterminata f: conviene allora cambiare la varlablle per riportarsi in 0, ponendo x = 1 + ¢, e il limite diventa
log(1—1— t+1+2t+t )—sin(m+mwt) __ log(14t+t2)+sin(wt) _ (t+t Y400 (t)+(7t) o0 (t?) _ (m4+1)t __
(18 (1t Foos(n D)) = lim¢—o0 A+1)(t+1—cos(rt)) t—3t2+00(t3) 0 = lim¢—0 — =

2
m+ 1. e Infine, in +oco si ha f(z) ~too log(lz(f;rx ) oo 21;’51, dunque il limite vale 0.

, dunque il limite vale —m—1. e In 1 siamo ancora in forma

= lim¢_,

lim;—o

(a) (Figura 1) La funzione f(z) = 2+/]z — 1] — 3y/z + 1 & definita per z > —1, ed & derivabile infinite volte nel
suo dominio tranne che in = —1 e £ = 1 (in cui vale rispettivamente f(—1) =2v2 e f(1) = —3v2 ~ —4,2),
punti nei quali essa ¢ di certo continua ma probabilmente (a causa delle radici) non derivabile. L’unico
limite interessante ¢ limgz— oo f(x), che vale —oco (tale limite si pud calcolare moltiplicando sopra e sotto per
2¢/|x — 1| 4+ 3v/z + 1 e semplificando; in alternativa, usando gli sviluppi asintotici, si pud anche notare che per
2> 0 vale f(z) = 2vay/1— T -3V /15 L = 20/a(1 + 3(=1) = H(=1)* + oreu(0™)) - 3va(1L + 3(2) -
1(1)? 4 0400 (z7?) = Va(— 1 — 51+ 15 4 0400(5)), pertanto f(x) ~yoo —y/Z). Siha f(z) > 0 quando
2y/]z — 1] > 3/z + 1, che nel dominio equivale a 4|z — 1| > 9(z + 1), con soluzioni z < — 2 ~ —0,4. Poiché
come visto & f(x) ~4 —4/Z, non c’¢ asintoto lineare a +0o0. Derivando per = # F1 e posto o = sign (z — 1)

3 _ 20vaFi-3y/la 1]

) si ha f ( ) \/\ac 1| 2vz+1 2\/‘96,1‘(%4,1)

f'(z) > 0 quando 20z +1 > 3\/|a: —1|; quando z < 1 cid & sempre falso, mentre quando = > 1 equivale a

4(x+1) > 9(z—1), con soluzioni z < ? = 2,6. Dunque f decresce in | —1, 1], quindi cresce in |1, 173[, e decresce

13
5

che z = 13 & punto di massimo locale regolare (con f(%2) = —/10 ~ —3,2); si noti che, come previsto, si ha
limy 1 f'(z) = lima—1 f'(z) = co. Infine, derivando ancora si ottiene f”(z) = — 3|z — 1|~ 5438 S+ 1)_7 da
cui f”(x) > 0 se e solo se 3(z + 1)7% > 2z — 1|7%, ovvero 2(z + 1)% <3|z — 1\%, che equivale a V/4(x +1) <
3 1 N — Yorva
VO —1: sex < 1cidodaz <z := i Vo va 7.4.
Pertanto f € convessa per —1 < x < x1 e x > T2, concava per 1 < x < 1l e 1 < & < z2, e ha due flessi nei
punti 1 e za.

(cioe 0 = F1 a seconda che z < , € pertanto vale

da z = 13 in poi: ne ricaviamo che = 1 & un punto di minimo locale singolare (con f(1) = —3v/2 ~ —4,2), e

<
SIS

~ 0,1, mentre se x > 1 si ottiene x > x> =

ST
©l|©
[

(b) In O la funzione & di classe C*, dunque possiamo applicare la formula di Taylor ottenendo f(x) = f(0) +
f(0)z+ L f7(0)2* + oo(2?) = —1 —2z+ L2’ +oo(w ) eIn —|—oo il conto I’avevamo gia fatto in precedenza per
il calcolo del limite, e si era ottenuto f(z ) =z — 77 +1 xf + O+w(xf)

e _ V3
(a) Posto e® =t si ottiene [ :2;:_22 de = [ t(:gfz) =JG+ t12+2 =[1dt+ f [ (t/\/F)2+1)dt_ 1

log \/T arctg o k =log \/TH ﬁarctg % + k.

(b) (Figura 2) La funzione g(z) & definita su tutto R; & C*°, sempre > 0; vale lim,— o g(z) = 17 (si noti che
g(z) > 1se esolosex <0)e limysiog(xr) = 01 (infatti g(z) ~too € ®); derivando si ottiene ¢'(x) =
e ("4 VBH2) (e = (B-2))

, da cui ¢'(z) > 0 per z < z := log(v/6 — 2) ~ —0,8, punto di massimo assoluto (con

(e2z+2)2
f(Io):% 1,1). Lareadi K = {(z,y) : y<g(x), 2’ —z—-2<y<z+1, |w|<1}valef01(a:+1)dx+
fo a:)da:+f1 2’ —x—2)dx = (32° +x},1+(log\/7+fa ctg \F]0+( 2®— 1% —2z]7" = (0)—(—3)+

(log \/T? ﬁarctg ﬁ) — (log = 5+ ﬁarctg ﬁ) + (%) — (—%) = % + log \/7 arctg fﬁll) ~ 4.8

2



(ove si & usata 'identita arctgu — arctg v = arctg ﬁ, valida per u,v > 0).
6. La serie > n®* log"(a® — a + 1) ha senso per ogni a € R, ed & a termini nulli per o® —a + 1 = 1, ovvero a = 0
n

oppure o = 1; negli altri casi applichiamo il criterio del rapporto. Poiché

—QZ:l | = (1) log(a® — o + 1) tende
a |log(a® — a4 1)|, si ha che se [log(a® — a+ 1)| < 1 (il che equivale a 1 < a® —a+1 < e, ciot a1 < o < az
con oy 1= —¥23=L ey 1= YAZIEL) g serie converge assolutamente; mentre se |log(e® — a + 1) > 1 (ovvero
se o’ —a+1 > e, ciod a < a; oppure o > a2) la serie non converge nemmeno semplicemente (in particolare, se

a > ag essa diverge a +00). I casi particolari vanno esaminati a parte: se o = a1 la serie si riduce a >, n°*!, ed
n
essendo (come si verifica direttamente) —2 < 2a1 < —1, la serie converge per confronto con la serie armonica; se

invece o = aiz la serie si riduce a > n?*2, ed essendo as > 0 essa diverge senz’altro a +oo.
n
7. (a) Posto a = 0, 'equazione 2+ az—3+4i =0 diventa 2> = 3 —i: si tratta dunque di trovare le tre radici
cubiche di w = 3 — 4. In forma trigonometrica si ha w = v/ 10(\/% +i(——=)) = V10(cosa + isina) con

V10
a = —arcsin \/%T)’ dunque per de Moivre le tre soluzioni sono z, = v/10(cos Ls%’r + ¢ sin D‘*gk”) al variare di

k=0,1,2.

(b) Per o = 2 + 34, 'equazione diventa 2> 4 (2 4 3i)z — 3 + i = 0. L’informazione che —i & soluzione equivale a
dire che il polinomio al primo membro & divisibile per (z — (—4)) = (z +4): dividendo (ad esempio con Ruffini)
si trova infatti 2° + (2 + 3i)z — 3 + i = (2 +i)(2? — iz + 1 + 3i), dunque le altre due soluzioni si trovano da

i i)2— 3i iF\/—5—127 iF(2—3i
22 —iz+1+3i =0, che da » = TV AQE) _ ux Vo512 _ 5230

,ovvero 1 —17 e —1427.

1. Ex. 4: grafico di f(z) = 2/|z — 1| — 3v/z + 1. 2. Ex. 5: La funzione g(z) = :22122 e linsieme K = {(z,y): y<g(®),z? —z—-2<y<z+1, |z <1}



