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A pie’ pagina?) alcuni sviluppi asintotici di possibile utilita.

1. Descrivere A = {x € R: 5\/lz+2|+x >4} N{y e R:y =322 +2 -8, = > 0}, e dire
(giustificando le risposte) se ¢ superiormente/inferiormente limitato determinandone sup/inf (in
R e R) e max/min in R; se & aperto e/o chiuso, compatto, discreto; quali punti di R e di R sono
interni, di aderenza, di accumulazione, isolati, di frontiera per A.

2. Determinare il dominio di g(z) = 3sin(e*") — 1 e la fibra g~'(y) al variare di y € R. Usare
quanto trovato per dire se la funzione € iniettiva, se € suriettiva; come si possono eventualmente
modificarne dominio e codominio per renderla biiettiva; calcolare ¢=1([0,1[) e g([—1, 3[)-

w

. Calcolare (prima per « = 1, poi eventualmente al variare di a € R) i seguenti limiti, usando
Panalisi locale (trascurabilita, sviluppi...):

) axr? —log? |1 — x| + 2sin’ z
lim - .
0,1,+00 cos(ax) — (x +1)2 4 2sinz

—~

. Sia f(z) = |z| — 2 arcsin(£1).

(a) Studiare 'andamento di f(x) e tracciarne il grafico.

(b) Determinare gli sviluppi di f(z) in 0T, % e 2 con due termini significativi.

ot

2
. Calcolare / f(x)dz , ove f(x) ¢ la funzione dell’Ex. 4.
-1

2cos o)™ 3
6. Discutere il carattere della serie E <() - 2> al variare di a € R.
~ 1+ nsina n
. , ) 2Zz—1  3z+41 . .
7. Trovare le soluzioni in C dell’equazione 51 + 5 = 0. Detta poi zy la soluzione con parte
1z

reale strettamente negativa, trovare un’espressione per le potenze e la radici n-esime di 29— 1.

Miog(1+z) = z—122+12%400(2%); e = 1+a+22° +00(2?); sinw = 2 — 2° + F2° +00(2°); cosz = 1— Z2° + L' +
00(z°); 1 4+2)* =1+azx+ %xz +o00(2?); arctgr = — 22 + La° 4 00(2°); arcsinz = v + L 22° + 22 La° + 09 (2).
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4.

2 in3
. Posta fo(z) = oz —loe” ll-wli2sin = gigontiamo direttamente il caso di & € R. e In 0 il limite & in forma 2:
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Siha A=A1NAycon Ay = {x € R: 5[z +2[+2 >4} e Ao = {32° + 2 — 8 : > 0}. La disequazione

| 4+ 2| > 4 — z & sempre soddisfatta quando 4 — x < 0, ovvero quando x > 4; mentre quando z < 4 equivale a
25|z + 2| > (4-— x)2. Per —2 < z < 4 cid equivale a 2% — 8z + 16 < 25z + 50, ovvero z? — 33z — 34 < 0, che da
—1 < z < 4; invece per ¢ < —2 equivale a z° —8z+16 < —25z — 50, ovvero >+ 172 +66 < 0, che da —11 < z < —6.
Ricapitolando si ha A; = [~11, —6] U [~1, +-00[. D’altra parte Az & 'immagine di R>o tramite la funzione 3224z —8
che ha come grafico la relativa parabola, dunque & |— 8, +00[: se ne ricava che A =]—8, —6] U [—1, +oo[. Percio A
¢ inferiormente limitato e superiormente illimitato, con inf A = —8 e senza minimo; i suoi punti interni sono tutti
tranne —6 e —1, e convenzionalmente anche +o00; quelli di chiusura (tutti di accumulazione) sono tutti i suoi pint —8
e +00. Ne ricaviamo che A non & ne’ aperto (ad esempio non ¢ intorno del suo punto —6) ne’ chiuso (non contiene
la sua accumulazione —8); non & ne’ compatto ne’ discreto. Infine, sono di frontiera i punti —8, —6 ¢ —1.

. (Figura 1) Il dominio di g(z) = 3sin(eﬂ”2) — 1 & tutto R; si tratta di una funzione pari, dunque ci aspettiamo

fibre simmetriche. Da g(z) = y si ricava sin(e_IQ) = ¥t che nell'ipotesi |“E| < 1 (cioé —4 < y < 2) da

—x

2
_ s ytl —x
e = arcsin “5— + 2k oppure e

=7 - aufcsinyTJrl + 2k per qualche k € Z, ma essendo 0 < e <le

_1‘2

. 1 . 1 eTesn . 1 . 1 1 .
—% < arcsin % < % l'unica possibilita ¢ e = arcsin % con 0 < arcsin % <1, ovvero 0 < % <sin1, ovvero

—1 <y < 3sinl —1 ~ 1,5: per tali y si ottiene allora —z? = log(arcsin %), da cui x = F4/—log(arcsin yT'H)

Ricapitolando, per —1 < y < 3sinl — 1 si ha g7 '(y) = {f\/f log(arcsin £1) \/f log(arcsin yT'H)} (due

punti distinti, tranne che per y = 3sin1 — 1 in cui si ottiene il solo punto gfl(O) = {0}), mentre per y < —1 o
per y > 3sinl — 1 si ha ¢g"'(y) = @. La funzione non ¢ dunque ne’ iniettiva ne’ suriettiva; essa puod essere resa
biiettiva ad esempio restringendola a [0, +o00[ e corestringendola alla sua immagine | — 1, 3sin1 — 1], con inversa

g '(y) = {/—log(arcsin yTH) Per il calcolo di g~*([0,1]) va risolta la doppia disequazione 0 < g(z) < 1, che
da y/—log(arcsin 2) < |z| < 1/—log(arcsin 1) (unione disgiunta di due intervalli semiaperti simmetrici tra loro);

per il calcolo di g([—1,3[) vanno unite le soluzioni y delle disequazioni —1 < —,/—log(arcsin yTH) (< 3) e

(=1 <) {/—log(arcsin E1) < 1 (senza scordare perd che deve essere —1 < y < 3sinl — 1), e alla fine risulta

2
3sint —1<y<3sinl—1.

cos(az)—(z+1)242sinz ’ 0

. . az®—((—2)— (=)’ 400 (2?))*+2(x— L ® 400 (=*))? a—1)z2 4323 fog (2
sviluppando si ha fo(x) = (1*%(0435)2+00(213))*(I+01+2z+z2)+2(§*%13100(14)) = <f(%a231>z27%w30+(oo<)z$>’ dunque se
2
a = 1 si ottiene limg fi(z) = limg 73522 = 0, mentre se o # 1 vale limg fo(z) = limg (7(5;21271)932 = —20(:;‘_7_;).
2 2

e In 1 si ha ax® + 2sin®z = o01(—log?|1 — z|) e dunque il numeratore tende a —oo, mentre il denominatore &
finito (tende a cosaw — 4 + 2sinl < 0). Dunque il limite & sempre +oco. e Infine, se a # 0 si ha evidentemente

2 2
lim oo fa(z) = limie 75 = —a, mentre se a = 0 vale limo fo(z) = limjeo #fzx =0.

(a) (Figura 2) La funzione f(z) = |z| — 2 arcsin(2$!) & definita per |23t < 1, ovvero per —4 < x < 2, con

f(=4) =4 —2arcsin(—1) =4+7 ~ 71, f(0) = —2 arcsiny ~ —0,7 e f(2) =2—2arcsinl =2 -7 ~ L1;
nel suo dominio essa ¢ ovunque continua, e C* tranne che in ¢ = 0, x = —4 e x = 2, in cui sono attesi
rispettivamente un punto angoloso (a causa del modulo) e due punti a pendenza infinita (per 1’arco-seno).
Vale f(z) = 0 quando %|z| = arcsin(“f!); posto t = x'3H (ovvero x = 3t — 1) si tratta di vedere quando
%|3t — 1| = arcsint, e un confronto graﬁco mostra che cio accade in un solo punto £y ~ 0,2, ovvero xg ~ —0,4.
Similmente si ha f( ) > 0 quando |x\ > arcsin(Z$1), il che accade per —4 < z < zo. Derivando si ottiene

flx)y=0-2 ms =0 — m, con o = signz = F1 a seconda che x < 0: dunque per z < 0 vale

sempre f'(z) < 0, mentre per x > 0 si ottiene f'(z) =1 — percio f'(z) > 0 per 0 < 2 < /5 — 1.

2
Vo-(z+1)2’
Ne ricaviamo che z = v/5— 1 & un punto di massimo relativo, con f(\/g -1)= V5 —1—2 arcsin % ~ —0/4,e
che z = 0 ¢ di minimo singolare; notiamo anche che (come previsto) lim, , 4+ f'(x) = l1mx_>2_ f(z) = —oo,

lim,_,,- f'(z) = —1— 7 —1,7elim, o+ f'(x )—1 7 ~ 0,3. Derivando ancora si ha f”(z) = —=2(—1)(9—

(x+1)%)" 3( 2+ 1)) = —2(x 4+ 1)(9 — (z +1)2 )_ , dunque f”(x) > 0 per x < —1: ne ricaviamo che f &
convessa per —4 < x < —1 e concava per —1 <z <0e 0 <z <2, con un flessoin x = —1 (in cui f(-1)=1e
S0 =-9)

(b) In 0T e % la funzione & finita, e possiamo applicare Taylor (in 0" useremo la derivata destra, calcolata in
precedenza), ottenendo f(z) = f(0) + f4(0)x + o0p+(x) = —2 arcsini + (1 — %)x + op+(z) e f(z) =
GO+ E)@-5H+ o1 (z—3)=G-5)+0- %)(m -+ o1 (z — 3). La questione & invece piti delicata



in 2, dove f & finita con f(2) = 2 — 7 ma non & derivabile, dunque non si puo usare Taylor. Esaminiamo allora

flx)—f(2) z—2 arcsin(Z 1)_(2_7()

che tipo di infinitesimo & f(z) — f(2), studiando il limite lim,_,,- = (27963”

per qualche o > 0 (anzi, non essendoci derivabilitd sard senz’altro 0 < a < 1): usando de I'Hopital si passa
2

11— 1— 2
A 9—(z+1)2 V(6—t)t

. T N . 1 4 . .
alim, ,o— Ta@—me-T = lim, ,o+ —2a=7— che ¢ finito solo quando a = 3, e vale NGE Dunque ricaviamo

f@)=2-m+22-2) +0,- (2-2)7).

= 11mz~>2*

. Siha f_21 f(z)dz = f_21(|a¢|72 arcsin(211)) dz = (La?signz]?, —2 ffl arcsin(Zt) do = (2)—(—1)—6 fol arcsint dt =
5 —6((tarcsint]s — fol \/117 dt) =2 —6((%)— (0)+ (VI —2)5) = &L —3m = —0,8.

: (2cosa)™ 3 N : : : H (2cosa)™ 3. iché
. Laserie Y ({55505 — »z) puo essere vista come serie differenza delle due serie ) 7552~ e 3 5 poiché la seconda

& convergente, € chiaro che la nostra serie convergera se e solo se convergera la prima. A tale proposito, applicando il
criterio della radice si ottiene TJ%, che tende a |2 cos a|: pertanto se [2cosa| < 1 (ovvero 5 +km < o < 2 +km
per k € Z) si ha convergenza assoluta, mentre per [2cosa| > 1 (ovvero —3 +km < a < 3 + km per k € Z) la serie
non converge, e in particolare diverge a Foo se cosa > % (ovvero —% 4 2km < oo < T + 2kw per k € Z), ove “F” &
il segno di sin «, e per a = 2k si sceglie “+”. I casi particolari in cui 2cosa = F1 vanno esaminati direttamente:

se cosa = 5 (ovvero o = F% + 2km) si ottiene ) 1% che diverge perché dello stesso ordine di ) 2; mentre se
F-5n

(=n"
ljﬁgn

cosa = —% (ovvero a = :F%’T + 2km) si ottiene che converge semplicemente per Leibniz.

. Risolviamo gi;’ + 32t = 0, ovvero 2(2z — i) + (32 + i)(3 + iz) = 0, ovvero 4% + i + 82 + 3iz> = 0, con z # 3i:
posto z = z + 4y si ottiene 6x(2 — y) + i(3(2* — y*) 4+ 4y + 1) = 0, dunque il sistema reale dato da x(2 —y) = 0
e3(2®*—y?)+4y+1=0. Sex = 0 si ottiene 3y> — 4y —1 = 0, da cui y = 2 F V/T7; se invece y = 2 si ha

x = F1. Le soluzioni cercate sono percid F1+ 2i e (2 F \ﬁ)z, delle quali I'unica con parte reale strettamente

3 37
negativa € zp = —1 + 2i. Essendo allora zo — 1 = —2 4+ 2i = 22 e 4 * per n € N si ottiene la potenza n-esima
37
3n  3mn, 3 S 42k
(zo—1)" =272 e 1" eleradici n-esime wi = 22n ¢ et per k=0,1,...,n—1.

1. Ex. 2: grafico di g(x), con I’antimmagine e immagine richieste. 2. Ex. 4-5: grafico di f(z), con 'integrale richiesto.



