Capitolo 1

Equazioni ellittiche

1.1 Formulazione astratta del Metodo degli El-
ementi Finiti per problemi ellittici

Lo scopo di questa (usuale) presentazione astratta ¢ quello di poter trattare in
modo unificato vari problemi in meccanica e fisica, ovvero poter concentrarsi
sulle proprieta matematiche delle entita coinvolte, senza dover fare riferimento
ad un’applicazione in particolare.

Sia V uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-,-)y e norma corrispon-
dente || - ||y (detta ‘norma-V’).

Sia a(-,-) una forma bilineare (ovvero lineare in ciascuno dei suoi argomenti)
su V x V. Supponiamo che essa sia:

o simmetrica:

a(u,v) = a(v,u) (1.1.1)
e continua: dM tale che Yu € V,Vv eV,
a(u,v) < M|lully|lv]lv (1.1.2)
o V-ellittica: Ja >0 taleche YveV,
a(v,v) > af|v|[} (1.1.3)

Sia L(-) una forma lineare su V, ovvero L ¢ un elemento del duale topologico
V' di V, nel quale ¢ definita la norma duale:

LI = sup  L(v) . (1.1.4)
veV,||v|ly=1

e supponiamo che essa sia:
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e continua: JA tale che Yv eV,

IL)] < Alfolly - (1.1.5)
Dato v € V ed il seguente funzionale:

Fv) = %a(v,v) — L(v) , (1.1.6)

consideriamo il problema astratto di minimo: trovare u € V tale che

F(u) = min F(v) (1.1.7)
veV
e consideriamo il seguente problema variazionale astratto: trovare u € V tale
che

a(u,v) = L(v) Yv eV . (1.1.8)
Si puo dimostrare il seguente teorema [2]:

Teorema 1 I problemi (1.1.7) e (1.1.8) sono equivalenti, ovvero u € V soddis-
fa (1.1.7) sse soddisfa (1.1.8). Inoltre, esiste un’unica soluzione a questi due
problemi, e vale la sequente stima (di stabilita):

A
HUHV = ( )

Dim: Con le ipotesi fatte sopra, il ben noto Lemma di Lax-Milgram (che &
una variante del teorema di rappresentazione di Riesz nella teoria degli spazi di
Hilbert, per una dimostrazione cfr. ad esempio [1] [3]) stabilisce che esiste una
ed una sola soluzione al problema variazionale astratto (1.1.8).

Per provare che (1.1.7) e (1.1.8) sono equivalenti, proviamo che se u € V
soddisfa (1.1.7) allora soddisfa anche (1.1.8). Il vice-versa procede in maniera
analoga e lo omettiamo. Siano v € V ed € € R arbitrari. Allora, (u+ev) € Ve
dato che u & punto di minimo per F'(.),

F(u) < F(u+ ev) Vee R

Ponendo g(e) = F(u + ev), si ha che g ha un minimo in € = 0. Quindi deve
essere ¢'(0) = 0, se tale derivata esiste. Ma allora:
g(e) = 3a(u+ ev,u+ ev) — L(u + ev)
Ta(u,u) + Sa(u,v) + Sa(v,u) + %a(v;v) — L(u) — eL(v)
= La(u,u) — L(u) + ea(u,v) — eL(v) + Sa(v,v)

dove si @ sfruttata la simmetria di a(-, -) e la linearita di a(+,-) ed L(-). Mediante
semplici conti, otteniamo:

0=¢(0) = a(u,v) — L(v)

ovvero u risolve anche (1.1.8). Per dimostrare la stima di stabilita (1.1.9), poni-
amo v = u in (1.1.8) ed usiamo la V-ellitticita di a(,-), (1.1.3), e la continuita
di L(.), (1.1.5), ed otteniamo:

alluly < alu,u) = L(u) < Aljully
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da cui si ottiene la (1.1.9) dividendo semplicemente per ||ully > 0. La sti-
ma di stabilita (1.1.9) ci conduce facilmente a dimostrare anche I'unicita della
soluzione. Se uy ed us sono due soluzioni € V), allora

a(u;,v) = L(v) YoeV i=1,2
ed allora per semplice sottrazione abbiamo
a(u; —ug,v) =0 Yv eV

(notare che u; — ug € V) ci porta alla conclusione che ||u; — us|ly, = 0, ovvero
che u; = us. ¢

Nota bene: se a(-, -) non soddisfa alla condizione di simmetria (1.1.1), si pud
comunque dimostrare che il problema (1.1.8) ammette una ed una sola soluzione
e che vale ovviamente ancora la stima di stabilita (1.1.9). Ora non ¢’¢ pilt perod
alcun problema di minimo associato al problema variazionale.

1.2 Discretizzazione del problema variazionale

Per poter risolvere il problema (1.1.8) mediante calcolo numerico, ¢ necessario
calcolare la soluzione in uno spazio avente dimensione finita. Consideriamo
dunque lo spazio di Hilbert a dimensione finita V;, C V , che mantiene la norma
di V, e risolviamo il seguente problema approssimato: trovare u; € Vj, tale che

a(up,vp) = L(vp) Vv, € Y . (1.2.10)

1.2.1 Analisi del problema discreto e stima dell’errore di
approssimazione

11 problema (1.2.10) ha anch’esso una ed una sola soluzione per lo stesso lem-
ma di Lax-Milgram precedentemente citato. Inoltre, vale la stima di stabilita,
analoga alla (1.1.9):

A
lunlly < — (1.2.11)

(che si ricava analogamente a quanto fatto per dimostrare il Teorema 1, ponendo
vp, = uy, nella (1.2.10), ecc.) Nel Metodo degli Elementi Finiti, V), & scelto
come spazio di elementi finiti [1] ed h & un parametro rappresentativo della
dimensione massima degli elementi finiti usati nella discretizzazione del dominio
geometrico del problema. Sia dunque ||-|]y; la norma di V, allora per il problema
approssimato (1.2.10) ¢ disponibile una fondamentale stima astratta dell’errore
di approssimazione, contenuta nel lemma seguente:

Lemma 1 (Lemma di Céa) Esiste una costante, pari a %, indipendente dal

sottospazio Vy, e tale che

M .
=l < T o [lu- ol (12.12)

dove o and M sono le costanti di ellitticita (detta anche di coercivita) e di
continuitd definite in (1.1.8) (1.1.2). Di consequenza, una condizione sufficiente
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per la convergenza & che esista una famiglia {V,} di sottospazi di V tale che,
per ciascun u € V,

lim inf ||lu— -0 1.2.13
hlg}mhlgvh\lu vnllv ( )

Dim: Sia wy, un elemento arbitrario di V. Segue da (1.1.8) e (1.2.10) che
a(u — up,wp) =0 . (1.2.14)

Usando le stesse costanti o and M definite in (1.1.3) (1.1.2), si ha, Yo, € Vj, e
dato che uy, — v, € Vp:

aHu—uhHQ <alu—up,u—up) =alu—up,u—ovy) < M|lu—upl||||lv— vkl

e dunque si arriva alla conclusione. ¢

La stima dell’errore (1.2.12) e la stima di stabilita (1.2.11) sono in parte
responsabili del successo del metodo di approssimazione variazionale. A questi,
come vedremo, il Metodo degli Elementi Finiti aggiunge altre proprieta fon-
damentali, come la facilita nel descrivere domini complicati dal punto di vista
geometrico e la semplicita nell’effettuare il calcolo degli integrali che in generale
compaiono nella a(-,-) e in L(.).

In particolare, la stima (1.2.12) ci dice che il problema della determinazione
di una maggiorazione dell’errore ¢ riconducibile ad un preciso problema di teoria
dell’approssimazione: trovare una maggiorazione il piu possibile stretta della
quantita inf,, ey, ||u — vn||y, ovvero della distanza in V tra la soluzione u e
il sottospazio V, C V. L’approccio comunemente seguito per fare questo e
scegliere un opportuno elemento di V, e precisamente 'interpolante mpu di w,
stimare l’errore di interpolazione ||u — mpully, ed usarlo come maggiorazione di
[|lu — up||y grazie alla (1.2.12).

Al paragrafo 1.6 vedremo alcune stime per l'errore di interpolazione su
elementi finiti.

1.2.2 La norma dell’energia

Se valgono le ipotesi su a(-,-) introdotte al paragrafo (1.1), allora possiamo
introdurre la nuova norma ||.||, su V, detta norma dell’energia, definita come
segue:

[[v]|2 = a(v,v) , vey (1.2.15)

ed il relativo prodotto scalare: (u,v), = a(u,v).
Questa norma & equivalente alla norma [|.||y e pill precisamente:

valllly < flolla < vAllolly (1.2.16)
Ora, l'equazione d’errore (1.2.14) pud essere scritta come
(u—up,wp)e =0 . (1.2.17)
ovvero (Lemma 1)
[lu —unlle < |Ju—ovnlla , Yun, € Vi (1.2.18)

ovvero che wuy ¢ la proiezione di w in V), rispetto al prodotto scalare (.,.),.
Quindi, up, & la miglior approssimazione di u nella norma dell’energia.
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1.2.3 Costruzione del problema discreto

Vediamo ora il significato di passare dal problema variazionale continuo (1.1.8),
definito in V, a quello discreto (1.2.10), definito in Vj. Sia dunque V} un
sottospazio di V di dimensione Ny, e sia {¢1,...,¢n, } una base di Vy, per
cui ¢; € V, ed il generico vy, € Vj, ammette un’unica rappresentazione come

Nh
vh=Y i, GER . (1.2.19)
i=1
Allora, il problema discreto (1.2.10) ¢ equivalente a
a(uh,ci@-) = L(Ci¢i) i=1...Np s Ve; € R
ovvero, per linearita:
a(un, ;) = L(¢;)  i=1...Ny (1.2.20)

e dato che anche u;, ammette una rappresentazione del tipo

Np
up =Y widi ,  wmER (1.2.21)
i=1
il problema (1.2.10) corrisponde a
Np,
> alej,¢)x; =L(¢:) i=1...Ny (1.2.22)
j=1

ovvero, in forma matriciale

Az =b (1.2.23)

dove b; = L(¢;) ed A = [a;;] = a(¢j, ¢;) & una matrice € RV *Nn ed & detta
matrice di rigidezza (o di stiffness). Notare che gli argomenti uy e v, della
notazione standard a(un,vn) = {a(¢;,¢;)} vengono invertiti nella notazione
matriciale A = a;5, in quanto nel sistema lineare ad ogni componente di vy,
corrisponde un vincolo, e dunque un’equazione del sistema lineare, mentre ad
ogni componente di u;, corrisponde una variabile incognita.

Inoltre, considerando un generico elemento vy ed il corrispondente vettore
(colonna) ¢ di coefficienti, si ha:

Np Np Np
a(vp, vp) = a(z ci9j, Zciﬁbi) = Z cia(¢;, ¢i)e; = ¢ - Ac
j=1 i=1 ij=1

Ny, Np,
L(vp) = L(Z cigi) = Z ¢iL(¢;) =b" - c
=1 =1

dove ‘-’ indica il prodotto scalare di RV~.
Ne segue che il problema di minimo (1.1.7), discretizzato, puo essere formu-
lato come

%xT Az —b" -2 = min <;CT “Ac—0bT . c> . (1.2.24)

ceRNn

Inoltre, date le ipotesi fatte su a(-, ), possiamo dimostrare il seguente teore-
ma:
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Teorema 2 La matrice di rigidezza A € simmetrica e definita positiva.
Dim: richiamando la V-ellitticita (1.1.3) di a(-, ), si ha:
' Ac = a(vp,vn) > allon|} >0

se v # 0, ovvero ¢ # 0. Quindi A ¢ definita positiva. Data la simmetria di a(-, -)
seguono le conclusioni. ¢

1.3 Alcuni esempi applicativi

In questa sezione vediamo soprattutto la connessione tra il problema variazionale
astratto (1.1.8) ed alcuni esempi concreti di problemi ai limiti, stazionari o
evolutivi. Nel seguito chiameremo §2 il dominio geometrico del problema e I" il
suo contorno.

1.3.1 problema di Neumann

Consideriamo il seguente problema:

“Au+u=f in Q

u—yg su T

Siano g = 0, f € Ly(), V = HYQ), Q C R2, allora la corrispondente
formulazione variazionale di questo problema & la seguente:

a(u,v) = [, (Vu - Vo +uw) d
L(v) = [, fvdzx

Vediamo ora se a(-,-) ed L(.) verificano le proprieta elencate all’inizio del para-
grafo (1.1). Si vede facilmente che a(-,-) ¢ una forma bilineare simmetrica su
V x V ed L(.) &€ una forma lineare. Inoltre,

a(u,u) = Hqu-(l(Q)
e, per la diseguaglianza di Cauchy,
au,v) < a(u,u)2a(v,v)"? = ||ully @) l[v]17 (@)

ovvero a(-,-) & continua e V-ellittica con M =1 ed o = 1. Infine,

L)) < ‘ | pods

ovvero L(.) & continua con A = || f|[1,(q)-

<Al sVl Lo o)

1.4 11 Metodo dei Residui Pesati

Da quanto visto alla sezione precedente, il Metodo degli Elementi Finiti viene in
pratica costruito dalla forma forte del problema differenziale ai limiti, moltipli-
cando ambo i membri per uno spazio di funzioni di test ed integrando. Questo
modo di procedere, che in pratica tende a rendere il residuo della forma forte
ortogonale all spazio delle funzioni test rispetto al prodotto di Lo, € noto come
Metodo dei Residui Pesatsi.

A seconda di come si sceglie lo spazio delle funzioni test, si ha un metodo
differente: Galerkin, Collocation, Least squares, etc.
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1.5 Spazi di elementi finiti

1.6 Stima dell’errore di interpolazione con ele-
menti finiti

Ora ci dedichiamo alla stima dell’errore di interpolazione |[u — mpully [2, 1,
3]. L’intepolante mpu appartiene a Vj ed essendo l'interpolazione su elementi
finiti risolta localmente sugli elementi (¢ di fatto un’interpolazione polinomiale
a tratti), Perrore puo essere valutato considerando ogni singolo elemento finito.
Consideriamo il casoincui V = H'(Q) e Vi, = {v € V: v g, € P1(&),VE € Tn},
dove T, = {&} i = 1...Ng & una triangolazione di Q@ C R?, ovvero V), &
l'usuale spazio di elementi finiti di Lagrange (funzioni lineari a tratti) definiti
sugli elementi &;, aventi forma triangolare. Per ciascun &; € 7}, definiamo:

o hg,, il diametro di &;, ~ la maggior lunghezza dei lati di &;
® pg, =, il diametro del cerchio inscritto in &;;
o h= maxe, e, hgl. .

Per calcolare delle maggiorazioni dell’errore di interpolazione, consideriamo
una famiglia di triangolazioni {73}, parametrizzata in h.

La prima cosa da osservare & che abbiamo definito dei parametri che de-
scrivono le dimensioni relative degli elementi finiti, ovvero il cosiddetto aspect-
ratio. Il motivo di tutto cio & che questi parametri appaiono esplicitamente
nelle stime dell’errore di interpolazione, come vedremo tra poco. Un discorso
piu approfondito sull’aspect-ratio verra fatto al par. 7?7, qui ci limitiamo ad
alcuni aspetti introduttivi. Supponiamo che esista una costante (3, tale che:

P& 55 v e, (1.6.25)
he.

i

e dunque che i triangoli di 7; non abbiano un angolo troppo piccolo. Notare
che questa ¢ appunto una condizione sul rapporto di forma (aspect-ratio) dei
triangoli. In pratica questa condizione esclude la presenza in 7, di triangoli
eccessivamente sottili.

Definiamo ora l'interpolante mpu € Vy,. Sia {p;} , i=1...N, , lin-
sieme dei nodi della triangolazione 7;, e sia u € CY(); linterpolante (di
Lagrange) ¢ definito dalle relazioni:

mpu(ps) = ulpi) , i=1...N,
Si ha il seguente risultato (per la dimostrazione vedere [2, 1, 3]):

Teorema 3 Consideriamo l’i-esimo triangolo &; € Ty, di vertici Py, 5 J=
1,2,3. Data una funzione v € C°(&;), sia linterpolante (di Lagrange):

ﬂ-hv(ptj,i) - U(ptj,i) ) j = ]-7 27 3 . (1626)

Allora,
lo = mnl| e, < 2hE, max D%l (e, (1.6.27)
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h2
ma 1D (0 — mn0)l o e,y < 67? ma ID°v]l,_ e, (1.6.28)

dove
1]l ey = maxu(=)]

Dal Teorema ¢ evidente che la magnitudo dell’errore di interpolazione v—mpv
e delle sue derivate D*(v — m,v) dipende dalle derivate parziali seconde di v, e
quindi dalla sua curvatura. Infatti, quanto pit curva & v all’interno dell’elemento
&; e tanto maggiore ¢ la deviazione di v dal piano che coniunge i vertici Py,
ovvero da mpv. Notare anche che la maggiorazione di tali errori dipende in modo
esplicito dall forma geometrica (in particolare 'aspect-ratio) degli elementi finiti.

Notare infine che, poiche 'errore ha una maggiorazione del tipo |[v — vp|| <
C(v)hP, infittendo la discretizzazione 7y, esso tende a zero per h — 0 con ordine
di convergenza [ = 2.

Risultati analoghi al Teorema 3 si possono ottenere anche in norma Lo ed
H!, con qualche difficolta in piii nella dimostrazione. A tale scopo, introduciamo
la seguente seminorma:

1/2

a2
V]3gr () = Z /Q|D v|” dx

lal=r

(notare che si puo avere |v|HT(Q) = 0 anchese v # 0, ad es. con v = const # 0

ed 7 > 1, e quindi non ¢ una norma).
Si ha:

Teorema 4 Nelle ipotesi del Teorema 3, esiste una costante C, indipendente
da h e da v, tale che:

o = mnvllzagen < CZ, [0lhe e, (1.6.29)

2

v — TRV \<C
‘ |H1(£Z) PE;

[ (1.6.30)

Sommando il quadrato dell’errore in ogni elemento &;, con semplici passaggi
si ottengono delle maggiorazioni dell’errore globale su €2, analoghe alle 1.6.29 e
1.6.30 .

Finora abbiamo considerato elementi finiti lineari e le norme Lo ed H'.
Vediamo cosa succede con polinomi di grado > 1 e con norme piu forti. Si ha:

o = mell sy < CHH ol (161)

[v = mhvlp () < CR [[0]l3rr (1.6.32)

e, se Vy C Ho:

|'U — Trh/U'H?(Q) é Ch’!‘—l HU||H7-+1(Q . (1.6.33)
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Se v € HP non ha la regolarita richiesta dalle 1.6.31, 1.6.32 e 1.6.33, si ha,
per 1 < s <min{r+1,p}h

o = mnolleay < OB ol (1.6.34)
[v = Thvlpp () < Chs1 [Vll34: () (1.6.35)

1.7 Stime a-priori dell’errore di approssimazione
FEM

Con le stime dell’errore di interpolazione, € possibile ricavarsi delle stime del-
Perrore di approssimazione FEM. Riscrivendo la (1.2.12) in forma analoga:

M
[lu—wuplly < o [lu — vy , Yv eV, (1.7.36)

e scegliendo v = T, cioe I'interpolante, si ha:

M
[lu—uplly < - [lu — mpully . (1.7.37)

Ora, prendendo ad esempio V = H}, grazie alla disequaglianza di Poincaré
[7):
[0l o) < CallVollgy) 5 Yo e Hg (1.7.38)

si ha che sullo spazio H{} la seminorma |[3¢1 () € equivalente alla norma |[[-[[31(q)
e quindi dalla (1.6.32) ¢ possibile ricavarsi una maggiorazione del membro destro
di (1.7.37), da cui discende la seguente stima dell’errore di approssimazione:

M T
e = wnl b oy < OB [ollprn (1.7.39)

Quindi, per aumentare ’accuratezza dell’approssimazione FEM ¢ possibile
dominuire A oppure aumentare r, ma quest’ultima solo finche la regolarita della
soluzione u lo consente (cfr. (1.6.34)).

Infine, con qualche strumento aggiuntivo, in particolare il ben noto ‘duality
argument’, & possibile dimostrare ’ordine di convergenza ottimale dell’errore di
approssimazione con elementi finiti in norma Lo:

o= unllea) < CH™H ol (1.7.40)
()
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