1 Campi di spezzamento

In ogni sezione viene dato un polinomio P(X) a coefficienti interi e si discute il
grado di un suo campo di spezzamento su Q e sui campi Fy, F3, F5.

1.1 X*+ X241

Trovare il grado di un campo di spezzamento di P(X) = X* + X2+ 1 su Q.
Esaminando le fattorizzazioni di P(X) in due fattori di grado 2 troviamo che

PX)=(X?-X+1)(X*+ X +1),

quindi i quattro zeri di P(X) in C sono (£1=£iv/3), cioe e"™/3 = (ei™/3)F con
k =1,2,4,5. Siccome gli zeri sono tutti potenze di e’™/3, segue che il campo
di spezzamento di P(X) su Q contenuto in C & Q(e?™/3), ha grado 2. Infatti il

polinomio minimo di ¢™/3 ¢ il sesto polinomio ciclotomico, X2 — X + 1.

e Sul campo Fy si ha P(X) = (X2 4+ X +1)? e X? + X + 1 & irriducibile
quindi i campi di spezzamento di P(X) hanno grado 2.

e Sul campo F3 si ha P(X) = (X —1)%(X + 1)? quindi F3, che ovviamente
ha grado 1 su F3, ¢ un campo di spezzamento di P(X).

e Sul campo Fj5 si ha P(X) = (X2 + X +1)(X? — X + 1) e i due fattori
sono irriducibili perché hanno grado 2 e non hanno zeri in F5. I quattro
zeri di P(X) sono i(+1 =+ ) dove «a ¢ tale che a® = 2. Ne segue che
F5(a) = F5[c] & un campo di spezzamento per P(X) su F5 e ha grado 2.

1.2 X342

Trovare il grado di un campo di spezzamento di P(X) = X3 + 2 su Q. Siano
u = /2e (¢ =e"/3 1tre zeri complessi di P(X) sono —u,Cu,¢?u. Sia E il
campo di spezzamento di P(X) su Q contenuto in C. Allora da —u,(u € E
segue ¢ = —(Cu)/(—u) € E per cui E = Q(u, (). Ora u ha grado 3 su Q (il suo
polinomio minimo & X3 —2, irriducibile per il criterio di Eisenstein) e ¢ ha grado
2 su Q (il suo polinomio minimo & X2 — X + 1, il sesto polinomio ciclotomico).
Dalla formula dei gradi [E : Q] = [F : Q(u)] - [Q(uw) : Q] = [E : Q(u)] -3 e
£ Q) = [E: Q)] [Q) : Q] = [E : Q(C)] -2, quindi [E : Q] & diviso da
2 e da 3, per cui e diviso da 2 -3 = 6, essendo 2 e 3 coprimi. D’altra parte
[E:Q = [Qu,¢) : Q] =[Qu)) : Qu)] - [Q(u) : Q] < 2-3 =6 essendo il
grado di ¢ su Q(u) minore o uguale a 2, infatti ¢ ha grado 2 su Q. Segue che
[E: Q] =6.

e Sul campo Fy si ha P(X) = X? quindi Fy, che ovviamente ha grado 1 su
Fs, & un campo di spezzamento di P(X).

e Sul campo F3 si ha 22 = 2 quindi X3 +2 = (X + 2)® (ho applicato
Pendomorfismo di Frobenius) quindi F3 & un campo di spezzamento di
P(X) e ha grado 1.



e Sul campo F5 si ha P(2) = 0 e applicando Ruffini otteniamo P(X) =
(X —2)(X?% 42X +4). 1l polinomio X? + 2X + 4 & irriducibile su Fs,
infatti ha grado 2 e non ha zeri in F5, quindi detto v un suo zero il campo
F5(a) = F5[e] & un campo di spezzamento per P(X) su F5, e ha grado 2.

1.3 X641

Trovare il grado di un campo di spezzamento di P(X) = X% + 1 su Q. Ricor-
diamo che X3+1 = (X +1)(X2— X +1). Sostituendo X con X? abbiamo allora
X641 =(X2+1)(X*—X2+1). Gli zeri complessi di questo polinomio sono =i e
+ei7/6 +¢57/6 i cui gli ultimi quattro sono potenze di ¢ = e'™/¢ = %(\/g—i— i).
Ne segue che il campo di spezzamento E di P(X) su Q contenuto in C & uguale
2 Q(i,) = QG V3). Siha ¢~ = 3(VB+i) - H(—VB+i) = V3 quindi
V3 € Q(C) e segue che E = Q(¢) ha grado 4 su Q.

e Sul campo Fy siha X641 = (X3+1)? = (X +1)?(X?+ X +1)? e X2+ X +1
¢ irriducibile, quindi ogni suo zero genera un campo di spezzamento per
P(X), che quindi ha grado 2.

e Sul campo F3 si ha X®+1 = (X?+1)3 e X?+1 ¢ irriducibile, quindi ogni
suo zero genera un campo di spezzamento per P(X), che quindi ha grado
2.

e Sul campo F5 siha X6+1 = (X2+1)(X*—-X?2+1) = (X -2)(X -3)(X* -
X2+ 1). Esaminando le fattorizzazioni di X% — X2 + 1 in due fattori di
grado 2 troviamo X% — X2 +1 = (X2 42X — 1)(X? — 2X —1). Quindi
i sei zeri di P(X) sono 2, 3, £1 £ a dove a ¢ un elemento che verifica
a? = 2. Quindi un campo di spezzamento di P(X) su F5 & F5(a) = F5[a],
ha grado 2.

1.4 X643

Trovare il grado di un campo di spezzamento di P(X) = X% + 3 su Q. Sia
u = V3 esia( = e = L(V/3+1). Iseizeri complessi di P(X) sono
+(¢u, £¢3u, £¢%u. Sia F il campo di spezzamento di P(X) su Q contenuto in
C. Allora si vede subito che E = Q(Cu,¢?). Siccome ¢? = (1 +iv/3) si ha
E = Q(Cu,iv/3). D’altra parte iv/3 = (Cu)® e quindi E = Q(Cu) ha grado 6 su
Q, essendo P(X) = X° + 3 il polinomio minimo di {u su Q (irriducibile per il
criterio di Eisenstein).

e Sul campo Fy si ha X% 4+ 3 = X% 4 1 e questo caso & stato discusso
nell’esercizio precedente.

e Sul campo F3 si ha X% +3 = X% quindi un campo di spezzamento di
P(X) su Fg ¢ Fg.

e Sul campo Fj5 si ha 3% = 2 = —3 quindi X? — 3 divide X% + 3 (sto
semplicemente dicendo che detto T = X2, essendo 3% +3 = 0 per il



teorema di Ruffini 7' — 3 divide T2 + 3) e applicando Ruffini troviamo
X0+ 3= (X?-3)(X*+3X?+4). Cercando le fattorizzazioni troviamo
allora che X6 +3 = (X2 - 3)(X%2 + X + 2)(X? + 4X + 2). Detto o un
elemento tale che a? = 3 gli zeri di P(X) sono +a e +3 + 3«, quindi
F5(a) = F5[] & un campo di spezzamento di P(X) su F5 e ha grado 2.

1.5 X*-2

Trovare il grado di un campo di spezzamento di X* — 2 su Q. Sia u = v/2.
I quattro zeri complessi di P(X) = X?* — 2 sono 4u, +iu. Sia E il campo
di spezzamento di P(X) su Q contenuto in C, cioe E = Q(u, —u, iu, —iu) =
Q(u,iu) = Q(u, 7). Siccome Q(u) C R, i & Q(u) quindi siccome ¢ ha grado 2 su
Q (essendo zero di X2 + 1), i ha grado 2 anche su Q(u) (tale grado & infatti al
pilt 2 e non puo essere 1 essendo i € Q(u)). Dalla formula dei gradi

[E: Q] = [Q(u, i) : Q] = [Q(u)(i) : Q(u)] - [Q(u) : Q] =2-4=8.

e Sul campo Fy si ha P(X) = X* quindi F5 & un suo campo di spezzamento,
e ha grado 1.

e Sul campo F3 si ha P(X) = X* +1 = (X2+ X +2)(X? — X +2) (fat-
torizzazione ottenuta andando a cercare i fattori ma anche osservando che
P(X) = (X?%+2)? — X? e applicando il prodotto notevole) quindi gli zeri
di P(X) sono 2(£1 4+ «) dove a ¢ un elemento tale che a® = 2. Segue che
F5(a) = Fs[a] & un campo di spezzamento di P(X) su F3 e ha grado 2.

e Sul campo F5 si ha che P(X) = X% — 2 ¢ irriducibile (lo si dimostra
cercando le fattorizzazioni a mano). Sia w un suo zero. Allora P(X) =
X412 =(X?2-u)(X?2+u?) = (X +u)(X —u) (X2 —4u?) = (X +u)(X —
u)(X + 2u)(X —2u). Quindi F5(u) = Fs[u] & un campo di spezzamento di
P(X) su F5 e ha grado 4.

Ricordo che quanto accade con Fj & generale: se F' & un campo finito e
f(X) € F[X] & un polinomio irriducibile con uno zero « in un’estensione di F'
allora F(«) & un campo di spezzamento di f(X) su F.

1.6 X'+2
Trovare il grado di un campo di spezzamento di P(X) = X* + 2 su Q. Siano
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I quattro zeri complessi di P(X) sono Cu, (3u, (*u = —Cu e ("u = —C?u. Sia

E C C il campo di spezzamento di P(X) su Q, cioe E = Q(Cu, (3u, Pu, ("u).
Allora siccome E & un campo E 3 (Cu)(¢"u) = Bu? = u?, E 3 (Cu)? = Pu?
per cui anche E 3 (¢*u?)/u® = (? = 1(14)? = i. Ma allora essendo v/2 = u?



si ha ¢ = %(1 +14) = u*(1 +14)/2 € E essendo u,i € E. Ne segue che anche
E > (¢u)/¢ = u e quindi

E= Q(guv CSU" C5ua C7U) = Q(U, C) = Q(U,, Z)

Tl grado di Q(u, i) = Fsu Qe 8, infatti Q(u) ha grado 4 su Q (perché il polinomio
minimo di u su Q & X* — 2, irriducibile per il criterio di Eisenstein) i ha grado
< 2 su Q(u) (essendo i zero di X2 +1) e i & Q(u) essendo Q(u) C R ¥ i per cui
i ha grado 2 su Q(u), quindi per la formula dei gradi

E:Q) = [Qu)(i) : Q)] - [Qw) : Q] =2-4=8.

e Sul campo Fy si ha P(X) = X*+2 = X* quindi Fy ¢ un campo di
spezzamento per P(X) su Fy, e ha grado 1.

e Sul campo F3siha P(X)=X*-1=(X?2-1)(X?+1)= (X - 1)(X +
1)(X?2+1) quindi detto o uno zero di X2+ 1, che ¢ irriducibile, un campo
di spezzamento ¢ Fs(«a), ha grado 2.

e Sul campo 5 si vede che P(X) ¢ irriducibile studiando le fattorizzazioni
e quindi, per la nota nell’esercizio precedente, un campo di spezzamento &
F5(a) dove o & una qualsiasi radice di P(X) in una qualche estensione di
F5. Si puo fare anche a mano, come per 'esercizio precedente, ottenendo
P(X)=X*-3=(X?-a?)(X?+0a?) = (X —a)(X +a)(X —2a)(X +2a).

1.7 X*+4

Trovare il grado di un campo di spezzamento di P(X) = X4+4 su Q. Risolvendo
I'equazione biquadratica troviamo X2 = 42i da cui i quattro zeri complessi di
P(X) sono £(1 1), quindi un campo di spezzamento per P(X) & Q(i), e ha
grado 2 su Q.

e Sul campo Fy si ha P(X) = X* quindi F & un campo di spezzamento per
P(X) su Fo, e ha grado 1.

e Sul campo F3 si ha P(X) = X% + 1 e questo caso ¢ stato discusso
nell’esercizio riguardante il polinomio X* — 2.

e Sul campo F5 siha P(X) = X*—1=(X2-1)(X?+1) = (X - 1)(X +
1)(X —2)(X 4 2) quindi F5 & un campo di spezzamento per P(X) su Fs,
e ha grado 1.

1.8 X*+4+2X%2+49

Trovare il grado di un campo di spezzamento di P(X) = X* +2X2% + 9 su Q.
Risolvendo ’equazione biquadratica otteniamo che gli zeri u di P(X) verificano
u? = —142iv/2. Orasiha —142iv/2 = (1:&2’\@)2 per cui i quattro zeri complessi
di P(X) sono #(1 +iv/2). Segue che Q(i1/2) ¢ un campo di spezzamento per
P(X) su Q e ha grado 2.



e Sul campo F; si ha P(X) = X* +1 = (X + 1)* quindi F5 & un campo di
spezzamento per P(X) su Fq, e ha grado 1.

e Sul campo F3 si ha P(X) = X4 +2X2 = X?(X%2—-1) = X3(X - 1)(X +1)
quindi F3 ¢ un campo di spezzamento per P(X) su F3, e ha grado 1.

e Sul campo F5 si ha P(X) = X* + 2X? + 4 e studiando le fattorizzazioni
abbiamo P(X) = (X2 42X + 3)(X? — 2X + 3). Le radici di P(X) sono
quindi 1 4 o dove a ¢ un elemento tale che a? = 3. Segue che F5(a) ¢
un campo di spezzamento di P(X) su F5, ha grado 2.

2 Esercizi sul Lemma di Zorn

Nei seguenti esercizi € data una famiglia non vuota X ordinata per inclusione
e si richiede di mostrare che X ha elementi massimali. La strategia & sempre
la stessa: si applica il Lemma di Zorn. Si considera quindi una catena C' in
X, cioe un sottoinsieme totalmente ordinato di X, e si mostra che ammette un
maggiorante in X, cioe che esiste un elemento x € X tale che ¢ C = per ogni
c € C. Per il Lemma di Zorn segue allora che X ha elementi massimali.

1. Sia G un gruppo e siano a # 1 un suo elemento, S un suo sottoinsieme,
con 1 € S. Allora le seguenti famiglie X di sottogruppi di G, ordinate per
inclusione, sono non vuote e hanno elementi massimali: la famiglia dei
sottogruppi di G' che non contengono a, la famiglia dei sottogruppi di G
disgiunti da S, e, quando S & finito, la famiglia dei sottogruppi di G che
non contengono S.

2. Sia A anello commutativo unitario e siano S un sottoinsieme di A che
non contiene 0, x un elemento non nilpotente di A (cioe¢ z™ # 0 per
ogni n intero positivo). Allora la famiglia X degli ideali di A disgiunti
da S, ordinata per inclusione, & non vuota e ha elementi massimali. Ora
sia S l'insieme delle potenze di un elemento = di A non nilpotente, cioe
S = {2™ : n € Nyo} (S non contiene 0 essendo 0! = 0). Mostrare che
allora gli elementi massimali di X sono ideali primi di A e dedurre che un
elemento di A ¢ nilpotente se e solo se appartiene a tutti gli ideali primi
di A.

Esercizio 1. Osserviamo che in tutti e tre i casi {1} € X, quindi X # 0.
Sia C' = {Hx}xea una catena in X, e sia H := (Jycp Hx. Certamente H &
un maggiorante per C, essendo Hy C H per ogni A\ € A (per definizione di
unione). Rimane da dimostrare che H € X, e per questo & necessario che H sia
un sottogruppo di G.

e [’elemento neutro 1 di G appartiene ad H essendo 1 € Hy per ogni A € A
e quindi anche 1 € H.



e Sia x € H e mostriamo che z=! € H. Siccome z € H = Uxea Hx per

definizione di unione esiste A € A con = € Hy per cui anche =1 € H,
(essendo Hy un sottogruppo) quindi x=! € H (per definizione di unione).

e Siano x,y € H e mostriamo che xy € H. Siccome H = J,., Hx per
definizione di unione esistono A, 1 € A tali che z € Hy ey € H,,. Siccome
I'inclusione induce in C' un ordine totale (perché C' ¢ una catena) si ha
H, C H, oppure H, C Hy. Nel primo caso x € Hy C H, > y quindi
siccome H,, ¢ un sottogruppo di G, xy € H,, € H e quindi xy € H. Nel
secondo caso y € H, € Hy > z quindi siccome H) ¢ un sottogruppo di G,
zy € Hy C H quindi zy € H.

Per mostrare che H € X ci rimane da verificare una condizione, che & diversa
nei tre casi.

e Caso 1. ¥X={K <G : a ¢ K}. Dobbiamo quindi mostrare che a ¢ H.
Se fosse a € H allora per definizione di unione siccome H = (Jy, Ha
esiste A € A tale che a € H), e questo contraddice il fatto che Hy € X.

e Caso 2. X ={K <G : SNK = 0}. Dobbiamo quindi mostrare che
SNH =0. Se fosse SN H # § allora esisterebbe a € S con a € H =
Uxea Hx, quindi per definizione di unione esiste A € A tale che a € H) e
siccome a € S questo contraddice il fatto che H)y € X.

e Caso 3. S ¢ finitoe X ={K <G : S ¢ K}. Dobbiamo quindi mostrare
che S € H. Scriviamo S = {ai,...,a;} e supponiamo per assurdo che
sia S C H. Allora a; € H per ogni i = 1,...,k quindi per definizione di
unione siccome H = [J,, Ha esistono Ay,..., A\x € A tali che a; € Hy,
per ogni ¢ = 1,...,k. Siccome l'ordine in C' indotto dall’inclusione &
totale, esiste j € {1,...,k} tale che Hy, C H, per ogni i = 1,...,k
(in un insieme totalmente ordinato i sottoinsiemi finiti hanno un unico
minimo e un unico massimo), quindi a; € Hy, per ogni i = 1,...,k cioe
S C H), e questo contraddice il fatto che H); € X.

Esercizio 2. Osserviamo che {0} € X, quindi X # (. Sia C' = {I} e una
catena in X, e sia I := [J,c, Ix. Certamente I ¢ un maggiorante per C, essendo
I, C I per ogni A € A (per definizione di unione). Rimane da dimostrare che
I € X, e per questo & necessario che [ sia un ideale di A.

e 0 appartiene ad I essendo 0 € I, per ogni A € A e quindi anche 0 € [.

e Sia x € I e sia a € A, mostriamo che ax € I. Per definizione di unione
siccome I = [J, Iy esiste A € A tale che x € Iy per cui az € I essendo
I un ideale, quindi anche ax € I per definizione di unione. In particolare
quando a = —1 otteniamo che —x € I, cioe I contiene gli inversi additivi
dei suoi elementi.



e Siano x,y € I, mostriamo che x +y € I. Siccome I = [J ., Ix per
definizione di unione esistono A, € A tali che z € I\ e y € I,. Siccome
Pinclusione induce in C' un ordine totale (perché C' & una catena) si ha
I\ € I, oppure I, C I. Nel primo caso z € Iy C I, > y quindi siccome
I, ¢ unideale di A, v +y € I, CI e quindi x +y € I. Nel secondo caso
y € I, C I\ > z quindi siccome I, ¢ un ideale di A, x4y € I C I quindi
r+yel

Per mostrare che I € X ci rimane da verificare che S NI = (). Se fosse
SN 1 # 0 allora esisterebbe a € S con a € I = [J,c, Ix, quindi per definizione
di unione esiste A € A tale che a € I e siccome a € S questo contraddice il
fatto che I € X.

Consideriamo ora il caso in cui S = {z" : n € N5} dove z ¢ un elemento
non nilpotente di A, cioe 2™ # 0 per ogni n € N5 . Sia P un elemento massimale
di ¥ (abbiamo appena dimostrato che esiste). Mostriamo che & un ideale primo.
Dobbiamo cio¢ mostrare che se o, 8 € A con af € P allora almeno uno tra
«a e 3 appartiene a P. Supponiamo quindi per assurdo che sia a8 € P con
ag Pef ¢ P. Allora gli ideali P+ («) e P+ (8) contengono P propriamente,
infatti @ e 8 non appartengono a P. Siccome P & un elemento massimale di X
segue che P+ (a), P+ (8) ¢ X. In altre parole esistono n,m interi positivi con
2" € P+ (a) e ™ € P+ (B), cioe esistono a,c € P e b,d € A con 2" = a+ ab,
™ = ¢+ Bd. Allora abbiamo

"t = g"2™ = (a4 ab)(c + Bd) = ac + afd + abc + aSbd

e questo elemento appartiene a P, infatti a,c € P, a8 € P e P & un ideale. De-
duciamo che "™ € P e questo contraddice il fatto che P € X. In conclusione,
P & un ideale primo di A.

Sia ora N l'insieme degli elementi nilpotenti di A. Mostriamo che N & uguale
all’intersezione degli ideali primi di A.

e (C). Sex € N el ¢un ideale primo di A allora esiste un intero positivo n
con z" = 0 € I e quindi, siccome I & un ideale primo, da z-z" ! =2 € I
segue x € I oppure 2"~ ! € I, e per induzione concludiamo che = € I.
Quindi x appartiene a tutti gli ideali primi di A, quindi appartiene alla
loro intersezione.

e (D). Sia x un elemento di A che appartiene a tutti gli ideali primi di 4, e
mostriamo che xz € . Se fosse z ¢ N allora per quanto dimostrato sopra
la famiglia X = {J QA : 2™ ¢ J Vn € N5} ha un elemento massimale P,
che come visto & un ideale primo di A. Siccome P € Xsihaxz =2' ¢ Pe
questo contraddice il fatto che x appartiene a tutti gli ideali primi di A.



