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| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1) Si consideri la funzione

sin x

f(z) =1—sinzlog

e

(a) Determinare il dominio, eventuali periodicita e simmetrie e studiare il

segno di f . Calcolare i limiti agli estremi del dominio di f. (Sugg.
Studiare f nel piu piccolo intervallo possibile..)

(b) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Deter-
minare eventuali attacchi di f.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f (in tutto R). Non ¢ richiesto lo
studio di f”.



Soluzione:(a) Il dominiodi fe D =R\ {sinz #0} =R\{zeR: z =
km, k € N}. La funzione & 2r—periodica e f(z) — 1 & dispari, quindi basta
studiarla nell'intervallo D N [0, 7] =]0,7[. Vz €]0, 7| la funzione sinz > 0,
quindi f(z) =1 —sinxlog [%} e poiche 0 < % < %, si ha che log [%} <

log E] = —1 per cui sinx log [%} >0e f(z) >1>0 Vz €]0,n].

lim f(z)= lim f(z)=1,

xz—0t T—TT

e f si estende per continuita a tutto R.
(b) Vz €]0,7[ la funzione sinz > 0, quindi f(z) =1 — sinzlog [#2£] e

. 1 _
f’(ﬂU) = —COsx {1022 [smx} +sinx ‘ —] = —cosz {log [smx} + 1] .
e e

sinx e

sin x

Per quanto gia osservato, log [T] < —1, dunque

sin x

log[ } +1<0  Vze€lo,n]

(&

e f'(z) > 0 se e solo se cosz > 0, cioe z €]0,7/2]. Percio f ¢ monotona
crescente in |0, /2] e decrescente in |7/2, 7| e assume un massimo relativo in
x = m/2. Per la periodicita e le simmetrie di f, per k € Z i punti 7/2 + 2k7
sono di massimo assoluto, mentre i punti —7/2+2k7m sono di minimo assoluto.
Gli attacchi di f/in 0 e in 7~ sono

lim = +o0, lim f'(x) = —o0,

z—0t T

quindi nei punti k7 con k € Z f non ¢ derivabile e ha tangente verticale.



(2) Calcolare al variare del parametro a > 0 il seguente limite:

¢ +exd (1 —el/®
L = lim - ( - )
z—+oo rsinz — ex3sin (1/x)

Soluzione: Poiche 1 — e'/* ¢ asintotica a —1/z, in breve, 1 — e!/* ~ —1/ux,
per x — +00, il numeratore soddisfa
—ex? se a<?2
2%+ ex® (1—e/") ~a —ex’ ~{ (1—e)a? se a=2
¢ se a>?2
mentre zsinz = o(z?) e —ex?sin (1/z) ~ —ex?, per cui

rsinz — ex®sin (1/x) ~ —ex?.

Il limite richiesto vale allora

1 se a<?2
L= =9 o g=2
-0 se a> 2.



(3) Calcolare I'integrale

V2 1
I = / arccos
0

V2

‘ dx.

Soluzione: Il dominio della funzione integranda ¢

1 1 1
r——|<lp=RzeR: ——1<z<1+—,,
V2 ’ B } { V2o T T V2 }

e quindi D C [0,v/2]. Inoltre, dalla definizione di modulo si ha

arccos |x — —| dx = / arccos <— — x) dx—l—/ arccos (x — —) dx.
/o \/5‘ 0 V2 V2/2 V2

Operando le sostituzioni y = \/LE —rTey=1x— \/Li rispettivamente nel primo

e nel secondo integrale, si ottiene

D:{Z‘ER:

V2/2 V2/2 d 2 1
122/ arccosy dy = 2 yarccosy‘(\)/i/2+ Y :£7T+2 (1——).
0 0 V1—y? 4 V2

dove la penultima uguaglianza si ha integrando per parti.



