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1 Considerazioni generali

Nel seguito le funzioni sono continue (e derivabili quanto basta) su un intervallo J della
retta reale e a valori nel corpo reale oppure nel corpo complesso; la variabile indipendente
¢ indicata con z e la variabile dipendente ¢ indicata con y.

Per equazione lineare del secondo ordine si intende un’equazione del tipo:

d2y

Y+ P@) Y 1 Qa)y = R(2)

0, con scrittura pili semplice:
y' + P(z)y + Q(z)y = R(x) (1)

Se indichiamo con D : C1(J) — CY(J) 'operatore di derivazione e con D? = Do D : C%(J) — C°(J)
loperatore derivata seconda, ’equazione () puo scriversi nella forma:

D*y + P(z)Dy + Q(z)y = R(x)

L’applicazione L : C?(J) — CY(J) definita da L = D? + P(z)D + Q(z) & lineare e 'equa-
zione (I) si puo scrivere nella forma:

Lly) =R

Risolvere I’equazione () significa trovare la classe laterale L (R).
Sappiamo che se y, € L (R) allora I'insieme delle soluzioni e dato da:

L“(R)=yp,+KerL

Gli elementi di Ker L sono le soluzioni dell’equazione omogenea L(y) = 0, cio:

y'+ Pa)y + Qz)y =0 (2)
L’equazione (M) si dice non omogenea.
Concludendo:
Proposizione 1 e Seyi(x) eya(x) sono soluzioni dell’equazione omogenea (), allora

ogni loro combinazione lineare cly(x) + coya(z) € soluzione dell’equazione omogenea
(perché Ker L & sottospazio vettoriale).

o Se yy(z), al variare di certi parametri, descrive l'integrale generale dell’equazione
omogenea (cioé tutto Ker L) e yy(z) é una data soluzione particolare dell’equazione
non omogenea, allora:

Yo() + yp()

descrive tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea (perché
Yp(z) + yg(x) = yp + Ker L).

Dimostreremo piu avanti il seguente teorema di esistenza e unicita:
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Teorema 2 Se xy € J e yy ey, sono numeri arbitrari, esiste una e una sola soluzione
definita su tutto J che risolve il seqguente problema di Cauchy:

L(y) =R
y(zo) = Yo
Y (o) = yp

cioé esiste una e una sola soluzione che soddisfa le condizioni iniziali.

2 Equazione omogenea

Occupiamoci anzitutto di (B). Il problema di Cauchy per l’equazione omogenea si scrive:

L(y)=0
y(zo) = %o
Y (x0) = g

L’applicazione
Kerl -5y KxK
y = (y(xo),y'(w0))

& lineare perché composta dalle applicazioni lineari y — (y,y') — 0z, (y,9').
Essa ¢ iniettiva perché Ker T ¢ costituito dalle soluzioni del problema:

Ly)=0
y(z0) =0
Y (x0) =0

e siccome y = 0 & soluzione del problema, I'unicita assicura che Ker T' = <6>
L’applicazione lineare T' & anche suriettiva perché il teorema di esistenza e unicita assicura
che esiste la soluzione che assume la coppia di valori (yo,y() arbitrariamente scelta.
Dunque Ker L ha dimensione 2 su K perché isomorfo a K x K; scelte due soluzioni linear-
mente indipendenti y; e y2 in Ker L, ogni altra soluzione sara loro combinazione lineare.
Ricordiamo che linearmente indipendenti significa che se ciyi(z) + coy2(z) = 0 per ogni
x € J allora ¢c; = co = 0.

Riassumendo:

Teorema 3 Esistono due soluzioni indipendenti dell’equazione omogenea L(y) = 0. Se
y1(z) e ya(x) sono linearmente indipendenti, allora 'integrale generale (cioé l'insieme delle
soluzioni) dell’equazione omogenea & costituito da tutte e sole le funzioni:

Yg(z) = cryi(z) + coya(w)
al variare delle costanti c1 e co.

Supponiamo ora di avere assegnate due soluzioni linearmente indipendenti y; (z) e ya(z) e
di prendere una terza soluzione y(z) (sempre dell’equazione omogenea (2)). Questa terza
soluzione dipendera unicamente dalle condizioni iniziali yy e y{. Dovranno esistere uniche
costanti ¢y, ¢ (dipendenti da y(x) cioe da yo e y() tali che:

y(x) = cayi(x)+cop(z) Vaeld
() = ayi(x)+cvh(z) Vaeld
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ove la seconda riga si & ottenuta derivando la prima. Se valutiamo in x¢ € J abbiamo:

c1y1(zo) + cay2(z0) = y(x0) = Yo
c1y1 (zo) + caysp(z0) = ¥/ (z0) = yg

Questo sistema lineare nelle incognite c1, co deve avere soluzione comunque scelta la colonna

dei valori iniziali <y9 . Poiché un’applicazione lineare suriettiva da K? a K? & anche
Yo

iniettiva, si dovra avere che il determinante (detto wronskiano della coppia di soluzioni)

W(zo) = y = y1(20)y2(0) — y2(zo)y1 (o)

deve essere diverso da zero (la matrice si chiama matrice wronskiana).

Si osservi che, data l'arbitrarieta di xg, se y1 e y2 sono soluzioni linearmente indipendenti
dell’omogenea allora W (x) # 0 per ogni x. Se invece le due soluzioni sono linearmente
dipendenti allora le colonne della matrice wronskiana sono linearmente dipendenti per
ogni z e quindi W(z) & 0 in ogni punto.

Date due soluzioni y; e yo dell’lomogenea (2) (dipendenti o indipendenti), siamo condotti
a definire il loro wronskiano (funzione della variabile x):

Yy Y2

Wyny2) =", 77| =v1ys — v2u) (3)
U1 Ya

Le considerazioni precedenti conducono alla seguente:

Proposizione 4 Siano yi, ya2 soluzioni dell’equazione omogenea L(y) = 0 e sia W(y1,y2)
il loro wronskiano (naturalmente funzione della variabile x). Sono equivalenti:

i) y1 € y2 sono linearmente indipendenti.
ii) W(y1,y2) # 0 in ogni punto x.
iti) W(y1,y2) # 0.

Proposizione 5 Se y;(z) e ya(x) sono soluzioni dell’equazione omogenea definite sull’in-
tervallo J e W(x) é il loro wronskiano allora, scelto xo € J, si ha:

x

W () = W (z0) exp(— / P(€)de) (4)

o
Dimostrazione. Derivando W = y13}, — y2y] otteniamo:

AW
A%fﬂV=M%+m%—%%—m%=m%—w%

Poiché y; e y2 sono soluzioni di (B) si ha:

yi+ Py +Qu =
Yy + Py +Qy2 =

L Oy

Moltiplicando la prima equazione per yo e la seconda per y; e sottraendo la prima dalla
seconda otteniamo:

Y1y — oyl + P (y1vh — youh) =0

ovvero: dW
24 PW=0
dx



Moltiplicando per exp( ffo P(£)dE) otteniamo:

S @esn( [P =0

e integrando:
x

W () = W (20) exp(— / P(€)de)

o

da cui si deduce ancora una volta che se W () ¢ nullo in un punto allora ¢ identicamente
nullo.

Esercizio 1 Mostrare che y = ¢ sin x + ¢o cos x € soluzione generale su tutto R dell’equa-
zione y” 4+ y = 0. Spiegare perché il wronskiano ¢ costante. Trovare la soluzione particolare
che soddisfa le condizioni y(0) = 2 e 3/(0) = 3.

Esercizio 2 Sulla semiretta dei reali positivi, trovare ad occhio due soluzioni linearmente
indipendenti y; (x) dell’equazione differenziale:

x2 y// —2y=0
Trovare poi la soluzione particolare che soddisfa le condizioni iniziali y(1) = 1 e 3/(1) = 8.

Esercizio 3 Sulla semiretta dei reali maggiori di 1 trovare ad occhio una soluzione y
dell’equazione differenziale:

Trovare una soluzione linearmente indipendente della forma yo = vy; per un’opportuna
funzione v da determinarsi.

2.1 Equazione omogenea a coefficienti costanti

Se P(x) = p e Q(x) = ¢ sono costanti su tutto J l'equazione (2) diventa:
V' +py +qy=10 (5)
ovvero:
D*y+pDy+qy =0
Se a e A sono le radici dell’equazione caratteristica m? + pm + ¢ = 0 allora si ha:

m? 4+ pm +q= (m —a)(m — j)

Date le regole di composizione degli operatori D — o e D — f3 si ottiene che ’equazione ()
si puo scrivere nella forma:

(D—a)o(D—pBly=0

OVVero:
(D—a)(y' —By) =0
Posto
2=y — By (6)
otteniamo: .
(D—a)z=0
OVVero:



la cui soluzione generale € z = ki1e** al variare del numero k;. Se sostituiamo tale valore z
in (B) abbiamo ’equazione:

yl _ 5y — kleax
Moltiplicando ambo i membri per e 5% si ha:
(e y) = kyelam?e (7)

Caso o # (. Integrando ambo i membri di (@) si ottiene:

e Pry(x) = —ak_l Be(a‘ﬁ)’” + c2

kL moltiplicando per % si ottiene l'integrale generale:

a—p3’

Posto ¢ =

y(x) = 1% + cpe’®

Si osservi che:

W (e*, 6’8"’”) = (8- a)e(a-hﬁ)w = (8- a)eP” (8)

in accordo con (#). Se vogliamo trovare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali
y(zo) = yo e y'(x0) =y, ci conviene scrivere l'integrale generale sotto la forma:

y(x) = c1eXT7T0) 4 cpeflo—ro)
Imponendo le condizioni iniziali e facendo qualche facile conto si ottiene:

BYO = Y0 a(@—w0) . Y0~ QY0 pa—u

Caso oo = (. L’equazione (M) diventa:
(e7*y) =k
da cui integrando e ponendo co = ki:
ey =cox+ 1
In tal caso l'integrale generale diventa:
y(z) = c1€ + cowe™®

Osserviamo che si ha:
W(€QI,$€QI) — 620¢x — o PT (9)

in accordo con (#). Se cerchiamo la soluzione particolare che soddisfa le condizioni iniziali
y(zo) = yo e y'(z0) = y(, procedendo con facili conti si ottiene:

y(z) = yoe @20 4 (yy — ayo)(x — :L‘o)eo‘(x_xo)
Esercizi. Dal testo [DM] svolgere 20.6.1, 20.6.2, 20.6.3, 20.6.4, 20.6.5, 20.6.6, 20.6.7.

3 Equazione non omogenea

Se 'equazione omogenea ¢ a coefficienti costanti e il termine R(x) & un quasi polinomio,
I’equazione non omogenea
! / _ x
y'+py +ay = a(z)e”

si puo risolvere usando il metodo dei coefficienti indeterminati illustrato in [DM, 20.7.1].
Esercizio 4 Svolgere gli esercizi proposti o svolti in [DM] dopo 20.7.1.

Se 'equazione omogenea non € a coefficienti costanti, € impossibile trovare un metodo
per determinare due soluzioni linearmente indipendenti. Se pero conosciamo due soluzioni
linearmente indipendenti y; e yo dell’equazione (B) esiste un metodo, dovuto a Lagrange,
per determinare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea ().



3.1 Il metodo della variazione dei parametri

Vogliamo determinare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea (I):
y'+ P(2)y + Qx)y = R(x)

conoscendo due soluzioni linearmente indipendenti y;(z) e ya2(z) dell’equazione omoge-
nea ().

Sappiamo che una qualsiasi soluzione dell’equazione omogenea ¢ del tipo

y(z) = ciy1(z) + coyz(x). Assumiamo che sia possibile scrivere nello stesso modo una
soluzione della non omogenea, ove perd questa volta ¢; e co sono parametri variabili. Cer-
cheremo ¢; e ¢o in modo che y(zg) = ¢/ (xg) = 0 (senza questa condizione le funzioni ¢; e
¢o sono definite a meno di costanti additive). Da

Y =cy1 + c2ye (10)
derivando otteniamo:
/ / / / /
y = (cy) + caya) + (chy1 + chy2)
Vedremo® che ¢ possibile determinare ¢; e ¢ in modo che la seconda parentesi sia 0, cioe:
ciyr + chya =0 (11)
Se ¢ cosl, per i’ otteniamo:
y = i + ey (12)
Si osservi che se determiniamo ¢; e ¢z in modo che valgano 0 in zg, da () e (I2) si ottiene
che y(zo) = y'(z0) = 0.
Derivando (I[2) otteniamo:
y" = eyl + iy + cays + chy
Sostituendo nell’equazione (2) si ha:
c1(yf + Pyi + Qu1) + ca(yy + Pyy + Qua) + iy + chyy = R()

ove a sinistra ¢ sottintesa la variabile indipendente. Se teniamo conto che y; e y2 sono
soluzioni dell’equazione omogenea, otteniamo:

Ay + chys = R(x) (13)

Mettendo insieme () e (C3) siamo condotti a risolvere il sistema nelle incognite ¢} e c4:

y1¢y + yach = 0
yicy + ysch = R(x)

Poiché y; e ya sono linearmente indipendenti, il loro wronskiano W (y1,y2) € diverso da 0
per ogni valore di x e quindi il sistema ammette una e una sola soluzione che ¢ data dalla
regola di Cramer:

¢t = =W L) R(x), &=y W (y1,y2)R(x)

ove naturalmente y1, yo ¢ W(y1,y2) sono funzioni della variabile x.

Si osservi che W~(y1,12), il reciproco del determinante wronskiano, & anche il determi-
nante dell’inversa della matrice wronskiana.

Ricordando che cerchiamo ¢ e ¢o in modo che valgano 0 in xg, si ha:

x

ale) = / (W (41 (6), 92l ))RE) de »
9 14
er(x) = / P OW (11 (E), 3ol ) R(E) dé

0

! Spiegheremo pilt avanti perché questo non succede per caso.
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Sostituendo in (M) otteniamo la soluzione della non omogenea che vale 0 in z( con la sua
derivata prima:

xT

y(z) = 11 (2) / (W 1 (6), 92 () R(E) dé + () / U (W (41 (6), 92(€))R(E)

0 zo

Abbiamo cosi dimostrato la seguente:

Proposizione 6 Data l’equazione non omogenea (), se y; e y2 sono due soluzioni linear-
mente indipendenti dell’omogenea associata (3), la soluzione y(x) della non omogenea che
soddisfa le condizioni iniziali y(xo) = y'(xg) = 0 & data dalla formula:

@) = [ o) + m@n©W 0. ) r(E) ds
ovvero, usando (@):
y(z) = /r(_yl(x)?ﬁ(g) + yz(fv)yl(é“))W_l(yl(ﬂﬁo%yz(ﬂfo)ef’fo P (&) de (15)

Negli esercizi la cosa pitt comoda é ricavare c1(z) e co(z) da (), con l'integrale indefinito
se non si richiedono condizioni iniziali, e poi scrivere la combinazione:

y(z) = y1(x)er(x) + y2(x) ez ().

Esercizio 5 Trovare una soluzione particolare dell’equazione

1
sinx

!
Yy t+y=
Esercizio 6 Trovare una soluzione particolare di ognuna delle seguenti equazioni:

y" + 4y = tan 2x y' +2y +y=e%logw
y' =3y +2y=(1+e %) ! y" +2y + 5y = e Tsec2z

3.2 1l nucleo risolvente

Nel caso dell’equazione a coefficienti costanti 1’espressione (IH) si puo scrivere anche in
altro modo. Si ha dunque:

y" +py' + qu = R(x) (16)

un’equazione a coefficienti costanti e siano « e § le radici dell’equazione caratteristica.
Caso o # 3. Due soluzioni linearmente indipendenti dell’omogenea sono ¢®* e e e per (8)
il loro wronskiano & W (z) = (8 — a)e " = (8 — a)el®tP)*_ Sostituendo in (IF) otteniamo
la soluzione di (@) che vale 0 in zy con la sua derivata prima:

yw) = / e + e %Bl

—

eI R(E) dt =

Posto

la soluzione trovata si scrive:



Il modo piu comodo per determinare 7 € osservare che essa ¢ la soluzione dell’omogenea

che soddisfa la condizione iniziale r]/(O) — (Y
1'(0) 1

Caso a = . Due soluzioni linearmente indipendenti dell’omogenea sono e** e xe®* e per

(8) il loro wronskiano & W (z) = e P* = ¢2%%. Sostituendo in (IH) otteniamo la soluzione

di (B) che vale 0 in zp con la sua derivata prima:

o) = [ N 1 ) ER(E) d = / “(@ — I R(E)de

0

Posto:

abbiamo ancora una volta:

Si osservi che 7(t) e la soluzione dell’equazione omogenea per cui (7777(0>> = <0>

Riassumendo:

Proposizione 7 Data ’equazione a coefficienti costanti
y" +py +qy = R(x)

detta n la soluzione dell’omogenea associata per cui (77,((0))> = <(1)) , la soluzione y(x) della
/

non omogenea (IA) che soddisfa le condizioni y(xo) = y'(zo) = 0 é data dalla formula:

o) = [ 0o - ORE)d

0

Esercizio 7 Svolgere gli esercizi (B) e (B) di pag. @ usando il nucleo risolvente 7.

Esercizio 8 Siano J un intervallo della retta reale, zo un punto di J e yg, y{, numeri asse-
gnati. Si consideri il sottoinsieme F di C?(J) costituito dalle funzioni y tali che y(zo) = yo
e o/ (z0) = v,

Il sottoinsieme E € una classe laterale modulo un sottospazio. Quale?

Fissate due costanti p e g, si consideri I'operatore L : E — C°(J) cosi definito:

L=D?+pD +qld
Dimostrare che L & biiettivo e determinare una formula per L~'.

Esercizio 9 Sia Y il sottospazio vettoriale di Cfa,b] costituito da quelle funzioni y che
hanno derivata prima e seconda continue su [a, b] e tali che y(a) = y(b) = 0.
Dimostrare che D? : Y — Cla, b] & iniettivo e suriettivo.

Esercizio 10 Sia Y il sottospazio vettoriale di C|[0, 7] costituito dalle funzioni y che hanno
derivata prima e seconda continue e tali che y(0) = y(7) = 0. Fissato un parametro com-
plesso w, si consideri 'operatore L : Y — C[0, 71] definito da L = —D? + w?Id. Dimostrare
che se sinh mw # 0 allora 'operatore L & iniettivo e suriettivo e si puo scrivere una formula
per l'inversa.

Esercizio 11 Risolvere le seguenti equazioni:

/ 1, / _ 1
Y+ gy =3 Y+y=1rz=

Y +y=2ze " 4 22 Y + ycotan x = 2=

sin x




Esercizio 12 Mostrare che y = c1x + cox? & la soluzione generale dell’equazione:
22y — 2z + 2y =0

su ogni intervallo che non contiene 0 e trovare la soluzione particolare per cui y(1) =3 e
/
y'(1) = 5.

Esercizio 13 Considerare le due funzioni y1 (z) = 23 e y2(z) = z%|z| sull'intervallo [—1, 1].
e Mostrare che il loro wronskiano W (y1,y2) si annulla identicamente.
e Mostrare che y; e y2 sono linearmente indipendenti.

e Perché non c’¢ contraddizione?

Esercizio 14 Risolvere le seguenti equazioni:

y" + 4y = 3sinx y" — 2y + 2y =e"sinx
Y’ +y =102t + 2 y" — 3y + 2y = 14sin 2z — 18 cos 2x
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