SUCCESSIONI DI NUMERI REALI

Complementi ed esercizi

Nello svolgere esercizi su limiti di successioni reali si da per scontato che le funzioni ele-
mentari (potenze, esponenziali, logaritmi, seni e coseni) sono continue in tutti i punti del
loro dominio.

Ricordiamo che una funzione f si dice continua in un punto ¢ del dominio se per ogni suc-
cessione (¢p)nen di punti del dominio, da lim, .. ¢, = ¢ segue che lim,,_,o f(c,) = f(c).

Esempi.
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determinando prima il limite della base:

Calcoliamo:
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Pertanto il limite assegnato vale (—%)3.

Esercizio. Trovare le sottosuccessioni convergenti e i loro limiti per la successione:
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Criterio del rapporto e della radice per le successioni.

Sia (¢p)nen una successione di numeri (strettamente) positivi e si supponga che esista in
R il limite:

[ = lim Cntl _ lim ¢,
n—o00 Cp n—oo

Se I > 1 la successione diverge a +oc;
se 0 <1 < 1 la successione converge a 0.
Dimostrazione. Facciamo solo il caso I > 1 (I < 1 si puo fare passando ai reciproci
oppure procedendo analogamente).
Scegliamo un numero « tale che 1 < a < [. Per definizione di limite esiste un indice 7 tale
che % > a e {/c, > a per ogni n >n. Per tali indici ¢ ¢,11 > ac, e

Ve >a"=(1+e)">14ne, ove e=a—1.

Nel caso della radice, applicando il confronto a ¢, > 1+ ne si ottiene che ¢, diverge
a 400. Nel caso del rapporto, da c¢,41 > acy, si ottiene che la successione ¢, € definitiva-
mente crescente; detto [ il suo limite, se [ fosse un numero passando al limite nella stessa
disuguaglianza si otterrebbe | > al. Poiché @ > 1 e [ > 0 si ottiene una contraddizione.



Esempi. Discutere i limiti delle successioni:
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Esercizio. Sia p > 0. Dimostrare che:
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Soluzione. Dalle disuguaglianze (per x > 0) logz < z — 1 < z si ottiene logx < z e
quindi log(z®) < z%. Se a > 0, dall’ultima disuguaglianza si ottiene l‘;%x < é Sia € < p;
si ottiene:
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Se e > 0, n® — 400, 'ultimo termine tende a 0 e quindi, per i carabinieri, anche

Esercizio. )
lim /n= lim en'8" =¢% =1
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Esercizio. Delle seguenti successioni si dica tutto quello che si puo.
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