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Gli spazi lineari topologici sono assunti di Hausdorff.
Il seguente teorema ¢ una piccola generalizzazione del teorema I11.9.1 di [TL].

Teorema 1 Siano X uno spazio normato, I' una collezione di funzionali lineari continui
su X. Sia E linsieme di tutti gli x € X la cui orbita

[(z) = {Az: AT}

é limitata (in R o in C). Se E ¢ di seconda categoria in X, allora E = X ed esiste un
maggiorante uniforme M > 0 tale che ||A|| < M per ogni A € T
1l teorema di Baire assicura che 'ipotesi su E ¢ soddisfatta se X é di Banach ed E = X.

Dimostrazione. Per dimostrare che l'insieme delle norme & uniformemente limitato
basta fare una carbon copy della dimostrazione del teorema II1.9.1 di [TL]; per vedere che
i funzionali sono uniformemente limitati su una palla aperta si usa il teorema 2.41-D di [T]
(invece del teorema di Baire).

Detto M il maggiorante uniforme, poiché |Ax| < M||z|| per ogni A € T', si ottiene che I'(x)
¢ puntualmente limitata su tutto X.

Il precedente teorema ha la seguente versione piu generale nel caso degli operatori lineari
(cfr. [R], teorema 2.5, [K] ex. U, pag. 215). La dimostrazione fornisce una dimostrazione
anche del precedente.

Teorema 2 (Banach-Steinhaus) Siano X uno spazio lineare topologico e Y uno spazio
normato. Sia I' una collezione di operatori lineari continui da X a'Y e sia E l'insieme di
tutti gli x € X la cui orbita

[(z) = {Az: AT}

¢ limitata' inY. Se E ¢ di seconda categoria in X, allora E = X ed esistono un intorno
U di 0 in X e un maggiorante C' > 0 uniforme su U, cioé tale che

|Az]|[<C VYazeU VAEeT.

Se X ¢ normato si ottiene che esiste M > 0 tale che ||A]| < M per ogni A € T.
1l teorema di Baire assicura che 'ipotesi su E € soddisfatta se X é di Banach ed E = X.

Dimostrazione. Per ogni numero naturale n sia

E,={reX: |Az|| <nVAeTl}

1Si noti che E & un sottospazio lineare.



Dalla continuita degli operatori segue che E,, ¢ chiuso perché intersezione di chiusi. Poiché
E CJ,, En e per ipotesi E & di seconda categoria, deve esistere @ € N per cui Int Ex # (.
Esistono pertanto xg € Ex e un intorno U di 0 in X per cui ||Ay|| <7 per ogniy € xg + U
e per ogni A € I". Quindi per ogni x € U e per ogni A € I' si ha

[Azo + Az|| = [[A(zo + )| <7,
da cui
[Az|| — [[Azo| < [[Azo + Az[| < 7.
In conclusione, posto C' = ||Axo|| + 7, si ottiene
|Az]| <C VazeU VAel.

Per dimostrare che £ = X, si scelga un intorno bilanciato V' di 0, con V' C U. Allora per
ogni z € X esiste § > 0 tale che dz € V. Di conseguenza |[A(dz)| < C, per ogni A € T;
dunque ||[Az] < % per ogni A € I'. Pertanto z € E.

Se X e normato, con palla unitaria B, scelto § > 0 tale che 6B C U, si ha che ﬁﬂs eU
per ogni elemento non nullo z € X. Dunque:

|]A(5Hx)§c VeeX, VAel.

[z

Usando la linearita degli operatori A si ottiene:
C
Azl < —||z]|.
1Az]] < 5l
Posto M = & si ha ||A|| < M per ogni A € T.

Per la dimostrazione del seguente teorema si ricordino i seguenti fatti. (Per I’enunciato
cfr [R], teorema 2.7.)

Fatto 3 Sia {A,} una successione di operatori lineari fra uno spazio normato X e uno
spazio normato Y. Sia F l'insieme di tutti gli z € X per cui lim,, A,z esiste in Y. Allora
FE ¢ un sottospazio lineare di X e la posizione Az = lim,, A,z definisce un operatore lineare
da E a'Y (non necessariamente continuo).

Fatto 4 La chiusura di un sottospazio lineare di uno spazio normato o ha interno vuoto o
e tutto lo spazio (se non ha interno vuoto contiene una pallina, che genera tutto lo spazio).

Teorema 5 Siano X eY spazi normati, con'Y di Banach, e {A,} una successione di ope-
ratori lineari continui da X a'Y. Sia E linsieme di tutti gli x € X per cui Ax = lim,, A,z
esiste in Y. Se E ¢ di seconda categoria in X, allora E = X e A e continuo.

Dimostrazione. Sia I' = {A,}. Per ogni punto = € E, l'orbita I'(z) ¢ limitata perché
si tratta dell’orbita di una successione convergente. Per il teorema di Banach-Steinhaus
esiste una costante M > 0 tale che |A,|| < M per ogni n. Poiché E ¢ di seconda categoria,
la sua chiusura non puo avere interno vuoto, e quindi £ € denso in X. Fissati x € X e
e > 0, sia z9 € E tale che ||z — x¢|| < e. Per ogni m,n si ha:

Az — Apz|| = ||An(z — o) + Anxo — Ao + A (0 — 2)|| <
< [ Anlllz = zoll + [[Anzo — Amaol| + [[Amll[|z — zol <
< 2Me+ ||An580 — Aml‘UH



Poiché A, xg & una successione convergente, e dunque di Cauchy, una piccola meditazione
mostra che anche A,z € di Cauchy. Poiché Y & di Banach, si conclude che Ax esiste per
ogniz € X.

Siccome ||[Apz| < M|jz|| per ogni z € X, passando al limite si ottiene ||Az| < M||z| per
ogni z € X e quindi A & continuo.

Utilizzando il fatto che se una varieta lineare ¢ di seconda categoria allora € densa, dal
precedente teorema si deduce immediatamente:

Corollario 6 Siano X e Y spazi normati, con Y di Banach, e {A,} una successione
di operatori lineari continui da X a Y. Sia E Uinsieme di tutti gli © € X per cui
lim, A,z =0. Se E ¢é di seconda categoria in X, allora F = X.
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