Esercizi di Calcolo delle Probabilita della 4° settimana (Corso di Laurea in
Matematica, Universita degli Studi di Padova).

Esercizio 1. Trovare la legge condizionale di Y rispetto a X quando il vettore (X,Y’) ha
densita congiunta data da:

1. f(x,y) =MNe ™™ 0<z<y<+c0

2. flx,y) = ze"W, 2y > 0.
Esercizio 2. Sia X una variabile aleatoria reale di legge i, e Y una variabile aleatoria reale
di legge condizionale (v,).cp rispetto a X, su un opportuno spazio probabilizzato (2, A, P).

Supponiamo inoltre che p ammetta una densita f ed ogni v, ammetta una densita g, per
ogni x € D (le densita si intendono tutte rispetto alla misura di Lebesgue).

1. Detta G la funzione di ripartizione di Y "non condizionale”, dimostrare che
Glw) = [ wal(=o0.u) (@) do
D
2. Dimostrare che
o) = [ gulu) f(a) ds
D
¢ la densita di Y "non condizionale”.

3. Supponiamo ora che (X,Y’) sia un vettore aleatorio con densita congiunta h(x,y)
rispetto alla misura di Lebesgue su R?. Calcolare le densitd marginali fyx, fy, la
densita condizionale fy|x e verificare che la formula del punto 2. ¢ vera anche in
questo caso.

Esercizio 3. Siano X, Y variabili aleatorie indipendenti, rispettivamente di legge Po()\) e

Po(p), con A,y > 0. Calcolare la legge condizionale di X rispetto a X + Y.

Esercizio 4. Siano (X,,), indipendenti e tali che X,, ~ Fxp(n+ 1), e N indipendente dalle
(Xp)n e di legge Po(u), con p > 0. Trovare la funzione di ripartizione e la densita della
variabile aleatoria Xy.

Suggerimento: considerare la legge condizionale di X rispetto a N.

Esercizio 5. Siano N, (X;);>; variabili aleatorie indipendenti con N ~ Ge(p) e X; ~ Exp(\)
per ogni ¢ > 1, con p € (0,1), A > 0. Definiamo poi

Y :=min(Xy,..., Xy)
1. Si calcoli la legge condizionale di Y rispetto a N.
2. Si calcoli la funzione di ripartizione di Y.

3. Si calcoli E[Y].
+o0
Suggerimento: ricordarsi che, se Y € LT, allora E[Y] = / P{Y >t} dt.
0

Soluzioni su http://www.math.unipd.it/"vargiolu/CalPro/



Soluzioni
Esercizio 1.

1. Una versione della densita marginale di X e data da
+oo
fx(x) = / Ne™ dy = \e™ 7, x>0

quindi una versione della legge condizionale di Y rispetto a X ¢ data dalla famiglia
(V2)2>0, dove v, ha densita

flay) N Ay—e
fY\X(y’x) = = o 1[ac,+oo)(y> = Xe Al )1[z,+oo) <y>
fx(z) Ae

rispetto alla misura di Lebesgue.

2. Una versione della densita marginale di X e data da

+o0
fx(z) = / ze W) gy = 77, x>0
0

quindi una versione della legge condizionale di Y rispetto a X e data dalla famiglia
(Vz)a>0, dove v, ha densita

flay) w0+

frix(ylz) = o) T e Ljo,100)(¥) = €™ 1[0,400)(¥)

rispetto alla misura di Lebesgue. Quindi v, e una legge esponenziale di parametro x.

Esercizio 2.

1. Abbiamo che per ogni u € R,
Glu) =P{Y < up = [ val(=oc,u) dua) = [ wa((~o0,u)f(@) da
D D
2. Per ogni A € B(R), utilizzando il teorema di Tonelli si ha

PWeM=:Awmwmzé%mm@m=AAMMMﬂ@m=

- /A(/ng(u)f(:c) da:) duz/Ag(u) du

che e equivalente alla tesi.

3. Sappiamo che
_ _ _ h(z,y)
Ix(x) = h(z,y) dy, fv(y) = h(z,y) dx, fY|X(3/’$) = Lio< sy (z)<too)
R R fx ()
e quindi

h(z,
/RfY|X(U|17)fX($) dr = /Rff(j))1{0<fx(x)<+oo}fx($) dx =

= /h(xvy)1{0<fx(x)<+oo} dr = / h(x,y) dr = fY(y)
R

R
che conferma il risultato del punto 2.



Esercizio 3. Sappiamo che X +Y ~ Po(A + u). Poiche X + Y ha legge discreta su N,
I'unica versione della legge condizionale di X rispetto a X +Y ad avere N come insieme degli
indici ¢ (v.).en, dove per ogni z € N si ha

v,(B)=P{X eB|X+Y =z}
Poiche anche X ha legge discreta, per caratterizzare v, e sufficiente calcolare le quantita

v,({k}) = ]P’{X:k;|X+YZZ}:P{XZIC,X+Y:2}:

P{X+Y =z}
_ k z—k
 P{X=kY=z2-k} € A%e #(Z—k)! _
B P{X+Y =2} ernldnr

z!

2INF ek 2\ & &
- 1—p)
k(2 — k) + p)? (k)“ p)

dove abbiamo posto p := ﬁu Si ha quindi che la legge condizionale di X rispetto a X +Y

¢ una legge binomiale di parametri X +Y e FAM

Esercizio 4. Possiamo usare la disintegrazione di P rispetto a N: siccome N ha legge
discreta, detta Q, :=P( - [{N = n}), possiamo scrivere:

Fxy(t) =P{Xy <t} = nzg@n{XN < t}P{N =n} = nz%@n{xn < t}e‘“%

Siccome le (X,,),, sono indipendenti da N, si ha che Q,{X,, <t} = P{X, <t} = 1—¢ "+,
e quindi

F _ = f,ulun 1 —(n+1)ty __ 1 —p—t = (Meit)n -1 —pu—t pe~t
XN(t)—Ze F( —e )=1-—e¢ Z =1l
n=0 ' n=0 ’

Si vede quindi che Xy € una variabile aleatoria continua. Per ottenerne la densita, basta

derivare Flx,, e si ottiene:
t

Fiy () = (14 o)t
Esercizio 5.
1. Per ognit > 0, n > 1, abbiamo
P{Y >t | N=n} = P{min(Xy,....X,)>t| N=n} =P{min(Xy,...,X,) >t} =

= P{Xi>t... X, >t} =][[P{X; >t} =

i=1

2. Siccome Y > 0 q.c., abbiamo che Fy (t) = 0 per ogni t < 0, e per ogni ¢t > 0 abbiamo

P{Y >t} = > P{Y>t|N=n}P{N=n}=> ep(l—p)" "=

0 —At

= ML) = (11)6— ple N T N = ](91 —p)

n=1



e quindi
eM—1 1—e M
eM—(1-p) 1-(1-ple

Fr(t)=1-P{y >t} =

3. Innanzitutto, siccome Y > 0 q.c., la sua speranza e ben definita; usando il suggeri-
mento, abbiamo

400 —+oo pe—)\t
E[y] = / PY > 1) dt:/ dt —
0 0 - (

1_p)€—)\t
) ayiaeo  —Plogp
= s ploet — (L =pe ™™ = S

Allo stesso risultato si puo giungere applicando la formula della disintegrazione.



