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Introduzione

In questo “Quaderno degli esercizi settimanali” sono raccolte dodici schede di es-
ercizi, una per ogni settimana del corso di Analisi Matematica 1 parte A. L’ordine
degli argomenti corrisponde all’ordine che sara seguito nella presentazione degli ar-
gomenti, anche se probabilmente sara difficile rispettare la corrispondenza settimana
per settimana. Gli esercizi cercano di illustrare in modo pratico e creativo tutti gli
aspetti (definizioni, teoremi, criteri, tecniche) studiati nel corso.

In ogni scheda gli esercizi sono divisi in tre gruppi: gli esercizi di base, per la cui
soluzione e richiesta la sola comprensione e diretta applicazione di definizioni o teo-
remi; gli esercizi di livello intermedio, dove ¢ richiesto allo studente un maggiore grado
di autonomia; gli esercizi piu avanzati, che sono di complessita maggiore. Ovviamente
il grado di difficolta di un esercizio ha una componente soggettiva.

Di nessun esercizio e riportata la risoluzione, ma di alcuni si trova la soluzione on-
line nei link sui temi d’esame degli anni scorsi. Lo svolgimento di alcuni degli esercizi
proposti sara presentato in classe, anche su richiesta o suggerimento degli studenti.

Gli esercizi di questo Quaderno fanno parte integrante del programma del corso
di Analisi Matematica 1 parte A.






SETTIMANA 1

Insiemi, cardinalita, induzione, Binomio di Newton

Esercizi di base

EseErcizio 1.1. Siano A, B, C' tre sottoinsiemi di uno stesso insieme ambiente. Veri-
ficare le formule distributive:
AN(BUC)=(AnB)U(ANCQC),
AUu(BNC)=(AUuB)N(AUQC).
EsErciz10 1.2. Dati due insiemi A e B, verificare che Card(A x B) = Card(B x A).
EsErcizio 1.3. Siano f : A - B e g : B — (C due funzioni iniettive. Provare che

go f: A— C einiettiva. E vero il viceversa, e cioe che se g o f & iniettiva allora sia
f che g devono essere iniettive?

EsErcizio 1.4. Siano n,k € N con k < n. Verificare I'identita
n+1 B n L n
k S \k-—1 k)

EseErcizio 1.5. Sia z € R un numero reale tale che 0 < x < 1. Usando il principio
di induzione, mostrare che per ogni n € N, n > 1, vale la seguente variante della
disuguaglianza di Bernoulli

Esercizi intermedi

1
14 nx
EsErcizio 1.6. Sia f : A — B una funzione.
1) Provare che per ogni insieme C' C A si ha C C f~'(f(C)). Tramite un
esempio provare che l'inclusione puo essere stretta. Discutere il caso in cui
f sia iniettiva.
2) Provare che per ogni insieme D C B si ha f(f~'(D)) C D. Tramite un
esempio provare che l'inclusione puo essere stretta. Discutere il caso in cui
f sia suriettiva.

EsErcizio 1.7. Sia f: A — R la funzione f(z) =2z — V1 —-22, x € ACR.

1) Calcolare il dominio A C R di f, ovvero il piu grande insieme di numeri reali
su cui f ¢ definita. Calcolare 'immagine f(A) C R.

2) Stabilire se f ¢ iniettiva. Al variare di y € R calcolare le “fibre” f~1({y}) C
A.

EsErcizio 1.8. Siano A, B, C insiemi finiti e indichiamo con |A| = Card(A) la car-
dinalita. Provare che

JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BnC|+|AnBNC]|.
Provare preliminarmente che |AU B| = |A| + |B| — |AN Bj.
7
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8 1. INSIEMI, CARDINALITA, INDUZIONE, BINOMIO DI NEWTON

EsERrcizio 1.9. Dimostrare che per n > 1 si ha:

1 1
Z_>2 Vn+1-1), 2) Zﬁgz—ﬁ.

Esercizio 1.10. Siano a,b € R ed n,m € N con n > m. Calcolare il resto della
divisione del polinomio p(x) = (x+a)™ per il polinomio ¢(z) = (z+0b)™. Precisamente,
calcolare i polinomi s(z) (il quoziente della divisione) ed r(z) (il resto della divisione)
tali che p(z) = s(x)q(x) + r(z), dove il grado di r ¢ al pit m — 1.

Esercizi avanzati

EsErcizio 1.11. Siano [0,1] ={z e R:0< 2 <1}, [0,1)={zeR:0<x <1} e
(0,1) ={x € R: 0 < = < 1}. Esibendo biiezioni concrete, provare che:

1) Card([0, 1]) = Card([0,1));

2) Card([0,1]) = Card((0,1));

3) Card([0,1]) = Card(R).

Esercizio 1.12. Sia A = {I C R : I intervallo} un insieme costituito da intervalli
non degeneri I = (a,b) C R con —oo < a < b < co. Supponiamo che A verifichi
questa proprieta: I,J € A con I NJ # () implica I = J (ovvero, gli intervalli sono a
coppie disgiunti). Dimostrare che A & numerabile.

ESERCIZIO 1.13. Ad un torneo partecipano n € N squadre, n > 3. Ogni squadra gioca
una volta con ogni altra squadra. Ci sono tre squadre A, B, C' tali che A sconfigge B,
B sconfigge C' e C' sconfigge A. Dimostrare che alla fine del torneo ci sono almeno
due squadre a pari punti.



SETTIMANA 2

Numeri reali, sup e inf, parte intera

Esercizi di base

ESERCIZIO 2.1. Sia X un insieme. Verificare che (P(X), C) & un insieme parzialmente
ordinato.

ESERCIZIO 2.2. Sia A C R un insieme e —A = {—x € R : x € A} 'insieme opposto.
Verificare che

sup(—A) = —inf A.
Esercizio 2.3. Sia A C R un insieme limitato. Verificare che
supA—infA=sup{z—y R : x,y€ A}
Esercizi intermedi

ESERCIZIO 2.4. Sia (X, +,+, <) un campo ordinato. Usando ad ogni passo gli assiomi
di campo ordinato verificare che 22 > 0 per ogni x € X.

ESERcCIZIO 2.5. Siano dati i seguenti sottoinsiemi di R:

1+ 2n? Ty
A:{1+n2 ER:nEN}, B:{x2+y2eR:x,yeR,x,y>0},

2
1
C={2>—-2zsinzeR:z R,z >0}, D:{M

ER:nGN,nZQ}.
1—n

1) Determinare inf A e sup A. Dire se esistono min A e max A.

2) Determinare inf B e verificare che sup B = 1/2. Dire se esistono min B e
max B.

3) Verificare che sup C' = oc.

4) Verificare che inf D = —o0.

ESERCIZIO 2.6. Siano m,n € N. Provare che se y/m € R\ Q allora anche /m++/n €
R\ Q.
ESERCIZIO 2.7. Si consideri l'insieme
_ {n +1—n2ntt
(TL + 1)2n+1

dove N ={0,1,2,...}. Calcolare sup A, inf A, e dire se esistono max A e min A.

GR:nGN},

EsErcizio 2.8. Sia A C R il seguente insieme
A::{n—\/nQ—leR:nEN,nzl}.

1) Calcolare sup A e dire se esiste max A.
9



10 2. NUMERI REALI, SUP E INF, PARTE INTERA

2) Calcolare inf A e dire se esiste min A.

ESERCIZIO 2.9. Siano x,y € R non negativi. Verificare che
2] + [yl < [z +y] < [a] + [y] + 1,
[2][y] < [oy] < [2] + [y] + [2][y],

dove [z] & la parte intera di .
Esercizi avanzati

Esercizio 2.10 (Disuguaglianza Media Geometrica-Aritmetica). Siano xy,...,z, >

0 numeri reali. Provare che

T+t
Ny Xy, < ——————
n
e dimostrare che si ha uguaglianza se e solo se i numeri sono tutti uguali fra loro.

EsERcizio 2.11. Verificare che per ogni z € R e per ogni n € N, n > 1, si ha:
[z] + [z +1/n]+... + [x+ (n—1)/n] = [nz],

dove [z] & la parte intera di .

EsERrciziO 2.12. Sia f : Z — Z una funzione iniettiva tale che per ogni x,y € Z si
abbia
[z -yl <10 = [f(z)— f(y)] <10.

Determinare la funzione f.



SETTIMANA 3

Spazi metrici, disuguaglianze, successioni numeriche

Esercizi di base

EsERciIz1O 3.1. In ciascuno dei seguenti casi, dire se la funzione d : R xR — R e una
distanza su R: 1) d(z,y) = |22 — y?|; 2) d(z,y) = |z — y|%; 3) d(x,y) = |e* — eY]; 4)
d(z,y) = |z —y['/2.

Esercizio 3.2. Usando la definizione di limite, verificare che

2n? 2
s 2 2) lim (n—\/n2—1>:0.

1m =
n—o00 3712 + 2 37 n—o00

1)

Esercizi intermedi

EsErcizIO 3.3. Verificare che la funzione d : R x R — [0, 00)

r—vy
Az, y) = 2 =Y

PEETEE z, S Ra
L+ |z -y !/

¢ una distanza su R.

Esercizio 3.4. Usando la definizione, verificare che

. Ven/2 4 en/2
i g L

ESERCIZIO 3.5. Siano x,y € R” tali che |(z,y)| = |z||y|. Provare che esiste A € R tale
che y = Az. Questo e il caso dell'uguaglianza nella disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

EsERrciz10 3.6. Consideriamo la successione

2
an:<n>, n € N.
n

i) Verificare che (a,)nen € crescente;
ii) Verificare (per induzione) che a,, > 2" per ogni n € N;
iii) Dedurre dal punto ii) che lim a, = occ.

n—oo
EsERciIzIO 3.7. Siano ag,...,a, > 0 numeri reali positivi. Verificare che
n n 1
2
a; — | >n”.
() (X3)=
= =1
EsERrcizio 3.8. Siano 0 < x1,...,x, < 1 numeri reali. Provare la disuguaglianza:

(1—z) 1=z <1—x1- 2y

11



12 3. SPAZI METRICI, DISUGUAGLIANZE, SUCCESSIONI NUMERICHE

Esercizi avanzati

ESERCIZIO 3.9. Sia (a,),en una successione reale che verifica a; > leayj+...4a,—1 <
a, per ogni n > 2. Provare che esiste un numero reale ¢ > 1 tale che a, > ¢" per
ognin > 1.

ESERcIZIO 3.10. Provare che per ogni n € N il polinomio della variabile reale z € R
2n J}k
p(z) = Z 7l
k=0
non ha zeri reali, ovvero non esiste alcun z € R tale che p(x) = 0.

Esercizio 3.11. Studiare segno, monotonia e convergenza della successione

1
ay = ZE — logn.
k=1



SETTIMANA 4

Successioni reali e complesse

Esercizi di base

ESERCIZ10 4.1. Verificare che:
1 2 241
lim n(\/n+ —1) =—1; lim vn*+1=1; lim ( n not > = —1.

EsErcizio 4.2. Calcolare i seguenti limiti:

23n 41 log* t
1) Gim L gy gy loeT(n) Fnarctantn) gy e T T

n—00 n32n —+ (—1)”’ n—00 7’L2 + logn n—

EsErcizio 4.3. Calcolare i seguenti limiti:

1 1
lim /27 3%  lim <—+...+—>.
n—+00 n—00 */TL2+1 1/n2+n

Esercizi intermedi

EsERcIzIO 4.4. Calcolare i seguenti limiti:

2n '
\/E; 2) lim /n- "V/n+1-...- ¥2n; 3) lim Vnl.
n n—oo

n—0o0

1) lim

n—0o0

Esercizio 4.5. Al variare dei numeri reali «, 3,b > 0 studiare la convergenza delle
successioni

2n® 1 (2n
1) ap,=-—=, neN; 2) b,=— , nelN.
) Gy =5

ESERCIZIO 4.6. Al variare di z € C studiare la convergenza della successione comp-
lessa (ay,)nen con

142"

Ay = l, n € N.

i+ |22
EsERcIziO 4.7. Al variare di z € C studiare la convergenza della successione comp-
lessa (ap)nen
2n4

3nt+1

an = (37 + ). nen,

e, quando esiste, calcolarne il limite.

Esercizio 4.8. Sia m € N con m > 1. Calcolare tutti i valori del parametro g € R
in funzione di m tali che il limite

Lzlimn’3<W— %)

n—oo

esista finito e risulti L # 0.
13



14 4. SUCCESSIONI REALI E COMPLESSE

ESERCIZIO 4.9. Al variare dei numeri naturali k,m € N = {0,1,2,...} calcolare il
limite
(n1)™

L= lim ——.
n—oo (2kn)!
ESERCIZIO 4.10. Sia o > 0 un parametro e si consideri la successione
2n)!
ap, = (2n) , nelN
(nh)*

Calcolare i1 limiti:

. a .
1) lim “t1 per ogni a > 0;
n—oo Q.

2) lim \"/gn per a = 2.
n—o0

Esercizi avanzati

ESERCIZIO 4.11. Per n € N sia a,, € R I'unica radice positiva del polinomio p,(z) =
2" + 2" ' + ...+ x — 1 nella variabile x € R. Provare che la successione (a,,)nen
converge e calcolarne il limite.

ESERCIZIO 4.12. Sia (a,)nen una successione reale positiva, a, > 0 per ogni n € N.
Supponiamo che esista (ad es. finito) il limite
a
L= lim -2

n—00 (A,

Provare che anche lim /a, = L.

n—o0



SETTIMANA 5

Successioni ricorsive, liminf e limsup

Esercizi di base

ESERCIZIO 5.1. Sia (ay,)neny una successione reale. Provare che

liminf(—a,) = — lim sup a,,
n—00 n—00

limsup(—a,) = — liminf a,.
n—00 n—00

EsERcCIZIO 5.2. Dimostrare che la successione numerica

n?cos(nm) . /1
a, = ———=sin (—), n>1,
n+1 n

non ha limite per n — oo.
ESERCIZIO 5.3. Calcolare i limiti inferiore e superiore della successione a,, = {/(—1)"n.
Esercizi intermedi

EsErci1z10 5.4 (Algoritmo di Erone per il calcolo della radice quadrata). Siano ag > 0
ed z > 0 due numeri reali fissati e definiamo la successione ricorsiva

1
(pi1 = 5(%—1—5), n € N.

Provare che la successione converge e calcolarne il limite.

ESERCIZIO 5.5. Sia ¢ : R — R la funzione ¢(z) = x — 23, Assegnato ap € R,
definiamo la successione (a,)nen in modo ricorsivo tramite la relazione

Ap+1 = So(an), n € N.
1) Provare che se ag € [—1, 1] la successione (a,)nen converge e calcolarne il limite.

2) Provare che la successione converge se e solo se |ag| < v/2.

EsERrcIz1O 5.6. Siano 8 > 0 e ag > 0. Definiamo in modo ricorsivo la successione
2
a
Baw s,
1+a?
Discutere al variare di § > 0 e ag > 0 la convergenza della successione (a,)nen €, se

esiste, calcolarne il limite. Studiare prima il caso 0 < 3 < 2, poi il caso § = 2 e infine
g > 2.

Ap+1 =

EsErcizio 5.7. Calcolare i seguenti limiti inferiore e superiore

1 5} 1 )
L*:hgicgf{ég’n—i—z} e L*:ligisip{§13/n+1},

dove {-} indica la parte frazionaria.

15



16 5. SUCCESSIONI RICORSIVE, LIMINF E LIMSUP

ESERC1ZIO 5.8. Al variare del numero reale x € R con 0 < x < 1 calcolare i seguenti
limite inferiore e limite superiore

L™ (z) = ligri)iogf {(-1)"Vn? + 2nz},
L*(z) = limsup {(—1)"Vn? + 2na},

dove {-} indica la parte frazionaria. Stabilire per quali 0 < x < 1 esiste il limite della
successione in esame.

Esercizi avanzati

EsERcIZ1O 5.9. Verificare che

liminf{y/n} =0, limsup{v/n} =1,

n—oo n—o00

dove {-} indica la parte frazionaria.

ESERCIZIO 5.10. Sia ¢ € R\ Q. Provare che per ogni ¢ > 0 esiste n € N tale che
le?™™ — 1| < e. Dedurre da questo fatto che I'insieme {e"’™ € C : n € N} & denso
nella circonferanza unitaria del piano complesso.



SETTIMANA 6

Serie numeriche

Esercizi di base

ESERCIZIO 6.1. Osservato che

n—1:2<n _(n—l—l))’

on on - gn

n—1

[o@)
calcolare la somma della serie E

n=1

2n

ESERCIZIO 6.2. Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

= et e 47 e (n)?
1) HZ:O (n+1)|7 11) nzz()gn+5n’ 111) TLZ:O 2n2 N

EsErcizio 6.3. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
i) ; n2+1 ii) ; Jrlogn+ 1) iif) ; | sin(sinn)|".

Esercizi intermedi

ESERCIZIO 6.4. Al variare dei numeri reali @« > 0 ed = > 1 studiare la convergenza
delle serie

Yot oy
“— (lognl)>’ £~ (log z)lsn
ESERCIZIO 6.5. Al variare dei parametri studiare la convergenza delle seguenti serie
> 27T (1) +2 > «
——— 1 €R, x(log"),xe 0,1), a > 0.
DD 2 0.1)

ESERCIZIO 6.6. Sia ) un quadrato di lato 2 e sia @),, n > 1, una successione di
quadrati tali che @,, abbia lato 1/n. E possibile disporre tutti i quadrati @,, dentro
il quadrato @) senza che si sovrappongano fra loro?

o0

ESERCIZIO 6.7. Provare che la serie Z

n=2

(log n)loslogn diverge.

Esercizi avanzati

ESERCIZIO 6.8. Sia (a,),eny una successione reale tale che a,, > 0 per ogni n € N e
[oe) o

. . . 1-1
supponiamo che la serie E a, converga. Provare che anche la serie g an " converge.

n=1 n=1

17



18 6. SERIE NUMERICHE

ESERCIZIO 6.9. Sia (a,)aen una successione reale positiva e crescente. Provare che la

serie
oo
Z (1 _ an—l)
n=1 An
converge se e solo se esiste finito il limite lim a,,.

n—oo

ESERCIZIO 6.10. Siano (a,)nen € (bn)nen successioni reali tali che b, # 0 e a,, +b, # 0
per ogni n € N. Supponiamo che le due serie

yi 4G

e¢]
an

convergano. Provare che converge anche la serie .
“~ an + by



SETTIMANA 7

Convergenza semplice ed assoluta. Funzione esponenziale

Esercizi di base

EseErcizio 7.1. Dedurre le formule di addizione per seno e coseno per x,y € R
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y),

a partire dallidentita funzionale per 'esponenziale exp(z + ¢) = exp(z)exp(({) con

z,C¢ € C e dalle identita di Eulero

oiT 4 g—iT ‘ it _ o—iw

— sing = ———

Esercizio 7.2. Risolvendo le forme indeterminate, calcolare i seguenti limiti:

3
21\ 1\™ "4l 1
1) lim (2 ) dm (14 L) g) i nosnt D)
n—oo \ n2 41 n—00 nm n—oo 2™ 4 (n + 1)”

COSx =

Esercizi intermedi

Esercizio 7.3. Al variare di « € R studiare la convergenza semplice e assoluta delle
serie

I R ntl > nQ"(Sin(Qﬂf))n. Lo (="
1)23_”<x+1> DD s ’m)zn—logn'

n=0 n=0 n=1

ESERCIZIO 7.4. Al variare di «, 8 > 0 studiare la convergenza delle serie

DS

ESERCIZIO 7.5. Provare che la costante di Eulero e non € un numero razionale.

ESERCIZIO 7.6. Provare che lim nsin(27nle) = 27.

n—oo

Esercizi avanzati

ESERCIZIO 7.7. Sia 0 < a < 1 un numero reale.
i) Definita a,, € (—1,0) tramite la relazione {/a =1+ a,, n € N, provare che

1/1—a
]an|§—< ) n>1.
mn a

ii) Studiare la convergenza semplice della serie

= . W
D ()
log“n +1

n=1

19



20 7. CONVERGENZA SEMPLICE ED ASSOLUTA. FUNZIONE ESPONENZIALE

ESERcIzIO 7.8. Per ogni numero reale z € R non negativo calcolare la somma della

serie

= (1)

n=1
Risposta: 1 —2{z}. Sopra [z| e {z} sono la parte intera e la parte frazionaria di .
Lavorare in rappresentazione binaria

Qg
Qf:ZQ—k, akG{O,l}.

kEZ



SETTIMANA 8

Sottosuccessioni, punti di accumulazione, spazi metrici

Esercizi di base
ESErcIzIO 8.1. Data una successione reale (a,)nen, provare che sono equivalenti le
seguenti due affermazioni:

A) La successione (a,)nen converge (ad un limite finito);
B) Esiste un numero L € R con questa proprieta: ogni sottosuccessione di
(@n)nen ha una ulteriore sottosuccessione che converge ad L.

ESErciIzIO 8.2. 1) Costruire una successione di numeri reali (a,)nen con la seguente
proprieta. Per ogni L € R esiste una sottosuccessione (ay, )ren tale che klim an, = L.
—00

2) Stabilire se esiste una successione di numeri reali (a,),en tale che per ogni L € R,
L # 0, ci sia una sottosuccessione (a,, )ren tale che klim ap, = L, ma non per L = 0.
—00

ESErcCIZIO 8.3. Sia (*°(R) I'insieme di tutte le successioni reali limitate:

(®(R) = {(an)nen successione in R limitata}.

Indichiamo con x = (@, )peny un generico elemento di ¢>°(R).

1) Verificare che £*(R) & uno spazio vettoriale reale con le usuali operazioni di
somma e moltiplicazione scalare per le successioni.
2) Verificare che la funzione || - || : £*°(R) — R cosi definita

|x]|oc = sup {]a,| € R:n € N}
definisce una norma.
3) Verificare che la funzione d, : {>°(R) x ¢>*(R) — [0, 00) cosi definita
oo (%,¥) = [[X = ¥lloo
¢ una distanza su £*(R).
Esercizi intermedi

ESERCIZIO 8.4. Si consideri l'insieme

A:{BinGR:nGN,iENtalecheB"§i§4”}.

Calcolare I'insieme dei punti di accumulazione di A.

Esercizio 8.5. Calcolare tutti i punti di accumulazione dell’insieme A C R
A={V/n—vmeR:mmneN}

Esgrcizio 8.6. Dato un insieme A C R indichiamo con D(A) (“derivato di A”)
I'insieme dei punti di accumulazione di A. Costruire un insieme A C [0, 1] tale che
D(A) sia numerabile.

21



22 8. SOTTOSUCCESSIONI, PUNTI DI ACCUMULAZIONE, SPAZI METRICI

ESERCIZIO 8.7. Sia (ay,)nen una successione di numeri reali tale che a,1 < a,+1/ne
siano L~ ed LT is suoi limiti inferiore e superiore. Provare che per ogni L € [L~, L]
esiste una sottosuccessione convergente ad L.

EsErcizio 8.8. Si consideri la successione a,, = sinn, n € N. Calcolare I'insieme dei
limiti di tutte le sottosuccessioni convergenti.

Esercizi avanzati
EsERcIZIO 8.9. Sia « € (0, 1] e definiamo la funzione d : R™ x R" — [0, 00)
d(l‘,y) = ’.CE - y’a’ €,y € Rna

dove | - | indica la norma Euclidea di R"™. Provare che (R",d) & uno spazio metrico.



SETTIMANA 9

Limiti e funzioni continue

Esercizi di base

EsERrcIz1O 9.1. Usando la definizione di limite verificare che

1 20 + 3
Tl 2) lim 22

1) lim

x—0 $4

ESERCIZIO 9.2. Stabilire se esistono i seguenti limiti ed eventualmente calcolarli:

D lim sinz 2) lim V1 —cos(z3) + % sin(:vg)'

o0 (13 4 22)3/2’ =0 3 + x4

Esercizi intermedi

EseRrcizio 9.3. Calcolare i seguenti limiti ‘risolvendo’ le ‘forme indeterminate’:

1 3 —1 1—sin (2
1) lim ( — >; 2) lim \/E—; 3) lim —(2);
z—=1\]1 — 1 1— 23 z—=1 Y — 1 T (7‘(‘—1‘)2
_ 8/ 3/
4) lim cos(ax) Zcos(ﬁx), con o, f €R; 5) lim g, dove xg > 0;
z—0 xT r—=r0 T — X

Risposte: 1) —1; 2) 3/2; 3) 1/8; 4) 5250‘2; 5) %x&wg. Ai punti 3) e 4), si assuma come

noto il limite notevole sinxz/x — 1 per x — 0. Al punto 3): sostituzione.

EsErcizio 9.4. i) Usando la definizione di limite, verificare che
1
lim Va2 +ao+a2= —5
T——00

ii) Calcolare il limite precedente usando le operazioni elementari sui limiti.
Esercizio 9.5. Usando la definizione, provare che

. 2 20
lim 5 = 5
2=z 2|2 + 1 |20]2 + 1
per ogni zy € C, dove z varia in C, e sui complessi si considera la distanza standard.

EsErcizio 9.6. Calcolare i seguenti limiti:

. log,y(e® + x?) _ 222 + 4%
1) lim —=———~; lim :
z—oo 1 + log, T z—oo 3% Jog(1 + 3%) + (2 + 1)2
: —1/z 3r)* t 3
3) lim sin(y/x) + e Ca>0. 4) lim (3x)* + arctan(3%)
z—0t T Z—00 T2 + 9z logx

Si possono usare i limiti elementari (confronto fra logaritmi, potenze, esponenziali,
etc.), le regole sulle operazioni coi limiti, confronti, sostituzioni, continuita delle fun-
zioni elementari. Argomentare in modo dettagliato ogni passaggio.
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24 9. LIMITI E FUNZIONI CONTINUE

EsEercizio 9.7. Calcolare i seguenti limiti ‘risolvendo’ le forme indeterminate del tipo
[1%]:

. 12 - 1 ZESJ:LQl . % 1 1 Siznx
1 g}ggo <x2+1> +2) glg(l)(cos:v)z 3 }:12% (COS:U)
Risposte: 1) %. 3) \/e.

ESERCIZIO 9.8. Stabilire se la funzione f: R — R, f(z) = {z}{—=z} (prodotto delle
due parti frazionarie) & continua e disegnarne il grafico.

Esercizio 9.9. Sia f : R — R una funzione con la seguente proprieta. Per ogni
successione limitata (a,),en di numeri reali si ha
f(limsupa,) = limsup f(a,).
n—oo n—o0

Provare che f € continua e monotona crescente.
Esercizi avanzati

Esercizio 9.10. Sia f : R — R la funzione definita nel seguente modo:

0 sexe€R\Q oppure z =0,
= 1
/(x) - sengconp,qGZ,q>0,coprimiea:7é0.
q q

Calcolare I'insieme dei punti in cui f & continua (nella distanza standard).

Esercizio 9.11. Su R sia fissata la distanza standard. Provare le seguenti affer-
mazioni.

1) La funzione f: R — R, f(x) = v/1+ 22, & uniformemente continua su R.

2) La funzione f: R — R, f(z) = \/m , € uniformemente continua su R.

3) La funzione f: R — R, f(x) = 22, non & uniformemente continua su R.



SETTIMANA 10

Topologia di uno spazio metrico

Esercizi di base

EsErcizio 10.1. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X un suo sottoinsieme.
Provare le seguenti affermazioni:

i) A° e il pin grande insieme aperto contenuto in A;

ii) A ¢ il pitt piccolo insieme chiuso che contiene A.

EsErcizio 10.2. Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X un insieme e z € X.

Provare che © € A se e solo se esiste una successione (2, ),eny con x, € A per ogni

neNtalechexn%x

n—oo

Esercizio 10.3. 1) Sia A C R un insieme superiormente limitato. Provare che
supA € A. 2) Siano f : R — R una funzione continua, A = {x € R : f(z) > 0}
e Z ={x € R: f(xr) = 0}. Provare che A ¢ aperto e che Z ¢ chiuso. Provare che
DA C Z. E sempre vero che 0A = Z?

Esercizio 10.4. Sia (X, d) uno spazio metrico discreto e sia R munito della distanza
standard. Provare che una qualsiasi funzione f : X — R & continua.

Esercizi intermedi

Esercizio 10.5. Siano (X,d) uno spazio metrico ed A C X. Provare che A =
int(A) U 9A.

EsErcizio 10.6. Sia R munito della distanza Euclidea e sia f : R — R una funzione
continua. Provare o confutare tramite controesempi le seguenti affermazioni: i) f(A)
aperto = A aperto; ii) A aperto = f(A) aperto; iii) f(A) chiuso = A chiuso; iv) A
chiuso = f(A) chiuso.

Esercizio 10.7. Sia f : R — R una funzione e si considerino i seguenti insiemi in
R2:
A={(z.y) eR* 1y > f(z)} e C={(z,y) eR*:y> f(z)}.
Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni:
1) Se f ¢ continua allora A ¢ aperto.
2) Se A ¢ aperto allora f e continua.
3) Se f ¢ continua allora C' ¢ chiuso.
4) Se C ¢ chiuso allora f ¢ continua.

Esercizio 10.8. Sia A C R il seguente insieme

A:{LER:m,nEZ}.
m2+n2+1

Calcolare la chiusura A C R rispetto alla distanza standard di R.

25



26 10. TOPOLOGIA DI UNO SPAZIO METRICO

EsErcizio 10.9. Sia f : [0,1] — R una funzione limitata. Provare che le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

A) f ¢ continua.

B) 11 suo grafico gr(f) = {(z, f(z)) € R?* : x € [0,1]} & chiuso in R? rispetto alla
distanza standard del piano.

ESERCIZIO 10.10. Sia A C R? il seguente insieme
A={(z,y) eR*:a* +y' —2* +y* < 0}.
i) Provare che A C [-M, M| x [-M, M| per M > 0 opportuno.
ii) Provare che A ¢ aperto.
iii) Dimostrare che 04 = {(z,y) € R* : a* + y* — 2? + 3> = 0}.
iv) Rappresentare A nel piano Cartesiano (in modo approssimativo).
EsErcizio 10.11. Sia (X, d) uno spazio metrico. Per zy € X ed r > 0 definiamo
B, (z9) = {z € X : d(z,z0) <1},
K, (x9) = {a: € X :d(x,zg) < r},
Sp(zo) = {z € X : d(z,20) =71}.

Provare che 0B, (xy) C S,(xg) e che B,.(xg) C K,(xy). Mostrare tramite esempi che
le inclusioni possono essere strette.

EsErcizio 10.12. Siano A C R"™ un insieme aperto limitato, x € A ed » C R™ una
semiretta uscente da x. Provare che r N 9A # ().

Esercizi avanzati

EsErcizio 10.13. Provare che un insieme aperto A C R ¢ I'unione al pit numerabile
di intervalli aperti disgiunti.

Esercizio 10.14. Siano C7,Cy; C R"™ due insiemi chiusi disgiunti. Provare che es-
istono due insiemi aperti e disgiunti A;, Ay C R"™ tali che C} C A; e C; C A,.



SETTIMANA 11

Compattezza in spazi metrici

Esercizi di base

EsERcizIO 11.1. Siano m,k,n € N con m + k = n. Su R™, R¥ ed R* = R™ x R*
fissiamo la distanza standard. Provare che se H C R™ ed K C R* sono compatti,
allora H x K C R" e compatto.

EsErcizio 11.2. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme chiuso.
Provare che se X ¢ compatto allora anche K ¢ compatto.

Esercizi intermedi

EsERciIziO 11.3. Provare che il seguente insieme e compatto nella topologia standard
di C:

n-+1
Provare I'affermazione sia con la definizione di compattezza per ricoprimenti sia con
la definizione di compattezza sequenziale.

K:{HmeczneN}u{i}.

EsErcizio 11.4. Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia f : X — Y una
funzione biiettiva e continua. Provare che se X ¢ compatto allora la funzione inversa
f~1:Y — X ¢ continua.

Esercizio 11.5. Sia f : R — R continua. Supponiamo che esistano (anche infiniti)
e siano uguali i limiti
lim f(z) = lim f(z).
T—>00 Tr——00
Provare che f ha minimo oppure massimo assoluto.
ESERC1ZIO 11.6. Si consideri la funzione f : R — R definita nel seguente modo:
vl
f(z) = x sin <E> x #0,
0 x=0.
Stabilire se i seguenti sottoinsiemi di R sono sequenzialmente compatti
K={zeR:0< f(z)<2} e H={zeR: f(z)<1/2}.
EsErcizio 11.7. Sia f : [0,00) — R la funzione

ftx(m) =

ar? —1 S
x
(x+1)(z+a) -

e consideriamo l'insieme
Ko={z>0:-2< fo(z) <1} CR.
Per ciascun « > 0 stabilire se:
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28 11. COMPATTEZZA IN SPAZI METRICI
i) K, ¢ aperto;
ii) K, ¢ chiuso;
iii) K, ¢ compatto.
EsErcizio 11.8. Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici, f : X — Y una funzione

continua ed A C X. Provare che f(A) C f(A). Dare condizioni sufficienti su A tali
che si abbia f(A) = f(A).

Esercizi avanzati

ESERCIZIO 11.9. Stabilire se i seguenti sottoinsiemi H, K C R? sono compatti:
K={(z,y) eR*:z* + ¢y —2” +y* < 1},
H={(z,y) eR*: -1 <2®+ay+y° <1}

Esgrcizio 11.10. Provare che l'insieme K = {x € {*(R) : ||x[[cc < 1} & chiuso e
limitato ma non & compatto. (Cfr. Esercizio 8.3).

ESERCIZIO 11.11. Provare che I'insieme K = {x € {*°(R) : |z,,| < 1/n per ogni n € N}
e compatto.



SETTIMANA 12

Spazi metrici completi e completamento

Esercizi di base

EsErcizio 12.1. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme chiuso.
Provare che se X & completo allora anche K e completo con la distanza ereditata da

X.
ESERCIZIO 12.2. Definiamo le funzioni | - |1, | - | : R" — [0, 00)

]y = |z1| + .o Fznl, %o = max{|z1],. .., |zal}, z=(21,...,2,) € R™.
Provare che (R™,|-|1) e (R™, |+ |s) sono spazi normati e che come spazi metrici sono

completi.

EsERcIZIO 12.3. Sia X un insieme non vuoto e sia d : X x X — R la funzione cosi

definita:
] 0 sex=y,
d(x,y)—{l se r # .

1) Provare che (X, d) ¢ uno spazio metrico.
2) Descrivere le palle in X.

3) Descrivere gli insiemi aperti.

4) Caratterizzare gli insiemi compatti in X
5) Provare che (X, d) ¢ completo.

Esercizi intermedi
ESERCIZIO 12.4. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia (K, ),en una successione
di insiemi chiusi non vuoti tali che:

i) K,y C K, per ognin € N;

i) lim diam(K,) = 0.

n—oo

Provare che esiste z € X tale che
() Kn = {z}.
n=1
Ricordiamo che il diametro di un insieme A C X ¢ diam(A) = sup d(z,y).
T,yeEA
ESERCIZIO 12.5. Definiamo la funzione d : R x R — [0, c0)
d(z,y) =" —¢Y|, z,yeR

i) Provare che (R, d) ¢ uno spazio metrico.
ii) Provare che lo spazio metrico non ¢ completo.
iii) Determinare il completamento di (R, d).
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30 12. SPAZI METRICI COMPLETI E COMPLETAMENTO

ESERCIZIO 12.6. Sia ¢ : R — R una funzione iniettiva e sia d : R x R — [0,00) la
funzione
d(z,y) = [p(z) —0(y)], zyeR
i) Provare che (R, d) ¢ uno spazio metrico.
ii) Provare che se p(R) C R ¢ chiuso, allora lo spazio metrico (R, d) ¢ completo.
iii) Provare che se (R, d) & completo, allora p(R) C R & chiuso.

EsERCIZIO 12.7. Siano X = (—1,00) e d: X x X — [0,00) la funzione

ﬂ%@z‘@%%}?

1) Provare che (X, d) ¢ uno spazio metrico.
2) Esibire un’isometria suriettiva ¢ : R — (X, d), d(p(t), o(s)) = |t — s/, con s,t € R.
3) Provare che (X, d) ¢ uno spazio metrico completo.

, x,y€e X.

Esercizi avanzati

ESERCIZIO 12.8. Dopo aver determinato 'immagine della funzione ¢ : R — R?
20 1—a?
(1o
considerare lo spazio metrico (R, d) con la distanza
d(z,y) = |p(z) —e(y)l, =,y eR.
i) Provare che d € una metrica su R.

ii) Provare che (R, d) non ¢ completo.
iii) Calcolare il completamento di questo spazio metrico.

p(r) = >, r €R,



