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CHAPTER 1

Numeri naturali e reali

1. Numeri naturali e principio di induzione

Dal modo stesso in cui i numeri naturali vengono costruiti o definiti, discende la
validità del Principio d’induzione.

Principio d’induzione. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il numero natu-
rale n ∈ N. Supponiamo che:

i) A(0) (oppure A(1) se N inizia da 1) è vera (base induttiva);
ii) A(n) ⇒ A(n+ 1) per ogni n ∈ N (passo induttivo).

Allora A(n) è vera per ogni n ∈ N.

1.1. Formula per la somma geometrica. Per ogni numero reale x ∈ R, x 6= 1
e per ogni n ∈ N si ha

(1.1) 1 + x+ x2 + . . .+ xn =
1− xn+1

1− x
.

La formula vale anche se x ∈ C è un numero complesso x 6= 1. La prova è per
induzione su n ≥ 1. Per n = 1 si ha

1− x2

1− x
=

(1 + x)(1− x)

1− x
= 1 + x.

Supponiamo vera la formula (1.1) per n ∈ N. Allora si ha

1 + x+ x2 + . . .+ xn+1 = 1 + x+ x2 + . . .+ xn + xn+1 =
1− xn+1

1− x
+ xn+1

=
1− xn+1 + (1− x)xn+1

1− x
=

1− xn+2

1− x
.

1.2. Disuguaglianza di Bernoulli. Sia x ∈ R un numero reale tale che x > −1.
Allora per ogni n ∈ N si ha:

(1.2) (1 + x)n ≥ 1 + nx.

La prova è per induzione su n ≥ 1. Per n = 1 si ha un’identità. Supponiamo vera le
(1.2) per un certo n ∈ N e proviamola per n+ 1:

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ (1 + nx)(1 + x) = 1 + nx+ x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x.
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6 1. NUMERI NATURALI E REALI

1.3. Formula del Binomio di Newton. Il fattoriale n! si definisce per in-
duzione nel seguente modo:

i) 0! = 1 e 1! = 1;
ii) (n+ 1)! = (n+ 1) · n! .

Dati n, k ∈ N con k ≤ n, si definiscono i coefficienti binomiali(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Siano x, y ∈ R e n ∈ N. Verifichiamo per induzione la formula per il Binomio di
Newton:

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk.

Quando n = 1 la verifica è elementare:
1∑

k=0

(
1

k

)
x1−kyk =

(
1

0

)
x+

(
1

1

)
y = x+ y.

Supponiamo vera la formula per n e proviamola per n+ 1:

(x+ y)n+1 = (x+ y)(x+ y)n = (x+ y)
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

=
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−k+1yk +

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk+1

=
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−k+1yk +

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
xn−k+1yk

=

(
n

0

)
xn+1 +

n∑
k=1

[(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)]
xn+1−kyk +

(
n

n

)
yn+1.

Ora utilizziamo la formula di Stiefel, la cui verifica è un facile esercizio. Per ogni
n, k ∈ N con k ≤ n vale l’identità(

n+ 1

k

)
=

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
.

Si trova allora

(x+ y)n+1 =

(
n+ 1

0

)
xn+1 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
xn+1−kyk +

(
n+ 1

n+ 1

)
yn+1

=
n+1∑
k=1

(
n+ 1

k

)
xn+1−kyk.
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2. Numeri reali

2.1. Relazioni d’ordine. Premettiamo la definizione di ordine totale.

Definizione 2.1 (Ordine totale). Una relazione ≤ su un insieme X è una re-
lazione di ordine totale se per ogni x, y, z ∈ X si ha:

i) x ≤ x (proprietà riflessiva);
ii) x ≤ y oppure y ≤ x (confrontabilità);

iii) Se x ≤ y e y ≤ x allora x = y (proprietà antisimmetrica);
iv) Se x ≤ y e y ≤ z allora x ≤ z (proprietà transitiva).

2.2. Introduzione assiomatica dei numeri reali. Introduciamo in modo as-
siomatico i numeri reali come campo ordinato completo.

Definizione 2.2. I numeri reali sono un insieme R munito di due operazioni
+ : R× R→ R e · : R× R→ R e di una relazione di ordine totale ≤ che verificano,
per ogni x, y, z ∈ R, la seguente lista di assiomi.

Assiomi della somma:

(S1) x+ y = y + x (proprietà commutativa);
(S2) x+ (y + z) = (x+ y) + z (proprietà associativa);
(S3) esiste 0 ∈ R tale che x+ 0 = x per ogni x ∈ R (esiste l’elemento neutro);
(S4) per ogni x ∈ R esiste −x ∈ R tale che x+ (−x) = 0 (esiste l’opposto).

Assiomi del prodotto (o moltiplicazione):

(P1) x · y = y · x (proprietà commutativa);
(P2) x · (y · z) = (x · y) · z (proprietà associativa);
(P3) esiste 1 ∈ R, 1 6= 0, tale che 1 · x = x per ogni x ∈ R (esiste l’elemento

neutro);
(P4) per ogni x ∈ R, x 6= 0, esiste x−1 ∈ R tale che x ·x−1 = 1 (esiste il reciproco).

Proprietà distributiva:

(D) x · (y + z) = x · y + x · z.

Assiomi dell’ordine:

(O1) se x ≤ y allora x+ z ≤ y + z;
(O2) se x ≤ y e z ≥ 0, allora x · z ≤ y · z.

Assioma di completezza:

(AC) Ogni insieme non vuoto A ⊂ R superiormente limitato ha estremo superiore.

Chiariremo l’assioma di completezza fra breve. Gli insiemi N, Z, Q sono in modo
naturale sottoinsiemi di R. I numeri razionali Q con le usuali operazioni e relazione
d’ordine formano un campo ordinato che verifica tutti gli assiomi precedenti, ad ec-
cezione dell’Assioma di completezza.

Definizione 2.3 (Maggiorante, estremo superiore, massimo). Sia A ⊂ R un
sottoinsieme di R.

i) Un elemento y ∈ R è un maggiorante di A se x ≤ y per ogni x ∈ A.
ii) L’insieme A si dice superiormente limitato se ha un maggiorante.
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iii) Un elemento x ∈ R si dice estremo superiore di A se è un maggiorante di
A e se x ≤ z per ogni altro maggiorante z di A (ovvero x è il minimo dei
maggioranti). Se x ∈ R è l’estremo superiore di A porremo

supA = x.

iv) Se A non è superioremente limitato porremo

supA =∞.

La convenzione naturale per l’insieme vuoto è di porre sup ∅ = −∞.
v) Un numero x ∈ R si dice massimo di A se x = supA ed x ∈ A. Scriveremo

in questo caso

maxA = x.

L’estremo superiore e il massimo, se esistono, sono unici. La definizione di estremo
superiore può essere riformulata nei seguenti termini. Un numero x ∈ R è l’estremo
superiore di un insieme A ⊂ R se e solo se:

i) y ≤ x per ogni y ∈ A;
ii) Per ogni ε > 0 esiste y ∈ A tale che y > x− ε.

Definizione 2.4 (Minorante, estremo inferiore, minimo). Sia A ⊂ R un sottoin-
sieme di R.

i) Un elemento y ∈ R è un minorante di A se y ≤ x per ogni x ∈ A.
ii) L’insieme A si dice inferiormente limitato se ha un minorante.

iii) Un elemento x ∈ R si dice estremo inferiore di A se è un minorante di A e se
z ≤ x per ogni altro minorante z di A (ovvero x è il massimo dei minoranti).
Se x ∈ R è l’estremo inferiore di A porremo

inf A = x.

iv) Se A non è inferiormente limitato porremo

inf A = −∞.

La convenzione naturale per l’insieme vuoto è di porre inf ∅ =∞.
v) Un numero x ∈ R si dice minimo di A se x = inf A ed x ∈ A. Scriveremo in

questo caso

minA = x.

Un numero x ∈ R è l’estremo inferiore di un insieme A ⊂ R se e solo se:

i) y ≥ x per ogni y ∈ A;
ii) Per ogni ε > 0 esiste y ∈ A tale che y < x+ ε.

2.3. Conseguenze della completezza.

Proposizione 2.5 (Proprietà di Archimede). Per ogni coppia di numeri reali
x, y ∈ R, x, y > 0, esiste un numero naturale n ∈ N tale che nx > y.

Dim. Supponiamo per assurdo che esistano numeri reali x, y ∈ R con x, y > 0 tali
che nx ≤ y per ogni n ∈ N. Allora l’insieme

A =
{
nx ∈ R : n ∈ N}
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è superioremente limitato, in quanto y ne è un maggiorante. Per l’Assioma di com-
pletezza esiste l’estremo superiore x̄ = supA. Il numero x̄ ∈ R è caratterizzato dalle
seguenti due proprietà:

1) nx ≤ x̄ per ogni n ∈ N, ovvero x̄ è un maggiorante di A;
2) Per ogni ε > 0 esiste n ∈ N tale che nx > x̄ − ε, ovvero x̄ è il minimo dei

maggioranti.

Scegliamo ε = x > 0 nella proprietà 2) e sia n ∈ N il corripondente numero
naturale, ovvero nx > x̄− x. Allora da 1) e 2) si ottiene:

x̄ ≥ (n+ 1)x = nx+ x > x̄− x+ x = x̄,

che è una contraddizione. �

Definizione 2.6 (Parte intera e frazionaria). Sia x ∈ R un numero reale e si
consideri l’insieme

Ax =
{
p ∈ Z : p ≤ x

}
.

Per la proprietà di Archimede, esiste n ∈ N tale che n > x. Quindi Ax è un insieme
di numeri interi superiormente limitato che ha dunque estremo superiore. Poichè Ax
è un sottoinsieme di Z questo estremo superiore è un massimo. Definiamo la parte
intera di x

[x] = max
{
p ∈ Z : p ≤ x

}
∈ Z.

Il numero [x] ∈ Z è il più grande intero minore o uguale ad x. La parte frazionaria
di x è il numero {x} = x− [x].

Parte intera e parte frazionaria verificano le seguenti disuguaglianze:

[x] ≤ x < [x] + 1, 0 ≤ {x} < 1.

Proviamo ora che i numeri razionali Q sono densi in R.

Proposizione 2.7 (Densità di Q in R). Per ogni x, y ∈ R, x < y, esiste q ∈ Q
tale che x < q < y.

Dim. 1 Siccome y − x > 0, per la proprietà di Archimede esiste n ∈ N tale che
n(y − x) > 1, ovvero ny − nx > 1. Segue che

nx < ny − 1 < [ny] ≤ ny.

Il numero q̄ = [ny]/n ∈ Q verifica dunque x < q̄ ≤ y. Per avere una disuguaglianza
stretta anche a destra argomentiamo nel seguente modo. Esiste m ∈ N tale che
m(q̄ − x) > 1 e quindi

x < q̄ − 1

m
< q̄ ≤ y.

Il numero q = q̄ − 1
m
∈ Q verifica quindi la tesi.

�

1Dimostrazione omessa.
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3. Esercizi vari

Esercizio 3.1. Sia A ⊂ R il seguente insieme

A :=
{ xy

x+ y
∈ R : 0 < x, y < 1

}
.

1) Calcolare supA e dire se esiste maxA.
2) Calcolare inf A e dire se esiste minA.

Esercizio 3.2. Sia A ⊂ R il seguente insieme

A :=
{
n−
√
n2 − 1 ∈ R : n ∈ N, n ≥ 1

}
.

1) Calcolare supA e dire se esiste maxA.
2) Calcolare inf A e dire se esiste minA.

Esercizio 3.3. Sia A ⊂ R il seguente insieme

A :=
{n log(1/n)

n+ 1
∈ R : n ∈ N, n ≥ 1

}
.

Provare che inf A = −∞.

4. R come spazio metrico

La funzione modulo o valore assoluto su R è la funzione | · | : R→ R definita, per
ogni x ∈ R, nel seguente modo

|x| = max{x,−x} =

{
x se x ≥ 0;
−x se x ≤ 0.

Valgono le disuguaglianze elementari x ≤ |x| e −x ≤ |x|, ed inoltre:

i) |x| ≥ 0 per ogni x ∈ R e |x| = 0 se e solo se x = 0;
ii) |x| = | − x|;

iii) |x+ y| ≤ |x|+ |y| per ogni x, y ∈ R (subadittività).

La verifica di iii) segue dalle disuguaglianze

x+ y ≤ |x|+ |y| e − (x+ y) = −x− y ≤ |x|+ |y|.
Una conseguenza di iii) è la disuguaglianza triangolare

|x− y| ≤ |x− z|+ |z − y| per ogni x, y, z ∈ R.
Infatti, |x − y| = |x − z + z − y| ≤ |x − z| + |z − y|. Dalla iii) segue anche |x| =
|x− y + y| ≤ |x− y| + |y| che riordinata fornisce |x| − |y| ≤ |x− y|. Siccome i ruoli
di x, y si possono scambiare, si ottiene la disuguaglianza∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ |x− y|.

Definiamo la funzione distanza d : R × R → [0,∞), d(x, y) = |x − y|. Questa
funzione verifica le seguenti proprietà:

i) d(x, y) ≥ 0 per ogni x, y ∈ R e d(x, y) = 0 se e solo se x = y;
ii) d(x, y) = d(y, x) per ogni x, y ∈ R;

iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) per ogni x, y, z ∈ R (disuguaglianza triangolare).

La coppia (R, d) è allora uno spazio metrico. La funzione d(x, y) = |x − y| si dice
distanza standard o Euclidea su R.



CHAPTER 2

Successioni numeriche

1. Successioni numeriche convergenti e divergenti

Una successione reale è una funzione a : N→ R. Indicheremo con an = a(n) ∈ R
l’elemento n-esimo della successione. La successione si indica con il simbolo (an)n∈N.
La successione si può anche definire elencando in modo ordinato i suoi elementi. Ad
esempio, la successione (an)n∈N con an = n

n+1
, n ∈ N, è formata dagli elementi

0,
1

2
,
2

3
, . . . ,

n

n+ 1
, . . . .

Definizione 1.1 (Successioni convergenti). Diciamo che una successione reale
(an)n∈N converge ad un limite L ∈ R se per ogni ε > 0 esiste n̄ ∈ N tale che

|an − L| < ε per ogni n ≥ n̄.

Diremo in questo caso che la successione è convergente e scriveremo anche

L = lim
n→∞

an oppure an −−−→
n→∞

L.

Il numero L si dice limite della successione.

Esempio 1.2. Verifichiamo ad esempio che

lim
n→∞

n

n+ 1
= 1.

Fissiamo ε > 0 e cerchiamo n̄ ∈ N tale che per n ≥ n̄ si abbia∣∣∣ n

n+ 1
− 1
∣∣∣ < ε ⇔ 1

n+ 1
< ε ⇔ n >

1

ε
− 1.

Quindi è sufficiente scegliere un numero naturale n̄ ∈ N tale che n̄ > 1
ε
− 1. Un tale

numero esiste per la Proprietà di Archimede dei numeri reali.

Proposizione 1.3 (Unicità del limite). Se una successione reale (an)n∈N ha limite
L ∈ R allora questo limite è unico.

Dim. Siano L ed M entrambi limiti della successione (an)n∈N. Fissato ε > 0 a
piacere, esiste n̄ ∈ N tale che |an − L| < ε e |an −M | < ε per ogni n ≥ n̄. Dalla
disuguaglianza triangolare segue che

|L−M | = |L− an + an −M | ≤ |L− an|+ |an −M | < 2ε.

Siccome ε > 0 è arbitrario, questo implica che |L−M | = 0 e quindi L = M . �

11



12 2. SUCCESSIONI NUMERICHE

Definizione 1.4. Diremo che una successione reale (an)n∈N diverge a ∞ (“più
infinito”) se per ogni M ∈ R (arbitrariariamente grande) esiste n̄ ∈ N tale che

an ≥M per ogni n ≥ n̄.

Scriveremo in questo caso lim
n→∞

an =∞.

Analogamente, diremo che una successione reale (an)n∈N diverge a −∞ (“meno
infinito”) se per ogni M ∈ R (arbitrariariamente grande) esiste n̄ ∈ N tale che

an ≤ −M per ogni n ≥ n̄.

Scriveremo in questo caso lim
n→∞

an = −∞.

Delle successioni reali che non cadono nè nel caso della Definizione 1.1 (successione
convergente) nè nei casi della Definizione 1.4 diremo che non hanno limite, nè finito
nè ±∞.

Una successione reale (an)n∈N si dice limitata se l’insieme A = {an : n ∈ N} è
limitato in R . Equivalentemente, la successione è limitata se esiste C > 0 tale che

|an| ≤ C <∞ per ogni n ∈ N.

Proposizione 1.5. Se una successione reale (an)n∈N è convergente allora è limi-
tata.

Dim. Sia L ∈ R il limite della successione. Fissiamo a nostro piacere un ε > 0.
Allora esiste n̄ ∈ N tale che |an − L| < ε per ogni n > n̄. Scegliamo

C = max{|a1|, . . . , |an̄|, |L|+ ε}.

Allora |an| ≤ C per ogni n = 1, . . . , n̄, elementarmente. Inoltre, per n > n̄ si ha

|an| = |an − L+ L| ≤ |an − L|+ |L| < ε+ |L| ≤ C.

�

Teorema 1.6 (Proprietà generali dei limiti). Siano (an)n∈N e (bn)n∈N due succes-
sioni in R convergenti. Allora:

1) La successione somma (an + bn)n∈N è convergente e inoltre

lim
n→∞

an + bn = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

2) La successione prodotto (an · bn)n∈N è convergente e inoltre

lim
n→∞

an · bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn.

3) Se bn 6= 0 per ogni n ∈ N e il limite di (bn)n∈N non è 0, allora la successione
quoziente (an/bn)n∈N converge e inoltre

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.
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Dim. Indichiamo con L,M ∈ R i limiti delle successioni (an)n∈N e (bn)n∈N. Fissi-
amo ε > 0 e sia n̄ ∈ N tale che |an − L| < ε e |bn −M | < ε per ogni n ≥ n̄.

1) Allora si ha per ogni n ≥ n̄:

|an + bn − (L+M)| ≤ |an − L|+ |bn −M | < 2ε.

2) Per la Proposizione 1.5, esiste C > 0 tale che |an| ≤ C e |bn| ≤ C per ogni
n ∈ N. Allora si ha per ogni n ≥ n̄:

|anbn−LM | = |anbn−Lbn+Lbn−LM | ≤ |bn||an−L|+|L||bn−M | ≤ Cε+|L|ε = (C+|L|)ε.
3) Per il punto 2), è sufficiente provare l’affermazione nel caso an = 1 per ogni

n ∈ N. Siccome M 6= 0 per ipotesi, esiste n̂ ∈ N tale che per ogni n ≥ n̂ si ha

|bn| = |bn −M +M | ≥ |M | − |bn −M | ≥
|M |

2
.

Dunque, per n ≥ max{n̄, n̂} si ha∣∣∣ 1

bn
− 1

M

∣∣∣ =
|bn −M |
|bn||M |

≤ 2ε

M2
.

�

Teorema 1.7 (Teorema del confronto). Siano (an)n∈N, (bn)n∈N e (cn)n∈N succes-
sioni reali tali che esiste n̄ ∈ N tale che n ≥ n̄ si ha

an ≤ bn ≤ cn.

Supponiamo che esistano i limiti L,M ∈ R delle successioni (an)n∈N e (cn)n∈N, rispet-
tivamente. Se L = M , allora anche (bn)n∈N converge e lim

n→∞
bn = M .

Dim. Fissato ε > 0 sia n̄ ∈ N tale che |an −L| < ε e |cn −L| < ε per ogni n ≥ n̄.
Allora si ha anche

bn − L ≤ cn − L ≤ |cn − L| < ε,

L− bn ≤ L− an ≤ |L− an| < ε,

e quindi |bn − L| < ε per ogni n ∈ N tale che n ≥ n̄. �

Definizione 1.8. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il generico numero nat-
urale n ∈ N. Se esiste n̄ ∈ N tale che A(n) è vera per ogni n ≥ n̄ diremo che
l’affermazione A(n) è vera definitivamente.

Il Teorema sulle operazioni coi limiti e il Teorema del confronto coprono solo alcuni
dei casi che si possono presentare. Nel seguito discutiamo alcune altre situazioni
esemplari.

Proposizione 1.9. Siano (an)n∈N una successione infinitesima (ovvero lim
n→∞

an =

0) e (bn)n∈N una successione limitata. Allora la successione prodotto (anbn)n∈N è
infinitesima.

Dim. Sia C > 0 una costante tale che |bn| ≤ C per ogni n ∈ N. Fissato ε > 0
esiste n̄ ∈ N tale che |an| ≤ ε per ogni n ≥ n̄. Allora si ha

|anbn| = |an||bn| ≤ Cε, per ogni n ≥ n̄.

Questo prova che la successione prodotto è infinitesima. �
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Esercizio 1.1. Provare le seguenti affermazioni.

1) Siano (an)n∈N e (bn)n∈N due successioni reali tali che an ≤ bn per ogni n ∈ N.
Allora si ha

lim
n→∞

an =∞ ⇒ lim
n→∞

bn =∞.

2) Siano (bn)n∈N e (cn)n∈N due successioni reali tali che bn ≤ cn per ogni n ∈ N.
Allora si ha

lim
n→∞

cn = −∞ ⇒ lim
n→∞

bn = −∞.

3) Sia (an)n∈N una successione reale che diverge a ∞, e sia (bn)n∈N una succes-
sione reale limitata. Provare che la successione somma (an + bn)n∈N diverge
a ∞.

4) Sia (an)n∈N una successione reale che diverge a ∞, e sia (bn)n∈N una succes-
sione reale, positiva, staccata da 0 ovvero: esiste δ > 0 tale che bn ≥ δ per
ogni n ∈ N. Allora la successione prodotto (an · bn)n∈N diverge a ∞.

2. Esempi di successioni elementari

Esempio 2.1 (Quoziente di polinomi). Siano P e Q polinomi a coefficienti reali
nella variabile x ∈ R di grado p e q, rispettivamente, con p, q ∈ N. Precisamente,
supponiamo di avere

P (x) = apx
p + . . .+ a1x+ a0, x ∈ R

Q(x) = bqx
q + . . .+ b1x+ b0, x ∈ R.

Avremo ap 6= 0 e bq 6= 0. Senza perdere di generalità supponiamo che ap > 0 e bq > 0.
Allora si ha

lim
n→∞

P (n)

Q(n)
=


∞ se p > q,
ap
bq

se p = q,

0 se q > p.

La verifica è elementare e utilizza il teorema sulle operazioni con i limiti partendo
dalla seguente identità:

apn
p + . . .+ a1n+ a0

bqnq + . . .+ b1n+ b0

= np−q
ap + ap−1n

−1 . . .+ a1n
1−p + a0n

−p

bq + bq−1n−1 + . . .+ b1n1−q + b0n−q
.

Esempio 2.2 (Successione geometrica). Sia q ∈ R un numero reale fissato. Stu-
diamo la convergenza delle successione geometrica an = qn per n ∈ N. Verificheremo
le seguenti affermazioni:

lim
n→∞

qn =


0 se |q| < 1,
1 se q = 1,
∞ se q > 1
non esiste se q ≤ −1.

L’ultima affermazione significa che il limite non esiste nè in R nè ±∞.
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Esaminiamo il caso −1 < q < 1. È sufficiente considerare il caso 0 < q < 1. Allora
q = 1− x con x ∈ (0, 1). Per tali x valgono le disuguaglianze

0 ≤ (1− x)n ≤ 1

1 + nx
, n ∈ N.

Si veda l’Esercizio 5 del Foglio 1. Siccome

lim
n→∞

1

1 + nx
= 0,

dal Teorema del confronto segue che

lim
n→∞

qn = lim
n→∞

(1− x)n = 0.

Nel caso q > 1 si può scrivere q = 1 + x con x > 0. Dalla disuguaglianza di
Bernoulli si ottiene

qn = (1 + x)n ≥ 1 + nx,

e per confronto si trova lim
n→∞

qn =∞.

Esempio 2.3 (Radice n-esima). Per ogni numero reale p > 0 si ha

lim
n→∞

n
√
p = 1.

È sufficiente considerare il caso p > 1. Il caso 0 < p < 1 si riduce a questo passando ai
reciproci. Se p > 1 si ha n

√
p = 1 + an con an > 0. Dalla disuguaglianza di Bernoulli

p = (1 + an)n ≥ 1 + nan,

si ottiene

0 < an ≤
p− 1

n
,

e quindi lim
n→∞

an = 0.

Esempio 2.4 (Radice n-esima di una potenza di n). Per ogni numero reale β > 0
si ha

lim
n→∞

n
√
nβ = 1.

Proviamo l’effermazione nel caso β = 1. Si ha certamente n
√√

n = 1 + an con
an ≥ 0 per ogni n ≥ 1. Usando nuovamente la disuguaglianza di Bernoulli si trova

√
n = (1 + an)n ≥ 1 + nan,

e quindi

0 ≤ an ≤
√
n− 1

n
.

Dal Teorema del confronto segue che lim
n→∞

an = 0. In conclusione, si ottiene

lim
n→∞

n
√
n = lim

n→∞
(1 + an)2 = 1.
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Esempio 2.5 (Confronto fra potenze ed esponenziali). Siano a, β ∈ R numeri reali
tali che a > 1 e β > 0. Si ha:

lim
n→∞

nβ

an
= 0.

Esaminiamo la successione

bn =
nβ

an
, n ∈ N.

Dal momento che

lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞

(n+ 1)βan

an+1nβ
= lim

n→∞

1

a

(
1 +

1

n

)β
=

1

a
< 1,

fissato 1
a
< q < 1, esiste n̄ ∈ N tale che bn+1 < qbn per ogni n ≥ n̄. Iterando tale

disuguaglianza si ottiene

0 ≤ bn ≤ qbn−1 ≤ . . . ≤ qn−n̄bn̄ = qn · bn̄
qn̄
.

Per confronto con la successione geometrica si deduce che lim
n→∞

bn = 0.

Esempio 2.6 (Confronto fra esponenziale e fattoriale). Sia a ∈ R un numero reale
tale che a > 0. Si ha:

lim
n→∞

an

n!
= 0.

Esaminiamo la successione

bn =
an

n!
n ∈ N.

Dal momento che

lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞

a

n+ 1
= 0,

fissato 0 < q < 1, esiste n̄ ∈ N tale che bn+1 < qbn per ogni n ≥ n̄. Come sopra, si
conclude che bn → 0 per n→∞.

Esempio 2.7 (Confronto fra potenze e logaritmi). Per ogni α, β ∈ R con α, β > 0
risulta

lim
n→∞

logβ n

nα
= 0.

Con la sostituzione xn = log n, ovvero n = exn , si ottiene per n ≥ 1

0 ≤ logβ n

nα
=

xβn
exnα

≤ ([xn] + 1)β

(eα)[xn]
.

Siccome e > 1 e α > 0, la base dell’esponenziale verifica eα > 1. Dunque, fissato
ε > 0 esiste M ∈ R tale che risulti

([xn] + 1)β

(eα)[xn]
< ε

non appena [xn] > M . Ma siccome

lim
n→∞

[xn] = lim
n→∞

[log n] =∞,
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esiste n̄ ∈ N tale che [xn] > M per ogni n ≥ n̄. Abbiamo cos̀ı provato che per ogni
ε > 0 esiste n̄ ∈ N tale che per ogni n ≥ n̄ si ha

0 ≤ logβ n

nα
< ε.

3. Esercizi vari

Esercizio 3.1. Calcolare il seguente limite:

lim
n→∞

n
√

2n + 3n.

Esercizio 3.2. Calcolare il seguente limite

lim
n→∞

( 1√
n2 + 1

+ . . .+
1√

n2 + n

)
.

Esercizio 3.3. Al variare di b ∈ R con b > 0, studiare la convergenza della
successione numerica (an)n∈N con

an =
1

bn

(
2n

n

)
, n ∈ N.

4. Successioni monotone

Definizione 4.1 (Successioni monotone). Una successione reale (an)n∈N si dice:

i) crescente se an ≤ an+1 per ogni n ∈ N;
ii) strettamente crescente se an < an+1 per ogni n ∈ N;

iii) decrescente se an ≥ an+1 per ogni n ∈ N;
iv) strettamente decrescente se an > an+1 per ogni n ∈ N.

Una successione crescente o decrescente si dice monotona.

Proposizione 4.2. Sia (an)n∈N una successione crescente e (superiormente) li-
mitata. Allora la successione è convergente e inoltre

lim
n→∞

an = sup
{
an ∈ R : n ∈ N} = sup

n∈N
an.

Dim. L’insieme A =
{
an ∈ R : n ∈ N} è superiormente limitato e quindi esiste

finito

L = supA ∈ R.
Siccome L è un maggiorante di A si ha an ≤ L per ogni n ∈ N. Fissiamo ε > 0.
Siccome L è il minimo dei maggioranti di A, esiste n̄ ∈ N tale che an̄ > L − ε. Dal
fatto che (an)n∈N è crescente, si deduce che per n ≥ n̄ si ha:

an ≥ an̄ > L− ε.

Abbiamo dunque provato che per ogni ε > 0 esiste n̄ ∈ N tale che per n ≥ n̄ risulta

L− ε < an ≤ L < L+ ε.

Questa è la tesi della proposizione. �
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Se una successione crescente (an)n∈N non è superiormente limitata, allora un ar-
gomento analogo al precedente prova che

lim
n→∞

an =∞.

Per le successioni decrescenti valgono affermazioni analoghe. Ad esempio, se (an)n∈N
è decrescente e inferiormente limitata, allora

lim
n→∞

an = inf{an ∈ N : n ∈ N} ∈ R.

Nella dimostrazione della Proposizione 4.2 abbiamo usato l’Assioma di completezza
dei numeri reali per assicurarci dell’esistenza del numero L ∈ R.

Esercizio 4.1. Sia (an)n∈N la seguente successione definita in modo ricorsivo:

a0 = 0, an+1 =
√

2 + an, n ≥ 0.

Provare che la successione converge a calcolarne il limite.

Soluzione. Mostriamo che la successione è crescente e superiormente limitata.
Sia f(x) =

√
2 + x la funzione, definita per x ≥ −2, che interviene nella definizione

ricorsiva an+1 = f(an). Studiamo la disuguaglianza

f(x) > x ⇔ −1 < x < 2.

Dunque, fintantochè 0 ≤ an < 2, risulta an+1 > an. Proviamo per induzione che
0 ≤ an < 2. Per n = 0 questo è chiaro. Inoltre, si ha

an+1 < 2 ⇔
√

2 + an < 2 ⇔ an < 2.

Questo prova che la successione è crescente (strettamente) e superiormente limitata.
Dunque esiste finito

L = lim
n→∞

an.

Passando al limite nella relazione ricorsiva an+1 = f(an) ed usando la continuità di f
si trova

L = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

f(an) = f( lim
n→∞

an) = f(L).

Le soluzioni dell’equazione L = f(L) sono L = −1 che è da scartare ed L = 2.
Dunque, il limite è L = 2.



CHAPTER 3

Serie numeriche

1. Serie numeriche. Definizioni

Sia (an)n∈N è una succesione reale. Vogliamo definire, quando possibile, la somma
di tutti gli an al variare di n ∈ N. Tale somma di infiniti termini si indica nel seguente
modo:

(1.3)
∞∑
n=0

an.

Con tale notazione si vuole indicare un numero reale. Chiameremo un’espressione
come in (1.3) una serie reale.

Formiamo la successione delle somme parziali

sn =
n∑
k=0

ak = a0 + . . .+ an, n ∈ N.

La successione (sn)n∈N può convergere, può divergere a ∞ o −∞, oppure può non
convergere.

Definizione 1.1 (Serie convergente). Se la successione delle somme parziali (sn)n∈N
converge ad un numero s ∈ R, porremo

∞∑
n=0

an = s,

e diremo che la serie converge ed ha come somma s.
Se la successione delle somme parziali (sn)n∈N diverge a ∞ o −∞, diremo che la

serie diverge a ∞ o −∞.
Se la successione delle somme parziali (sn)n∈N non ha limite, nè finito nè infinito,

diremo che la serie non converge.

Il generico addendo an che appare nella serie (1.3) si dice termine generale della
serie, ed (an)n∈N è la successione dei termini generali.

Teorema 1.2 (Condizione necessaria di convergenza). Se una serie reale

s =
∞∑
n=0

an

converge allora la successione dei termini generali è infinitesima, ovvero

lim
n→∞

an = 0.

19
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Dim. Sia (sn)n∈N la successione delle somme parziali. Allora avremo

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

sn−1 = s.

Dunque, si deduce che

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = s− s = 0.

�

2. Serie geometrica. Serie telescopiche

2.1. Serie geometrica. Sia x ∈ R un numero reale tale che x 6= 1. Ricordiamo
la formula per le somme geometriche parziali

n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x
, n ∈ N.

Se |x| < 1, allora lim
n→∞

xn+1 = 0. Se invece |z| ≥ 1 il limite non esiste (o non esiste

finito). Dunque, si ottiene la formula per la serie geometrica
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
, x ∈ R, |x| < 1.

2.2. Serie telescopiche. Sia (an)n∈N una successione reale e formiamo la suc-
cessione delle differenze bn = an+1 − an, n ∈ N. Allora si ha

n∑
k=0

bk =
n∑
k=0

(ak+1 − ak) =
n∑
k=0

ak+1 −
n∑
k=0

ak = an+1 − a0.

Se ora la successione (an)n∈N converge ad un limite L, allora la serie con termine
generale bn converge e inoltre

∞∑
n=0

bn = L− a0.

Ad esempio, si trova
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=
∞∑
n=1

( 1

n
− 1

n+ 1

)
= lim

n→∞

n∑
k=0

(1

k
− 1

k + 1

)
= lim

n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

L’ultima serie è talvolta chiamata serie di Mengoli.

3. Criterio della radice e del rapporto per serie reali

Se (an)n∈N è una successione reale non negativa, allora la successione delle somme
parziali

sn = a0 + a1 + . . .+ an, n ∈ N,
è monotona crescente e quindi il limite di (sn)n∈N esiste sempre, finito oppure ∞.

Iniziamo con il Criterio del confronto.

Teorema 3.1 (Criterio del confronto). Siano (an)n∈N e (bn)n∈N successioni reali
tali che 0 ≤ an ≤ bn per ogni n ∈ N. Allora:
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i)
∞∑
n=0

an =∞ ⇒
∞∑
n=0

bn =∞;

ii)
∞∑
n=0

bn <∞ ⇒
∞∑
n=0

an <∞.

La verifica del Teorema segue dall’analogo enunciato per le successioni.

Teorema 3.2 (Criterio della radice). Sia (an)n∈N una successione reale non nega-
tiva, an ≥ 0 per ogni n ∈ N, e supponiamo che esista

L = lim
n→∞

n
√
an.

Allora si hanno i seguenti due casi:

i) Se L < 1 allora la serie converge
∞∑
n=0

an <∞.

ii) Se L > 1 allora la serie diverge
∞∑
n=0

an = ∞. Di più, il termine generale

verifica
lim
n→∞

an =∞.
Se L = 1 la serie può sia convergere che divergere.

Dim. i) Esistono q ∈ (0, 1) e n̄ ∈ N tali che n
√
an ≤ q per ogni n ≥ n̄. Dunque

an ≤ qn per ogni n ≥ n̄, e quindi
∞∑
n=n̄

an ≤
∞∑
n=n̄

qn <∞.

Questo prova la convergenza della serie.
ii) Esistono q > 1 e n̄ ∈ N tali che n

√
an > q per ogni n ≥ n̄. Dalla disuguaglianza

an > qn si deduce per confronto che

lim
n→∞

an =∞.

Quindi la successione (an)n∈N non è infinitesima, e per la condizione necessaria di
convergenza la serie diverge.

�

Teorema 3.3 (Criterio del rapporto). Sia (an)n∈N una successione reale positiva,
an > 0 per ogni n ∈ N, e supponiamo che esista L = lim

n→∞
an+1/an. Allora si hanno i

seguenti due casi:

i) Se L < 1 allora la serie converge
∞∑
n=0

an <∞.

ii) Se L > 1 allora la serie diverge
∞∑
n=0

an =∞. Di più, il termine generale

verifica
lim
n→∞

an =∞.
Se L = 1 la serie può sia convergere che divergere.
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Dim. i) Esistono q ∈ (0, 1) e n̄ ∈ N tali che an+1/an ≤ q per ogni n ≥ n̄. Dunque
an ≤ qan−1 ≤ qn−n̄an̄ per ogni n ≥ n̄, e pertanto

∞∑
n=n̄

an ≤ an̄q
−n̄

∞∑
n=n̄

qn <∞.

Questo prova la convergenza della serie.
ii) Come sopra, si arriva alla disuguaglianza an ≥ qan−1 ≥ qn−n̄an̄ dove ora q > 1.

Non è dunque verificata la condizione necessaria di convergenza e la serie
∑∞

n=1 an
diverge. �

4. Il numero e

Il numero e di Nepero si definisce come la somma della “serie esponenziale”, che
converge per il Criterio del rapporto:

e =
∞∑
k=0

1

k!
.

Il seguente teorema, dove si prova una definizione alternativa del numero e, è utile
per risolvere le forme indeterminata del tipo [1∞].

Teorema 4.1. Il seguente limite esiste finito e inoltre

(4.4) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
=
∞∑
k=0

1

k!
= e.

Dim. Proveremo che la successione

an =
(

1 +
1

n

)n
, n ∈ N,

è crescente e superiormente limitata. Dalla Proposizione 4.2 segue l’esistenza finita
del limite (4.4).

Dalla formula del binomio di Newton si ottiene

(4.5) an =
(

1 +
1

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
=

n∑
k=0

(
1− 1

n

)
. . .
(

1− k − 1

n

) 1

k!
,

e in modo analogo

an+1 =
n+1∑
k=0

(
1− 1

n+ 1

)
. . .
(

1− k − 1

n+ 1

) 1

k!
.

Dalle disuguaglianze(
1− 1

n

)
<
(

1− 1

n+ 1

)
, . . . ,

(
1− k − 1

n

)
<
(

1− k − 1

n+ 1

)
,

per k = 0, 1, . . . , n, segue che an < an+1. Questo prova che la successione (an)n∈N è
strettamente crescente. Siccome(

1− 1

n

)
< 1, . . . ,

(
1− k − 1

n

)
< 1,
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dall’identità (4.5) si trova anche la maggiorazione

(4.6) an =
(

1 +
1

n

)n
<

n∑
k=0

1

k!
< e.

Questo prova che la successione (an)n∈N è superiormente limitata. Dunque, esiste
finito il limite e si ha

lim
n→∞

an ≤ e.

Vogliamo provare la disuguaglianza opposta.
Siano m,n ∈ N numeri naturali tali che m ≤ n. Allora, ripartendo dall’identità

(4.5), si trova:

an =
n∑
k=0

(
1− 1

n

)
. . .
(

1− k − 1

n

) 1

k!

≥
m∑
k=0

(
1− 1

n

)
. . .
(

1− k − 1

n

) 1

k!
.

In questa disuguaglianza passiamo al limite per n→∞ e otteniamo la disuguaglianza

lim
n→∞

an ≥
m∑
k=0

1

k!
,

che a questo punto vale per ogni m ∈ N. Passando ora al limite per m→∞ si trova

lim
n→∞

an ≥
∞∑
k=0

1

k!
= e.

�

Osservazione 4.2. Il Teorema 4.1 si può generalizzare nel seguente modo. Per
ogni x ∈ R si ha

(4.7) lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex =

∞∑
k=0

xk

k!
.

Osservazione 4.3. Il numero di Nepero e verifica

e > 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
= 2 +

2

3
.

Per ottenere una stima dall’alto si può usare la seguente disuguaglianza, che non
dimostriamo,

e <
n−1∑
k=0

1

k!
+

n

n!(n− 1)
,

che con n = 4 fornisce

e < 2 +
2

3
+

1

18
< 3.

5. Serie a segno alterno. Criterio di Leibniz

Per questa parte si vedano gli appunti manoscritti in rete.
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6. Convergenza assoluta

In questa sezione illustriamo il Criterio della convergenza assoluta, che fornisce
una condizione sufficiente per la convergenza di serie con termine generale non nec-
essariamente di segno costante.

Definizione 6.1. Sia (an)n∈N una successione di numeri reali. Diciamo che la

serie
∞∑
n=1

an converge assolutamente se converge la serie

∞∑
n=1

|an| <∞.

Teorema 6.2. Sia (an)n∈N una successione di numeri reali. Se la serie
∞∑
n=1

an

converge assolutamente allora converge anche semplicemente ed inoltre

(6.8)
∣∣∣ ∞∑
n=1

an

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

|an|.

Dim. Definiamo per ogni n ∈ N la parte positiva e la parte negativa di an nel
seguente modo

a+
n = max{an, 0}, a−n = min{an, 0}.

Le successioni (a+
n )n∈N e (a−n )n∈N verificano le seguenti proprietà: i) a+

n ≥ 0 e a−n ≤ 0;
ii) an = a+

n + a−n ; iii) |an| = a+
n − a−n ; iv) a+

n ,−a−n ≤ |an|. Dal teorema del confronto
abbiamo

0 ≤
∞∑
n=1

a+
n ≤

∞∑
n=1

|an| <∞, 0 ≤ −
∞∑
n=1

a−n ≤
∞∑
n=1

|an| <∞.

Dalle identità
n∑
k=1

ak =
n∑
k=1

(a+
k + a−k ) =

n∑
k=1

a+
k +

n∑
k=1

a−k

segue allora anche l’esistenza finita del limite

lim
n→∞

n∑
k=1

ak =
∞∑
k=1

a+
k +

∞∑
k=1

a−k .

Infine, dalla disuguaglianza ∣∣∣ n∑
k=1

ak

∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|ak|

segue la tesi (6.8). Questo termina la prova. �


