Analisi Matematica 1
Anno Accademico 2013-2014
Roberto Monti

Versione del 22 Novembre 2013






Contents

Chapter 1. Numeri naturali e reali

1.
2.
3.
4.

Numeri naturali e principio di induzione
Numeri reali

R come spazio metrico

Esercizi

Chapter 2.  Numeri complessi

PN T WD

Introduzione

Operazioni sui numeri complessi

Coniugato, modulo e argomento
Rappresentazione trigonometrica ed esponenziale
Radici di un numero complesso

Numeri complessi come spazio metrico

Polinomi complessi

Esercizi svolti sui numeri complessi

Chapter 3. Successioni numeriche

1.
2.
3.
4.

Successioni numeriche convergenti e divergenti
Esempi di successioni elementari

Successioni monotone

Esercizi svolti

Chapter 4. Serie numeriche

P NS T W

Serie numeriche. Definizioni

Serie geometrica. Serie telescopiche. Serie armonica generalizzata
Criterio della radice e del rapporto per serie reali

Esercizi svolti

Il numero e

Serie a segno alterno. Criterio di Leibniz

Convergenza assoluta

Esercizi svolti

Chapter 5. Funzioni di variabile reale

NO Tt WD

Dominio, immagine, funzioni pari e dispari, sup e max

Funzioni iniettive, suriettive, monotone. Funzione inversa e composta
Funzioni trigonometriche e loro inverse

Funzioni iperboliche

Potenze e radici

Esponenziali e logaritmi

Dominio di funzione

10
10

11
11
11
12
13
14
15
16
17

23
23
26
28
30

33
33
34
35
36
40
42
42
43

47
47
49
52
54
54
57
o8



4

CONTENTS

Chapter 6. Limiti di funzione

1
2
3
4
d.
6.
7
8
9
1

Definizione di limite

Calcolo dei limiti con la definizione

Operazioni coi limiti

Limiti trigonometrici

Forme indeterminate

Analisi locale delle funzioni. Sviluppi asintotici
Calcolo dei limiti con gli sviluppi asintotici

Criterio del confronto asintotico per serie numeriche
. Forme indeterminate [1°°]

0. Asintoti obliqui

99
99
60
62
64
65
68
70
74
7
78



CHAPTER 1

Numeri naturali e reali

1. Numeri naturali e principio di induzione

Dal modo stesso in cui i numeri naturali vengono costruiti o definiti, discende la
validita del Principio dinduzione.

Principio d’induzione. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il numero natu-
rale n € N. Supponiamo che:

i) A(0) (oppure A(1) se N inizia da 1) & vera (base induttiva);
ii) A(n) = A(n+1) per ogni n € N (passo induttivo).
Allora A(n) & vera per ogni n € N.

1.1. Formula per la somma geometrica. Per ogni numero reale x € R, z # 1
e per ogni n € N si ha

1 — xn—&-l
(1.1) l+z+2*+.. . 42" ="—"
1—=z
La formula vale anche se + € C & un numero complesso x # 1. La prova e per
induzione sun > 1. Per n =1 si ha

1— 22 1 1—
x :( +2)( x)zl—i—x.
11—z 1—=x

Supponiamo vera la formula (1.1) per n € N. Allora si ha

1_ n+1
1—|—$—1—$2+...+x"+1:1—|—$+x2+...+x"+$"+1:1737+x"+1
i
B 1_xn+1+<1_x>xn+1 B 1_In+2
o 11—z I

1.2. Disuguaglianza di Bernoulli. Sia x € R un numero reale tale che x > —1.
Allora per ogni n € N si ha:

(1.2) (14+2z)" > 14 nax.

La prova e per induzione su n > 1. Per n = 1 si ha un’identita. Supponiamo vera le
(1.2) per un certo n € N e proviamola per n + 1:

Q4+ =0+2)"0+2)> 1 +nr)(l+z)=1+nz+z+nz>>1+ (n+ 1.
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6 1. NUMERI NATURALI E REALI

1.3. Formula del Binomio di Newton. Il fattoriale n! si definisce per in-
duzione nel seguente modo:

)ol=1ell =1;
i) (n+1)!=(n+1)-n!.
Dati n,k € N con k < n, si definiscono i coefficienti binomiali

()= s

Siano z,y € R e n € N. Verifichiamo per induzione la formula per il Binomio di

Newton:
n = n n—
(z4+y)" =) <k>x ok
k=0
Quando n =1 la verifica e elementare:

Q) O (e

Supponiamo vera la formula per n e proviamola per n + 1:

n

) = e = )3 ()t

Qo) (e (e

Ora utilizziamo la formula di Stiefel, la cui verifica e un facile esercizio. Per ogni
n,k € N con k < n vale I'identita

(5= (26

Si trova allora
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2. Numeri reali

2.1. Relazioni d’ordine. Premettiamo la definizione di ordine totale.

DEFINIZIONE 2.1 (Ordine totale). Una relazione < su un insieme X ¢ una re-
lazione di ordine totale se per ogni x,y,z € X si ha:

i) x < x (proprieta riflessiva);

ii) = <y oppure y < z (confrontabilita);
iii) Se z < y e y < z allora x = y (proprieta antisimmetrica);
iv) Sex <y ey < zallora x < z (proprieta transitiva).

2.2. Introduzione assiomatica dei numeri reali. Introduciamo in modo as-
siomatico i numeri reali come campo ordinato completo.

DEFINIZIONE 2.2. I numeri reali sono un insieme R munito di due operazioni
+:RxR—=>Re-:R xR — R e diuna relazione di ordine totale < che verificano,
per ogni z,vy, z € R, la seguente lista di assiomi.

Assiomi della somma:

(S1) x +y = y + « (proprieta commutativa);

(S2) x + (y+ 2) = (x + y) + z (proprieta associativa);

(S3) esiste 0 € R tale che z + 0 = x per ogni € R (esiste 'elemento neutro);

(S4) per ogni = € R esiste —z € R tale che z + (—z) = 0 (esiste I'opposto).
Assiomi del prodotto (o moltiplicazione):

(P1) z -y =y - x (proprieta commutativa);

(P2) z-(y-2) = (x-y) -z (proprieta associativa);

(P3) esiste 1 € R, 1 # 0, tale che 1 -x = x per ogni z € R (esiste ’elemento

neutro);
(P4) per ogni z € R, z # 0, esiste 7! € R tale che z-27! = 1 (esiste il reciproco).

Proprieta distributiva:
D)z-(y+z2)=x-y+a-=z.
Assiomi dell’ordine:

(01) se x <y allorax+ 2z < y+ z;
(02) sex<yez>0,alloraz-z<vy-z.
Assioma di completezza:

(AC) Ogni insieme non vuoto A C R superiormente limitato ha estremo superiore.

Chiariremo l'assioma di completezza fra breve. Gli insiemi N, Z, Q sono in modo
naturale sottoinsiemi di R. I numeri razionali Q con le usuali operazioni e relazione
d’ordine formano un campo ordinato che verifica tutti gli assiomi precedenti, ad ec-
cezione dell’Assioma di completezza.

DEFINIZIONE 2.3 (Maggiorante, estremo superiore, massimo). Sia A C R un
sottoinsieme di R.

i) Un elemento y € R & un maggiorante di A se x <y per ogni = € A.
ii) L’insieme A si dice superiormente limitato se ha un maggiorante.
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iii) Un elemento = € R si dice estremo superiore di A se ¢ un maggiorante di
A e se x < z per ogni altro maggiorante z di A (ovvero x ¢ il minimo dei
maggioranti). Se x € R ¢ 'estremo superiore di A porremo

sup A = z.
iv) Se A non e superioremente limitato porremo
sup A = oo.

La convenzione naturale per I'insieme vuoto ¢ di porre sup ) = —oo.
v) Un numero = € R si dice massimo di A se x =sup A ed z € A. Scriveremo
in questo caso

max A = x.

L’estremo superiore e il massimo, se esistono, sono unici. La definizione di estremo
superiore puo essere riformulata nei seguenti termini. Un numero x € R & 'estremo
superiore di un insieme A C R se e solo se:

i) y <z per ogni y € A;
ii) Per ogni ¢ > 0 esiste y € A tale che y >z —e.

DEFINIZIONE 2.4 (Minorante, estremo inferiore, minimo). Sia A C R un sottoin-
sieme di R.

i) Un elemento y € R & un minorante di A se y < z per ogni x € A.
ii) L’insieme A si dice inferiormente limitato se ha un minorante.
iii) Un elemento = € R si dice estremo inferiore di A se ¢ un minorante di A e se
z < z per ogni altro minorante z di A (ovvero x ¢ il massimo dei minoranti).
Se x € R & 'estremo inferiore di A porremo

inf A =ux.
iv) Se A non ¢ inferiormente limitato porremo
inf A = —o0.

La convenzione naturale per I'insieme vuoto ¢ di porre inf () = oco.
v) Un numero x € R si dice minimo di A se z = inf A ed x € A. Scriveremo in
questo caso
min A = z.
Un numero z € R & I'estremo inferiore di un insieme A C R se e solo se:
i) y > x per ogni y € A;
ii) Per ogni e > 0 esiste y € A tale che y < z +¢.

2.3. Conseguenze della completezza.

PROPOSIZIONE 2.5 (Proprieta di Archimede). Per ogni coppia di numeri reali
r,y € R, x,y > 0, esiste un numero naturale n € N tale che nx > y.

DiM. Supponiamo per assurdo che esistano numeri reali x,y € R con x,y > 0 tali
che nx <y per ogni n € N. Allora I'insieme

A:{anR:nEN}
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¢ superioremente limitato, in quanto y ne ¢ un maggiorante. Per ’Assioma di com-
pletezza esiste I'estremo superiore & = sup A. Il numero T € R ¢ caratterizzato dalle
seguenti due proprieta:

1) nz < & per ogni n € N, ovvero & & un maggiorante di A;
2) Per ogni € > 0 esiste n € N tale che nx > & — ¢, ovvero z ¢ il minimo dei
maggioranti.

Scegliamo ¢ = x > 0 nella proprieta 2) e sia n € N il corripondente numero
naturale, ovvero nx > ¥ — x. Allora da 1) e 2) si ottiene:

z>n+l)r=nrx4+zx>r—x+2x=17I,
che ¢ una contraddizione. O

DEFINIZIONE 2.6 (Parte intera e frazionaria). Sia € R un numero reale e si
consideri I'insieme

AI:{pEZ:pgw}.

. € un insieme di numeri interi superiormente limi unqu remo su-
A, e sieme d e teri superiormente limitato che ha d e estremo s
periore. Poiche A, ¢ un sottoinsieme di Z questo estremo superiore € un massimo.
Definiamo la parte intera di x

[x]:max{peZ:pgx}EZ.

Il numero [z| € Z ¢ il pin grande intero minore o uguale ad z. La parte frazionaria
di x & il numero {z} = = — [z].

Parte intera e parte frazionaria verificano le seguenti disuguaglianze:
2] <z <[z]+1, 0<{z}<L
Proviamo ora che i numeri razionali Q sono densi in R.

PROPOSIZIONE 2.7 (Densita di Q in R). Per ogni x,y € R, < y, esiste ¢ € Q
tale che v < ¢ < y.

DiM. ! Siccome y — x > 0, per la proprietd di Archimede esiste n € N tale che
n(y —x) > 1, ovvero ny — nx > 1. Segue che

nr <ny— 1< [ny] < ny.

Il numero ¢ = [ny]/n € Q verifica dunque = < § < y. Per avere una disuguaglianza
stretta anche a destra argomentiamo nel seguente modo. Esiste m € N tale che
m(q — ) > 1 e quindi

1
r<q——<qg<y.
m

€ Q verifica quindi la tesi.

Il numero ¢ = q — %

Dimostrazione omessa.
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3. R come spazio metrico

La funzione modulo o valore assoluto su R & la funzione |- | : R — R definita, per
ogni x € R, nel seguente modo
|z| = max{x, —x} = v sew=0;
N ’ | —z sexz <0.

Valgono le disuguaglianze elementari = < |z| e —x < |z|, ed inoltre:

i) |z| > 0 per ogni z € R e |z| = 0 se e solo se z = 0;

i) |z| = | —xf;

ili) |z +y| < |z|+ |y| per ogni z,y € R (subadittivita).
La verifica di iii) segue dalle disuguaglianze

vty <lel+lyl e —(r+y)=—v—y<|z[+]yl
Una conseguenza di iii) e la disuguaglianza triangolare
|z —y| <|x—z|+|z—y| perogniz,yzeR.

Infatti, [z —y| = |z — 2+ 2z —y| < |r — 2| + |z — y|. Dalla iii) segue anche |z| =
|z —y +y| < |z —y|+ |y| che riordinata fornisce |z| — |y| < |z — y|. Siccome i ruoli
di x,y si possono scambiare, si ottiene la disuguaglianza
| = [yl| < = = yl.
Definiamo la funzione distanza d : R x R — [0,00), d(z,y) = |x — y|. Questa
funzione verifica le seguenti proprieta:
i) d(z,y) > 0 per ogni z,y € R e d(z,y) = 0 se e solo se z = y;

ii) d(z,y) = d(y,x) per ogni z,y € R;

ili) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) per ogni z,y, z € R (disuguaglianza triangolare).
La coppia (R, d) e allora uno spazio metrico. La funzione d(z,y) = |x — y| si dice
distanza standard o Euclidea su R.

4. Esercizi

EseErcizio 4.1. Sia A C R il seguente insieme
A::{ il ER:O<x,y<1}.
T+y

1) Calcolare sup A e dire se esiste max A.
2) Calcolare inf A e dire se esiste min A.

EsERrcIz10 4.2. Sia A C R il seguente insieme
A= {n—MER:nGN,nzl}.
1) Calcolare sup A e dire se esiste max A.
2) Calcolare inf A e dire se esiste min A.
Esercizio 4.3. Sia A C R il seguente insieme

A::{nbg(l/n)eR:nEN,n21}.
n+1

Provare che inf A = —c0.



CHAPTER 2

Numeri complessi

1. Introduzione

Introduciamo il simbolo ¢ = v/—1 che ubbidisce alla regola i> = —1. Il numero i
si chiama unita tmmaginaria. I numeri complessi sono l'insieme

C:{z:x+iy : :r,yER},

ovvero l'insieme di tutte le “espressioni” della forma x + 1y dove x e y sono numeri
reali. Il numero complesso z = x + iy puo essere identificato con il punto del piano
Cartesiano R? di coordinate (z,y):

Disegno
Definiamo la parte reale e la parte immaginaria del numero complesso z = = +iy:

x = Re(z) = Re(z +iy) Parte reale di 2z

y =Im(z) = Im(x +iy) Parte immaginaria di z.

Le parti reale e immaginaria di un numero complesso sono numeri reali.

2. Operazioni sui numeri complessi

Introduciamo le operazioni di somma, prodotto e reciproco di numeri complessi.

2.1. Somma. Dati due numeri complessi z = x+iy e w = £ 411 in C, definiamo
la loro somma:

z4w=(x+iy)+ (E+in) =(x+E +ily+n).
Nel piano complesso, la somma ¢ semplicemente la somma vettoriale:

Disegno

2.2. Prodotto. Dati due numeri complessi z = x+iy e w = £+in in C, definiamo
il loro prodotto:

zow = (z+1y) - (§+in) = o€ + ian + iyé + i*yn = (x€ — yn) + i(an + y&).

Abbiamo usato la regola i> = —1. Vedremo in seguito l'interpretazione geometrica
del prodotto di numeri complessi. Il simbolo - per indicare il prodotto viene spesso
0messo.

11



12 2. NUMERI COMPLESSI

2.3. Reciproco e quoziente. Calcoliamo formalmente il reciproco di un numero
complesso z # 0:

r 1 1 r—wy  r—iy  r—iy T Y

= = = —1 .
2 r+iy xw+iy x—1y 2 —i%y?  x?2+y? a2+ 2?2492
Usiamo questo calcolo formale per definire il reciproco di z = x + iy # 0 nel seguente

modo
1 T Y

= —1 .
~ ZEQ + y2 ZL'Q + y2
Con un calcolo che ripercorre a ritroso il precedente si verifica ora che per ogni z € C
con z # 0 si ha

z-—=1
z

Definito il reciproco di un numero complesso, € immediato definire anche il quoziente
fra due numeri complessi z,w € C con w # 0:
z

1
—_ = —.
w w

2.4. Campo dei numeri complessi. L’operazione di somma verifica gli assiomi
(S1)-(S4). L’operazione di prodotto verifica gli assiomi (P1)-(P4). Inoltre somma e
prodotto sono legati dalla proprieta distributiva:

z-(w+{)=z-w+z2-¢, zw, eC.
Questi fatti si riassumono dicendo che C e un campo.

Osservazione importante. Nel campo complesso C non c’¢ alcuna relazione
d’ordine <. Dunque, scrivere

z<w conz,weC NON ha senso.

3. Coniugato, modulo e argomento

3.1. Coniugato. Definiamo il coniugato del numero complesso z = x + iy come
il numero complesso

zZ=x—1y.
Chiaramente, nel piano complesso Z e il punto simmetrico a z rispetto all’asse delle
x:
Disegno
L’operazione di coniugazione verifica le proprieta descritte nel seguente teorema,
la cui dimostrazione ¢ elementare e viene omessa.

ProPOSIZIONE 3.1. Dati numeri complessi z,w € C, si ha:

2) zZ-w=Z-w
3) 2=z
13-
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La dimostrazione ¢ elementare e viene omessa. Sono anche utili le seguenti formule
per le parti reale e immaginaria di z = x + iy:
zZ+2z zZ—Z

Re(z) = 5 e Im(z) =

3.2. Modulo. Il modulo del numero complesso z = x + iy ¢

2] = Vzz = /(z +iy)(z — iy) = /22 + 2.
Il modulo ¢ sempre un numero reale non negativo. Se z = x € R ¢ un numero reale,
allora si ha |z| = V&2 = |z| e si trova il valore assoluto di z. Dunque il modulo &
’estensione del valore assoluto.
Per il Teorema di Pitagora, il modulo |z| € la lunghezza del vettore z:

Disegno

3.3. Argomento. Sia 9 € [0, 27) 'angolo formato in senso antiorario dal punto
z € C, z # 0, a partire dal semiasse positivo delle x. Definiamo 1'argomento di z

arg(z) = 0.
Dalla trigonometria sappiamo che si hanno le relazioni
x=|zlcos? e y=|z|sind.
Supponendo z # 0 e formando il quoziente si trova

tgﬁzsinﬁ_y

cosd  z

Quando x = 0 allora 'argomento sara 7/2 quando y > 0 e 37/2 quando y < 0.
Quando ¥ € [0,7/2), ovvero quando z ¢ nel primo quadrante, possiamo invertire la
relazione precedente e trovare la formula per I’argomento

arg(z) =19 = arctg(g).
x
EsErcizio 3.1. Dato z = z + iy € C, provare che:
1) arg(z) =7+ arctg(y/x) quando z ¢ nel secondo e terzo quadrante.
2) arg(z) = 27 + arctg(y/x) quando z & nel quarto quadrante.

4. Rappresentazione trigonometrica ed esponenziale
4.1. Rappresentazione trigonometrica. Sia r = |z| > 0 il modulo di z € C,
e sia ¥ = arg(z) € [0,2n) il suo argomento. Allora avremo
2 =1x +1iy = rcos? +irsind
= r(cosv + isin ).
Questa e la rappresentazione trigonometrica di z.
Usiamo la rappresentazione trigonometrica per interpretare geometricamente il

prodotto di numeri complessi. Siano z = r(cos ¥ +isinv) e w = p(cos ¢ +isin p) con
r,0>0ed, ¢ €[0,2r). Allora si ha:

Z-w = r@[cosﬁcosgp—sinﬁsingp—I—i(cosz?singa+sin19c0sg0)]

(4.3) _ 7,@< cos(V 4 ) + isin( + @))
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Abbiamo usato le formule di addizione per seno e coseno.
Le conclusioni sono interessanti:
1) Il modulo del prodotto ¢ il prodotto dei moduli: |zw| = |z||w];
2) largomento del prodotto ¢ la somma degli argomenti: arg(zw) = arg(z) +
arg(w).
Disegno

4.2. Rappresentazione esponenziale. Passiamo alla rappresentazione espo-
nenziale di un numero complesso. Poniamo

(4.4) " := cos¥ +isind.

Questa formula si chiama identita di Fulero. Per il momento la accettiamo come
definizione. Alla fine del corso ne daremo anche una dimostrazione basata sugli
sviluppi di Taylor.

PROPOSIZIONE 4.1. L’esponenziale complesso ha le seguenti proprieta:
1) [e”] =1 per ogni ¥ € R;
2) e . e = ") (formula di addizione).
3) ()" = e per ogni n € N (formula di de Moivre).

DiM. La 1) segue dalla definizione (4.4). La 2) ¢ una riformulazione di (4.3). La
formula 3) segue iterando la 2). O

Un numero complesso z € C si puo scrivere nel seguente modo
z=re",

dove r = |z| > 0 ¢ il modulo di z e ¥ = arg(z) ¢ il suo argomento. Questa ¢ la
rappresentazione esponenziale di un numero complesso.

5. Radici di un numero complesso

Sia w = Re™, con R = |w| > 0 e ¢ = arg(w) € [0,27), un numero complesso
fissato e sia n € N. Vogliamo risolvere ’equazione

Zt=w

nell'incognita z € C. In altri termini, vogliamo trovare (tutte) le radici n-esime del
numero complesso w € C. Per il Teorema Fondamentale dell’Algebra, che vedremo
fra breve, ci sono esattamente n soluzioni.

Cerchiamo soluzioni in forma esponenziale z = re® con r > 0 e ¥ € [0,27) da
determinare. Usando la formula di de Moivre, avremo

2" = (re

iy — g (eif\n = prgind,
L’equazione 2" = w diventa allora
re™ = Re'®.
Uguagliando i moduli si ottiene 1’equazione
"m=R < r=+R.
D’altra parte, si ha

e =¥ o nY=¢+2%kr, ke,
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e quindi si trovano gli argomenti

2k
h=24+2" kez
n n
Basta considerare gli indici £ = 0,1, ...,n—1, perche gli altri £ danno delle ripetizioni.

In conclusione, si ottengono n radici distinte
2= VRe*, k=0,1,...,n— 1.

Le radici si dispongono sui vertici di un poligono regolare di n lati inscritto in una
circonferenza centrata in 0 di raggio V' R.

ESEMPIO 5.1. Vogliamo calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione 2* = —1.

In primo luogo si scrive il numero complesso w = —1 in forma esponenziale: R =

|w| = 1 mentre ¢ = arg(w) = 7. Dunque si ha —1 = e'™. Si trovano le quattro radici
k

' s
a=e 4 27 k=01,23.
Le soluzioni si dispongono sui vertici di un quadrato:

Disegno

6. Numeri complessi come spazio metrico

Definiamo la distanza fra due numeri complessi z, w € C nel seguente modo:
d(z,w) = |z —w|.
Si tratta della lunghezza del segmento che congiunge z e w:
Disegno
Osserviamo che, con z = x + iy e w = £ 4+ 11, si ha
|z —w| = |z +iy — (§+in)| = |z + iy — £ —in
=z = &) +i(y —n)|
—\/(z—&)?+ (y —n)*
La distanza d verifica le seguenti proprieta:
(1) d(z,w) =0 & |z—w/=0 & z—w=0 & z=w.
(2) d(z,w) = |z —w| = |w — z| = d(w, 2).
(3) d(z,w) < d(z,() +d(¢,w) (Disuguaglianza triangolare).

La verifica della disuguaglianza triangolare e omessa.

EseEMPIO 6.1. Fissati un punto z5 € C ed un numero reale r > 0, I'insieme
A={zeC:|z—z|=r}
¢ la circonferenza di raggio r e centro 2.
EsEMPIO 6.2. Fissati un punto zy € C ed un numero reale r > 0, I'insieme
B={z€C:|z—z|<r}

¢ tutto il cerchio (bordo incluso).
Disegno
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ESEMPIO 6.3. L’insieme
E = {zEC:|z—i|+|z—|—z’|:4}

e un’ellisse di fuochi i e —i.
7. Polinomi complessi

DEFINIZIONE 7.1. Siano ag, ay,...,a, € C numeri complessi. Un’espressione della
forma

Pz)=ap+a1z+...+a,z" = Zakzk
k=0

si dice polinomio complesso della variabile z € C. Se a,, # 0 diremo che P(z) ha
grado n € N.

Un numero complesso zp € C si dice radice di un polinomio complesso P(z) se
P(zp) = 0, ovvero se P(z) calcolato in z = z, si annulla. Il vantaggio di lavorare
con polinomi complessi ¢ che hanno sempre un numero di radici pari al grado del
polinomio.

TEOREMA 7.2 (Fondamentale dell’Algebra). Sia P(z) un polinomio complesso di
grado n € N. Allora ’equazione

P(z)=0
ha esattamente n soluzioni (contate con la loro molteplicita), dette radici del poli-
nomio.

La dimostrazione del Teorema e fuori dalla nostra portata ed ¢ omessa.

EsempIO 7.3. 1l polinomio P(z) = 1+2? della variabile reale € R non ha radici
reali. Il polinomio complesso P(z) = 1+ 2% ha invece esattamente due radici in campo
complesso che sono z = +1.

OSSERVAZIONE 7.4. Sia P(z) un polinomio complesso di grado n > 1 con a,, = 1.
Siano zi, 29, ..., 2, € C le sue radici. Allora il polinomio puo essere fattorizzato nel
seguente modo

Pz)=(z—21)(z—20) ... (2 — zn).
OSSERVAZIONE 7.5. Supponiamo che il polinomio complesso
P(z) =Y ap*
k=0
abbia coefficienti reali: ag,ay,...,a, € R. Allora
P(z)=0 <« P(z)=0.
Dunque, nota una radice z € C se ne conosce automaticamente una seconda z € C.

DiM. Osserviamo preliminarmente che

P(z)=0 <« P(z)=0.

Inoltre, si ha

n n n L n
P) =Y azh =Y apzb =Y a2k =Y a2 = P(2).
k=0 k=0 k=0 k=0
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Abbiamo usato il fatto che i coefficienti sono reali: a, = a. L’affermazione segue. [

8. Esercizi svolti sui numeri complessi

Esercizio 8.1. Calcolare le soluzioni z € C dell’equazione
2% = 8.
Ovvero: calcolare le radici terze di 8i

Soluzione. Scriviamo 8¢ in forma esponenziale:
R=18i =8 modulo

¢ = arg(8i) = § argomento.
Disegno
Cerchiamo soluzioni della forma z = re®” con » > 0 e ¥ € [0,27) da determinare.
Abbiamo 'equazione

8i = 8e'2 = 23 = 1363,
Otteniamo
P=8 & r=2
E poi
319:g+2k7r, k=0,1,2,
OVVero

T 2k
ﬁk:g—i_?ﬂ—? /{320,1,2

Precisamente: Jg = 7/6, 91 = %7?, ¥y = %71 Le soluzioni in forma algebrica sono:

Z9 = 2613™ — 2(COS 27? + 4 sin
Nel piano di Gauss:
Disegno
EseRrcizio 8.2. Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
A —2iV32—4=0
e rappresentarle nel piano di Gauss.
Soluzione. Ponendo w = 22 I'equazione diviene
w? — 2iV3w — 4 = 0.
Usiamo la formula risolutiva per le equazioni di secondo grado:

203+ V4% 3+ 16
B 2

2i/3 + 2
:“/;:ﬂﬂ'ﬁ.

w4
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Dobbiamo risolvere le due equazioni
2=w, =143
2 =w_=—-141/3

Risolviamo la prima equazione. Scriviamo w_ in forma esponenziale. Modulo e
argomento sono (osserviamo che w,y ¢ nel primo quadrante):

R=|w| =12+ (V3)2 =2

3
o = arg(wy) = arctg(\/_> — arctg(V/3) = T
1 3
Dunque, si ha

Wy = 2’5 = Q(Cosg—i—ising).

Otteniamo I’equazione per l'incognita z = re®’, con r > 0 e ¥ € [0, 27):

, .
rie? = 2% = w, = 2¢'5.

Si ottengono le due equazioni:
=2 o r=+2
219:%—4—21%, k=01

Gli argomenti sono

7
190:% (& ’191:677'.

Si trovano le prime due soluzioni in forma algebrica:

, 3 1
= 2 “90 e — — 9
20 = V2e \/2+\/§@
, 3 1
= 2 W1 :—\/>—
21 V2e 5 \/§Z

In modo analogo si risolve 'equazione 2% = w_ = —1 + iv/3. Si trovano le soluzioni:
1 V3
2=Va(5+i5)
IERVE]
= va( -5 -i¥2).
=2 -5 i
EseErcizio 8.3. Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
2% =0z,
Soluzioni. Certamente z = 0 ¢ una soluzione. Cerchiamo soluzioni in forma

esponenziale z = re’ con r > 0 e ¥ € [0,27). Osserviamo che

zZ = reW = rei¥

= 7“((30819 + isin 19) = r(cosv — isin?)
r(cos(—¥) + isin(—d)) = re™".
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Dunque, si trova l’equazione

)

re? = 9re™"

P# =9z &
e deduciamo che
=9 & r=0 oppure r=3,
e poi
30 = -0+ 2kn, keZ,
OVVero
I = ];7?, k=0,1,2,3.
Troviamo le soluzioni
2 =300 =3 2, =3e'5 =30, z3=23¢" =3, 2 =367 = 3
cui va aggiunta la soluzione zy = 0.
EsErcizio 8.4. Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
P2 4322 —4=0.
Soluzione. Riscriviamo 1’equazione in questo modo
(8.5) 2(z2+43)=4 & (2 +3)=4.
Eguagliamo i moduli a destra e sinistra
[2%[(|2* +3) = [2%(|= + 3)] = |4] = 4,

e osserviamo che |2?| = |z|%. Si ottiene dunque I'equazione per 'incognita t = |z|> > 0
t?+3t—4=0.

Le soluzioni sono t = —4, che ¢ da scartare, e t = 1, che & accettabile. Dunque,

deve essere |z|? = 1 e quindi |z| = 1. e sostituendo tale valore nell’equazione (8.5)

si ottiene 22 = 1 che ha le soluzioni z = +1. Queste sono tutte e sole le soluzioni
dell’equazione.

EsERcizio 8.5. Disegnare nel piano di Gauss I'insieme dei numeri complessi z € C

tali che
Re(iz? —iz%) > —4

z—?—i\/ﬁ’g\/ﬁ.

Soluzione. L’insieme

c={:ec: z—(?—f—z’\ﬁ)‘é\@}

¢ un cerchio di centro zg = g +iv2 e raggio r = V2 (circonferenza inclusa):

Disegno
Studiamo la prima disequazione. Poniamo z = x + y:
i2? —iz? = i(x +iy)? —i(z — iy)?
= i(2® + 2izy — y*) — i(2* — 2ixy — )
= —2xy — 2wy +i(2® — 2* — 5y +9°) = —4day.
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Dunque, si ha
Re(iz? —iz?) > -4 <& —daoy>-4 & ay<l.
L’insieme
A= {z::v+z'y€(C : gsygl}
¢ la regione del piano delimitata dai due rami di iperbole xy = 1 (iperbole inclusa):
Disegno
In conclusione, le soluzioni sono date dall’intersezione A N C"
Disegno

EsERcIZIO 8.6. Sia o € R un parametro fissato. Disegnare nel piano complesso
il seguente insieme

s
Sa:{zeC:ue]R}
z+1
Soluzione. In primo luogo deve essere z + 1 # 0, ovvero:
z # —1.

L’insieme S, e formato dai punti z # —1 tali che
Im(er 1 —z‘a) _o
z4+1
Calcoliamo il quoziente, ponendo z = x + iy:
Z+1—-iwa zZ+1—-waz+1
z+1 z+1 z+1
Z4+z4+z+1—iaz—ia
lzP+24+2z+1
(z —iy)? +2(z —iy) + 1 —ia(z —iy) —ia
24+ y?+2r+1
2% — 2izy — y* + 2 — 2iy + 1 — iax — ay — i«
24+ y2+2r+1 '

Annulliamo la parte immaginaria:
-2y —2y—ar—a=0 < 2ylxz+1)+alz+1)=0
& (r+1)(2y+a)=0.

Quindi deve essere x +1 = 0 oppure 2y +a = 0. Nel primo caso si ha la retta x = —1
(ma il punto z = —1 & escluso).

Disegno
Nel secondo caso si ha la retta y = —5.

EseRcizio 8.7. Determinare A € C tale che 2y = i sia radice del polinomio
P(z) =2*—228 + X2 — 22+ 2.

Calcolare quindi tutte le radici.
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Soluzione. 1l numero complesso zy = ¢ e radice del polinomio se
0=P@i) =" —2° + \i* = 2i+2=3— \.
Quindi A = 3. 1l polinomio e
P(z) = 2" =228 + 322 — 22 + 2.
Osserviamo che i coefficienti del polinomio sono reali. Due radici del polinomio sono

dunque zp = 7 e zyp = —i. Le altre due radici sono z; € C e z; € C, da determinare.
Il polinomio si fattorizza nel seguente modo:

Pz)=(z—1i)(z+1i)(z —21)(z — Z1)
= (2 4+ 1)(2% — 22, — 212 + |2 )
=2~ (s +2)2+ 1+ a2 = (21 +2)2 + |2
Eguagliando i coefficienti del polinomio si ottiene il sistema di equazioni nell’incognita
21
-2 = —(21 + 21)
3= ’21|2 +1

-2 = —(21 + 21)
2= |Zl|2.

Le ultime due equazioni sono doppioni delle prime due. Dunue si ha il sistema

Zl+21:2
21 ]? =2

Se z1 = x1 + 1y1, la prima equazione fornisce 1 = 1 e quindi la seconda diventa
2=z =2l +y7 =1+,

da cui si deduce che y? = 1, ovvero y; = +1. Scegliendo il segno + si trova la coppia
di soluzioni

21:1+i, 21:].—7,

Scegliendo il segno — si trovano le stesse soluzioni, scambiate fra loro.
In conclusione, le quattro soluzioni sono +¢ e 1 £ 1.

EsErcizio 8.8. Disegnare nel piano complesso I'insieme delle z € C tali che

4—|z—-4
(3.6) VAZlEA
V4 — |z + 4i
Soluzione. Abbiamo le restrizioni:

(8.7) A—|z—4>0 o |z—4 <4,

(8.8) 4—|z44>0 < |z+4i <4
Rappresentiamo il dominio di esistenza nel seguente disegno:

Disegno
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Con tali restrizioni, possiamo elevare al quadrato la disuguaglianza (8.6) e ottenere
4—1]z2—4
el ke I R T B T
4 — |z + 4
& |z44i] > |z — 4|
& |z +4i)? > |z -4
Ponendo z = = + 4y si ottiene la disuguaglianza equivalente:
v +iy +4if° > o +iy — 4P & 2P+ (y+4)° > (2 -4+
o Py 8y + 16 > 2 — 8x 4 16 + ¢,
ovvero y > —x:
Disegno
In definitiva, le soluzioni sono:
Disegno



CHAPTER 3

Successioni numeriche

1. Successioni numeriche convergenti e divergenti

Una successione reale ¢ una funzione a : N — R. Indicheremo con a,, = a(n) € R
I'elemento n-esimo della successione. La successione si indica con il simbolo (ay,)nen-
La successione si puo anche definire elencando in modo ordinato i suoi elementi. Ad

esempio, la successione (a,)nen con a, = 25, n € N, ¢ formata dagli elementi
1 2 n
0= 2 ...
23 n+1

DEFINIZIONE 1.1 (Successioni convergenti). Diciamo che una successione reale
(an)nen converge ad un limite L € R se per ogni € > 0 esiste n € N tale che

la, — L| <& per ognin > n.
Diremo in questo caso che la successione ¢ convergente e scriveremo anche
L = lim a, oppure a, — L.
n—00 n—00
Il numero L si dice limite della successione.

EseEmMPIO 1.2. Verifichiamo ad esempio che

lim —— =1
n—>oon_|_1

Fissiamo € > 0 e cerchiamo n € N tale che per n > 7 si abbia

1 1
<ege & n>--—1
n+1 15

n
’ —1‘<8 &
n+1

Quindi e sufficiente scegliere un numero naturale n € N tale che n > % — 1. Un tale
numero esiste per la Proprieta di Archimede dei numeri reali.

PROPOSIZIONE 1.3 (Unicita del limite). Se una successione reale (a,),en ha limite
L € R allora questo limite ¢ unico.

Dim. Siano L ed M entrambi limiti della successione (a,)nen. Fissato e > 0 a
piacere, esiste n € N tale che |a, — L| < € e |a, — M| < € per ogni n > n. Dalla
disuguaglianza triangolare segue che

L —M|=|L—-a,+a,— M| <|L—a,|+|a, — M| < 2e.

Siccome € > 0 & arbitrario, questo implica che |L — M| =0 e quindi L = M. 0]

23
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DEFINIZIONE 1.4. Diremo che una successione reale (a,)neny diverge a oo (“pin
infinito”) se per ogni M € R (arbitrariariamente grande) esiste n € N tale che
a, > M per ognin > n.
Scriveremo in questo caso lim a, = oo.
n—00

Analogamente, diremo che una successione reale (a,)nen diverge a —oo (“meno
infinito”) se per ogni M € R (arbitrariariamente grande) esiste n € N tale che

a, < —M per ognin > n.

Scriveremo in questo caso lim a, = —o0.
n—oo

Delle successioni reali che non cadono ne nel caso della Definizione 1.1 (successione
convergente) ne nei casi della Definizione 1.4 diremo che non hanno limite, ne finito
ne oo.

Una successione reale (a,)nen si dice limitata se U'insieme A = {a, : n € N} ¢
limitato in R . Equivalentemente, la successione e limitata se esiste C' > 0 tale che

lan| < C < oo per ognin e N.

PROPOSIZIONE 1.5. Se una successione reale (a,)nen € convergente allora ¢ limi-
tata.

DiM. Sia L € R il limite della successione. Fissiamo a nostro piacere un € > 0.
Allora esiste nn € N tale che |a, — L| < € per ogni n > n. Scegliamo

C = max{lai],...,|aa|, |L| +€}.
Allora |a,| < C per ogni n = 1,...,7, elementarmente. Inoltre, per n > 7 si ha
|an| = lan — L+ L| < |a, — L| + |L| <e +|L| < C.
O

TEOREMA 1.6 (Proprieta generali dei limiti). Siano (a,)nen € (by)nen due succes-
sioni in R convergenti. Allora:

1) La successione somma (a, + b, )nen € convergente e inoltre
lim a b, = lim a lim b,
2) La successione prodotto (a, - b,)nen € convergente e inoltre
lim a, - b, = lim qa, - lim b,.

3) Se b, # 0 per ogni n € N e il limite di (b,)neny non € 0, allora la successione
quoziente (a, /b, )nen converge e inoltre

lim a
n—oo b lim b,
n—oo

Dim. Indichiamo con L, M € R i limiti delle successioni (a,)nen € (bp)nen. Fissi-
amo € > 0 e sia 7 € N tale che |a, — L| < e e |b, — M| < € per ogni n > n.
1) Allora si ha per ogni n > n:

la, + b, — (L+ M)| < |a, — L| + |b, — M| < 2e.



1. SUCCESSIONI NUMERICHE CONVERGENTI E DIVERGENTI 25

2) Per la Proposizione 1.5, esiste C' > 0 tale che |a,| < C e |b,| < C per ogni
n € N. Allora si ha per ogni n > n:
|anb,—LM| = |a,b,—Lb,+Lb,—LM| < |b,||an—L|+|L||by—M| < Ce+|L|e = (C+|L|)e.

3) Per il punto 2), & sufficiente provare 'affermazione nel caso a,, = 1 per ogni
n € N. Siccome M # 0 per ipotesi, esiste € N tale che per ogni n > 7 si ha

M
ul = I, — M+ ] 2 0] b, — 2>
Dunque, per n > max{n,n} si ha
1 1 b, — M| _ 2¢
= <

by M| |b||M| — M?

O

TEOREMA 1.7 (Teorema del confronto). Siano (an)nen, (bn)nen € (¢ )nen succes-
sioni reali tali che esiste n € N tale che n > n si ha

an < by, < cp.

Supponiamo che esistano i limiti L, M € R delle successioni (a,)nen € (¢ )nen, rispet-
tivamente. Se L = M, allora anche (b, ),en converge e 1Lm b, = M.
n o

Dim. Fissato € > 0 sia 7 € N tale che |a, — L| < ¢ e |¢, — L| < € per ogni n > 7.
Allora si ha anche
b, —L<c¢,—L<l|c,—L|<e,
L—b,<L—-a,<|L—a,| <e,
e quindi |b, — L| < € per ogni n € N tale che n > 7. O
DEFINIZIONE 1.8. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il generico numero nat-

urale n € N. Se esiste n € N tale che A(n) e vera per ogni n > n diremo che
I'affermazione A(n) ¢ vera definitivamente.

Il Teorema sulle operazioni coi limiti e il Teorema del confronto coprono solo alcuni
dei casi che si possono presentare. Nel seguito discutiamo alcune altre situazioni
esemplari.

PROPOSIZIONE 1.9. Siano (a,),ey una successione infinitesima (ovvero li_}rn a, =

n o0
0) e (bn)nen una successione limitata. Allora la successione prodotto (a,b,)nen €
infinitesima.

DiM. Sia C' > 0 una costante tale che [b,| < C per ogni n € N. Fissato ¢ > 0
esiste . € N tale che |a,| < € per ogni n > 7. Allora si ha
|anby| = |an]|bn] < Ce, per ognin > n.

Questo prova che la successione prodotto € infinitesima. O

EsERcizio 1.1. Provare le seguenti affermazioni.
1) Siano (a,)nen € (bn)nen due successioni reali tali che a,, < b, per ogni n € N.
Allora si ha

lim a, =00 = lim b, = oc.
n—oo n—oo
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2) Siano (b, )nen € (Cn)nen due successioni reali tali che b, < ¢, per ogni n € N.

Allora si ha

lim ¢, =—-0c0 = lim b, = —oc.
n—0o0 n—o0

3) Sia (ay,)nen una successione reale che diverge a oo, e sia (b,),en una succes-
sione reale limitata. Provare che la successione somma (a,, + b, )nen diverge
a 0o.

4) Sia (a,)nen una successione reale che diverge a oo, e sia (by,)nen Una succes-
sione reale, positiva, staccata da 0 ovvero: esiste § > 0 tale che b, > 0 per
ogni n € N. Allora la successione prodotto (a, - b,)nen diverge a oco.

2. Esempi di successioni elementari

EsemMPIO 2.1 (Quoziente di polinomi). Siano P e @ polinomi a coefficienti reali
nella variabile z € R di grado p e ¢, rispettivamente, con p,q € N. Precisamente,
supponiamo di avere

P(x)=apr? + ... +aix+ap, z€R
Qz) =bx?+ ...+ byx + by, zeR.

Avremo a, # 0 e b, # 0. Senza perdere di generalita supponiamo che a, > 0 e b, > 0.
Allora si ha

00 sep > q,
P a
hmﬂ: f se p =g,
n—oo (n) q
se q > p.

La verifica e elementare e utilizza il teorema sulle operazioni con i limiti partendo
dalla seguente identita:

a,n? + ...+ an+ ag pq OpFapn™' . Fan' P+ agn P
=n .
bynd + ...+ bin + by by + by—in=t+ ...+ bynt=1 4 byn=1

ESEMPIO 2.2 (Successione geometrica). Sia ¢ € R un numero reale fissato. Stu-
diamo la convergenza delle successione geometrica a,, = ¢" per n € N. Verificheremo
le seguenti affermazioni:

0 se |q| < 1,
. n )1 seq=1,
A " = 00 seq>1

non esiste se g < —1.
L’ultima affermazione significa che il limite non esiste ne in R ne +oo.

Esaminiamo il caso —1 < ¢ < 1. E sufficiente considerare il caso 0 < q < 1. Allora
g=1—xconz € (0,1). Per tali z valgono le disuguaglianze

0<(l—-a)"<
_( z)_1+m:

Si veda I'Esercizio 5 del Foglio 1. Siccome

. 1
lim =0

, nelN.
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dal Teorema del confronto segue che

lim ¢" = lim (1 —2)" = 0.

n—0o0 n—oo

Nel caso ¢ > 1 si puo scrivere ¢ = 1 + x con z > 0. Dalla disuguaglianza di
Bernoulli si ottiene

¢"=1+2)">1+nz,

e per confronto si trova lim ¢" = oo.
n—oo

EsempIO 2.3 (Radice n-esima). Per ogni numero reale p > 0 si ha

lim /p = 1.

n—oo

E sufficiente considerare il caso p> 1. Il caso 0 < p < 1 siriduce a questo passando ai
reciproci. Se p > 1 si ha ¢/p =1+ a, con a, > 0. Dalla disuguaglianza di Bernoulli

p=(14+a,)" >1+nay,,

si ottiene
-1
O0<a,< s ,
n

e quindi nh_)ngo a, = 0.
Esempio 2.4 (Radice n-esima di una potenza di n). Per ogni numero reale 5 > 0

si ha
lim Vnf = 1.

n—oo

Proviamo Deffermazione nel caso 5 = 1. Si ha certamente {/\/n = 1+ a, con
a, > 0 per ogni n > 1. Usando nuovamente la disuguaglianza di Bernoulli si trova

vn=(1+a,)" > 1+ nay,,

e quindi
Vn—1
—
Dal Teorema del confronto segue che 711131010 a, = 0. In conclusione, si ottiene

0<a,<

lim {/n = lim (14 a,)*=1.

n—o0 n—o0

EseEmMPIO 2.5 (Confronto fra potenze ed esponenziali). Siano a, 5 € R numeri reali
tali che a > 1e > 0. Si ha:

/”LB
lim — =0
n—oo qn
Esaminiamo la successione
B
n
b,=—, neN
CL'I’L

Dal momento che
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fissato é < q < 1, esiste n € N tale che b,,1 < gb, per ogni n > n. Iterando tale
disuguaglianza si ottiene

_ b-
0<b, <qb1 < ... Sqn_"bﬁ:qn-—g.
q
Per confronto con la successione geometrica si deduce che ILm b, = 0.
n o0

EseEmMPIO 2.6 (Confronto fra esponenziale e fattoriale). Sia @ € R un numero reale
tale che @ > 0. Si ha:

.oa”
Iim — = 0.

Esaminiamo la successione .

a
b, =— mneéeN.
n!
Dal momento che
. bn+1 . a
lim = lim

Y

fissato 0 < ¢ < 1, esiste n € N tale che b, < ¢b, per ogni n > n. Come sopra, si
conclude che b, — 0 per n — oc.

EseEmPIO 2.7 (Confronto fra potenze e logaritmi). Per ogni v, 8 € R con o, § > 0

risulta
log” n

lim

n—oo N«
Con la sostituzione x,, = logn, ovvero n = e, si ottiene per n > 1

B B B
clog'n w, ([zn]) +1)
- po eTna (ea)[zn]

= 0.

0

Siccome e > 1 e a > 0, la base dell’esponenziale verifica e > 1. Dunque, fissato
€ > 0 esiste M € R tale che risulti
([za] +1)°

eyl =°

non appena [x,] > M. Ma siccome

dim [2,] = lim [logn] = oo,

esiste n € N tale che [x,] > M per ogni n > n. Abbiamo cosi provato che per ogni
€ > 0 esiste n € N tale che per ogni n > n si ha

B
OSIOg n

< €.
ne

3. Successioni monotone

DEFINIZIONE 3.1 (Successioni monotone). Una successione reale (ay,)nen si dice:

i) crescente se a, < a,.1 per ogni n € N;

ii) strettamente crescente se a, < a,1 per ogni n € N;
iii) decrescente se a,, > a,.1 per ogni n € N;
iV) strettamente decrescente se a, > a,.1 per ogni n € N.

Una successione crescente o decrescente si dice monotona.
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PROPOSIZIONE 3.2. Sia (a,)neny una successione crescente e (superiormente) li-
mitata. Allora la successione e convergente e inoltre

lim a,, = sup {an € R:n e N} =supa,.

n—o0 neN

DiM. L’insieme A = {an € R : n € N} & superiormente limitato e quindi esiste
finito
L =supAeR.
Siccome L e un maggiorante di A si ha a,, < L per ogni n € N. Fissiamo ¢ > 0.
Siccome L ¢ il minimo dei maggioranti di A, esiste n € N tale che a; > L —¢. Dal
fatto che (a,)nen € crescente, si deduce che per n > 7 si ha:

a, > an > L —¢.
Abbiamo dunque provato che per ogni € > 0 esiste n € N tale che per n > 7 risulta
L—ec<a,<L<L+e.
Questa e la tesi della proposizione. [l

Se una successione crescente (a,)n,eny non € superiormente limitata, allora un ar-
gomento analogo al precedente prova che

lim a, = co.
n—oo

Per le successioni decrescenti valgono affermazioni analoghe. Ad esempio, se (a;,)nen
e decrescente e inferiormente limitata, allora

lim a, = inf{a, € N:n € N} eR.

Nella dimostrazione della Proposizione 3.2 abbiamo usato 1’ Assioma di completezza
dei numeri reali per assicurarci dell’esistenza del numero L € R.

ESERCIZIO 3.1. Sia (a,)nen la seguente successione definita in modo ricorsivo:

ap=0, api1=vV24+a, n=>0.

Provare che la successione converge a calcolarne il limite.

Soluzione. Mostriamo che la successione e crescente e superiormente limitata.
Sia f(z) = v/2 + x la funzione, definita per x > —2, che interviene nella definizione
ricorsiva a,+1 = f(a,). Studiamo la disuguaglianza

flz)>z & —-l<z<2.

Dunque, fintantoche 0 < a, < 2, risulta a,y; > a,. Proviamo per induzione che
0 <a, < 2. Per n =0 questo e chiaro. Inoltre, si ha

i1 <2 & V2+a,<2 & a,<2.

Questo prova che la successione ¢ crescente (strettamente) e superiormente limitata.
Dunque esiste finito

L = lim a,.
n—o0

Passando al limite nella relazione ricorsiva a, 1 = f(a,) ed usando la continuita di f
si trova

L= lim an4q = lim fla,) = f(lim a,) = f(L).

n—oQ
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Le soluzioni dell’equazione L = f(L) sono L = —1 che ¢ da scartare ed L = 2.
Dunque, il limite ¢ L = 2.

4. Esercizi svolti

EseERcizIO 4.1. Usando la definizione provare che

. n?—log(n+1)
lim = 00
n—r00 n

Soluzione. Fissato M > 0 dobbiamo trovare n € N tale che per ogni n > 7 si
abbia
n? —log(n + 1)
n
Tale disequazione non si risolve in modo esatto. Usiamo il metodo delle maggiorazioni.
Siccome log(n + 1) < n, avremo

21 1
n og(n + )Zn—l.

> M.

n
Risolviamo la disequazione semplificata

n—1>M < n>M-+1.

Possiamo dunque scegliere n € N tale che n > M +1. Un tale n esiste per il Principio
di Archimede. Dunque, per ogni n > n avremo
n? —log(n + 1)
n

>n—1>n—-1> M.

EsERcizio 4.2. Calcolare il seguente limite:

1 1
bt (L)
n—o0 n2+1 n2+n

Soluzione. Abbiamo le stime

1 1 n
4.9 —_—t ... F < <1, neN,
(49) NS R e
e inoltre
1 1 n 1
410 4.+ > - . neN,
(4.10) vn?+1 Vn24+n T Vn2+n  \/1+1/n

Siccome x — /x ¢ una funzione continua:

lim 1—|—711:\/hm (1+i)=ﬁ:1,

n—oo n—oo

e quindi
1
(4.11) lim ——— = 1,
e per il Teorema del Confronto da (4.9),(4.10) e (4.11) deduciamo che L = 1.

EseErcizio 4.3. Calcolare il seguente limite:

lim /27 4 37,

n—o0
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Soluzione. Dalle disuguaglianze
3= {3n < Y27+ 30 < /30 + 30 =302,
e dal fatto che
lim V2 =1,
n—oo
segue per il Teorema del Confronto che

lim V2" 4 3" = 3.

n—oo
EsERciz1O 4.4. Calcolare il seguente limite:

. n?—mnsinn
lim R
n—00 3n? + cosn

Soluzione. Abbiamo

2 _ sinn .
n? —nsinn n(l n > ] —=mn

— n

3n2—|—cosn a n2<3+%> - 3+ COSZn‘

n

Poiche “successione infinitesima per successione limitata = successione infinitesima”,
si ha
sinn cosn

lim =0 e lim = 0.
n—oo n n—oo n,
Dal Teorema sul quoziente dei limiti otteniamo
n? —nsinn —smnog

= lim —2 = —.

m ——
n—oo 3n? 4+ cosn  nooe 34 3

EsErcizio 4.5. Calcolare il seguente limite:
Ji (VT 0,
Soluzione. Usiamo l'identita
2 =y’ = (- y)@® +ay +y°)

per ottenere

s (n+1)—n
t1=Vn S+ 12+ n(n+1)+ V/n?

Quindi
2/3

lim n%?(/n+1— ¥/n) = lim n
n=y00 ( \/_) n—00 \9/(71 +1)2+ \?/n(n + 1)+ V/n?
1

= lim = —.
nooo 3(1+1/n)2+ Y1+1/n+1 3

EsERrciz10 4.6. Calcolare il seguente limite:
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Soluzione. 1l termine dominante al numeratore ¢ n2”, quello al denominatore &
3"

n2" + log* n - n2" 1+ lilg;n
R - L
Osserivamo che
1 4 2 on
im 22" _ 0 lim =0, lim =" _

Dal Teorema sulle operazioni coi limiti segue che L = 0.



CHAPTER 4

Serie numeriche

1. Serie numeriche. Definizioni

Sia (@, )nen € una succesione reale. Vogliamo definire, quando possibile, la somma
di tutti gli a,, al variare di n € N. Tale somma di infiniti termini si indica nel seguente
modo:

(1.12) i .

Con tale notazione si vuole indicare un numero reale. Chiameremo un’espressione
come in (1.12) una serie reale.
Formiamo la successione delle somme parziali

n
sn:Zak:a0+...+an, n € N.
k=0
La successione (s,)nen puo convergere, puo divergere a oo 0 —oo, oppure pud non

avere limite.

DEFINIZIONE 1.1 (Serie convergente). Se la successione delle somme parziali (S, )nen
converge ad un numero s € R, porremo

oo
> a, =s,
n=0

e diremo che la serie converge ed ha come somma s.

Se la successione delle somme parziali (s,,),eny diverge a 0o 0 —oo, diremo che la
serie diverge a 00 0 —0Q.

Se la successione delle somme parziali (S, ),eny non ha limite, né finito ne infinito,
diremo che la serie non converge.

I1 generico addendo a,, che appare nella serie (1.12) si dice termine generale della
serie, ed (a,)nen € la successione dei termini generali.

TEOREMA 1.2 (Condizione necessaria di convergenza). Se una serie reale

[e.e]
5= an
n=0
converge allora la successione dei termini generali ¢ infinitesima, ovvero

lim a, = 0.
n—oo

DiM. Sia ($,)nen la successione delle somme parziali. Allora avremo

lim s, = lim s,,_; = s.
n—0o0 n—oo

33
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Dunque, si deduce che

lim a, = lim (s,, — $,,_1) =5 — s =

O

2. Serie geometrica. Serie telescopiche. Serie armonica generalizzata

2.1. Serie geometrica. Sia x € R un numero reale tale che x # 1. Ricordiamo
la formula per le somme geometriche parziali
n 1— anrl
Y=t Len
k=0

11—z

_l’_

Se |z| < 1, allora lim 2" ' = 0. Se invece |z| > 1 il limite non esiste (o non esiste
n—oo

finito). Dunque, si ottiene la formula per la serie geometrica
© 1
da"=—— zeR |z[<L
n=0 1 -

2.2. Serie telescopiche. Sia (a,),eny una successione reale e formiamo la suc-
cessione delle differenze b, = a,,+1 — a,, n € N. Allora si ha

n

n n n
Dbk =D (A —ar) =D aps1 — D Ak = Gpyr — Qo
k=0 k=0 k=0

k=0

Se ora la successione (a, )ney converge ad un limite L, allora la serie con termine
S )

generale b,, converge e inoltre

an = L—CL().
n=0

Ad esempio, si trova

in(nlm:i(i_n_lu):Jiﬁr{}og(;_lﬁﬁzrg&(l_niﬁzl'

n=1 n=1 0

L’ultima serie e talvolta chiamata serie di Mengoli.

2.3. Seria armonica generalizzata. Per o > 0 si consideri la serie numerica
> 1
n=1 ne

PROPOSIZIONE 2.1. La serie precedente converge se e solo se a > 1.

DiM. Iniziamo dal caso o« = 2. Dalle disuguaglianze
1 1

2> ) e <=
nznn—1) n? ~ n(n—1)

si ottiene
> 1 i 1 i 1
— < — = — <
nz:; n® = mnn—-1) ‘Znn+1)
e per confronto la serie a sinistra converge. Per av > 2 si ha n® > n? e quindi

> 1

00
2. e S <o
n:ln n:ln
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La serie a sinistra converge.
Passiamo al caso o = 1. In questo caso si ha

< 1 1 1 1 1 1 1 1
ngln—1+2+<3+4)+(5+6+7+8)+...
1 1 1 1 1 1 1
21+§+(Z+1>+(§+§+§+§>+
—-1_+_1_+_1 +_1_+ —
= 9 9 9 ... =00,

e dunque la serie diverge a oo.
Quando 0 < a < 1 si ha n® < n e dunque

e per confronto la serie a sinistra diverge a oo.
Rimane da discutere il caso 1 < a < 2. In questo caso la serie converge, ma la

dimostrazione di questo fatto e rinviata.
O

3. Criterio della radice e del rapporto per serie reali

Se (an)nen € una successione reale non negativa, allora la successione delle somme
parziali
Sp,=ag+ar+...+a,, neEN,
¢ monotona crescente e quindi il limite di (s,)nen esiste sempre, finito oppure oco.
Iniziamo con il Criterio del confronto.

TEOREMA 3.1 (Criterio del confronto). Siano (a,)nen € (by)nen successioni reali
tali che 0 < a,, < b, per ogni n € N. Allora:

o0 o0
i)Zan:oo = an:oo;
n=0 n=0
o.) [o.¢]
i) d by<oco = Y a, <o
n=0 n=0
La verifica del Teorema segue dall’analogo enunciato per le successioni.

TEOREMA 3.2 (Criterio della radice). Sia (a,)nen una successione reale non nega-
tiva, a, > 0 per ogni n € N, e supponiamo che esista

L = lim a,.

n—oo
Allora si hanno i seguenti due casi:
[o.¢]

i) Se L < 1 allora la serie converge »_ a, < co.
n=0

oo
ii) Se L > 1 allora la serie diverge Zan = oo. Di piu, il termine generale
n=0
verifica

lim a, = .
n—o0

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere a oo.
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DiM. i) Esistono g € (0,1) e n € N tali che {/a,, < g per ogni n > n. Dunque
a, < q" per ogni n > n, e quindi

o [o.¢]
da, <Y ¢ < .
n=n n=n

Questo prova la convergenza della serie.
ii) Esistono ¢ > 1 e n € N tali che {/a, > ¢ per ogni n > n. Dalla disuguaglianza
a, > q" si deduce per confronto che

lim a, = co.
n—0o0

Quindi la successione (a,),eny non € infinitesima, e per la condizione necessaria di
convergenza la serie diverge.

0

TEOREMA 3.3 (Criterio del rapporto). Sia (a,),en una successione reale positiva,
a, > 0 per ogni n € N, e supponiamo che esista L = nllg)lO api1/a,. Sihanno i seguenti

due casi:
o0
i) Se L < 1 allora la serie converge »_ a, < 0o.
n=0

o0
ii) Se L > 1 allora la serie diverge Z a, = oo. Di pit, il termine generale
n=0
verifica

lim a, = .
n—oo

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere a oc.

Dim. i) Esistono ¢ € (0,1) e 7 € N tali che a,11/a, < ¢q per ogni n > n. Dunque
an < qa,—1 < ¢" "ay per ogni n > 7, e pertanto

[oe) B o
dan<ang Y ¢" < oo
n=n n=n

Questo prova la convergenza della serie.

ii) Come sopra, si arriva alla disuguaglianza a,, > qa,_1 > ¢" "a; dove ora q > 1.
Non e dunque verificata la condizione necessaria di convergenza e la serie > °°, a,
diverge. OJ

4. Esercizi svolti

EsErcizio 4.1. Dire se converge la serie

. n
nzzon—kl'

Soluzione. La serie non converge in quanto non e verificata la condizione necessaria

di convergenza

n
lim =1+#0.

EseRcizio 4.2. Calcolare la somma delle seguenti serie
>0 1 > 1

PIETID Dl

n=1 n=1
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Soluzione. Usiamo la formula per la serie geometrica:
<1 1\ 1
7:_14_2(7) =14+ — =
— 2" =N2 1—-1/2

1 > /1" > /1"
EsERrciIzio 4.3. Stabilire se converge la serie
1+ cosn
Z N
14+n

Soluzione. La serie € a termine positivi:

1
+cosn>0, neN.

V1+nd —
Usiamo il Teorema del Confronto
1+ cosn 2 2

< .
Vidnd = V1+nd ~ nd?
Essendo 3/2 > 1, la serie seguente converge
> 2
> 3 S

n=1

e per Il Teorema del confronto anche la serie data converge
1+ cosn 2
— <00
Z RUETT A zzl n’/?

ESERCIZIO 4.4. Scrivere il numero decimale periodico
x=0,454545... = 0,45
in forma razionale x = p/q con p,q € N.

Soluzione. 1l significato della rappresentazione decimale &

4 5) 4 5)
0,45 = — —
10+102+1O3+104+
4 >© 5
-3 gt 2 g
n=0 n=1
4 & < 1

“T 2 m)n+5§<110)

2 1 1
=z —1
51— 1/100 +5<1 —1/100 )

n

_BH_5
S99 11
ESERCIZIO 4.5. Verificare che la serie esponenziale

=1

7'.
n=0 n:

1.

1

1—1/9

)=

3

g

37
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Soluzione. F una serie a termini positivi:

1
a,=—>0, neN.
n!
Usiamo il Criterio del Rapporto:
A1 n! 1

a,  (n+1) R
Dunque, si ha
L= lim & — <1,

n—oo an

e dunque la serie converge.
ESERCIZIO 4.6. Determinare tutti gli x € R tali che converga la serie

i log(2n—|— n)

n=1

|z[".
Soluzione. Si tratta di una serie a termini positivi:
log(2 +n
an = an > 0.
n
Possiamo usare il Criterio della Radice. Avremo:

o= log(2 4 n)

n
Partiamo dalle seguenti disuguaglianze:

log 2 < ./log(2 4+ n) < (/n%—l _ {/1+1§ 3.
Un n n n

lim {/log2 = lim V2 = lim Yn=1,

n—o0

.

Dai limiti noti

segue dal Teorema del Confronto che

log(2
lim 20821+

n—oo n

= 1.

Di conseguenza:

L = lim a, = |z|.

n—oo
Abbiamo due casi:
1) L = |z| < 1. La serie converge.
2) L = |z| > 1. La serie diverge a oc.
Rimane da discutere il caso L = || = 1, ovvero x = +1. In questo caso la serie
diventa:
>, log(n + 2)
2

n=1

Questa serie diverge, per confronto con la serie armonica:

= log(n+2) . X log?2
Y ———= > —— =

n - n

Q.

n=1 n=1
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ESERCIZIO 4.7. Determinare tutti i valori del parametro o € R tali che converga

la serie
< V/nd4+1—vn3—1

>

n=1

no
Soluzione. Riscriviamo il termine generale nel seguente modo:
(V3 +1—=vn*=1) (Vi3 + 1+ vn? —1)
na(\/n:” +14+vn?—1)
(n*+1)—(n*—1)
nan?’/Q(\/l +L+/1- *)

2

na+3/2<\/1+ +\/1_7).

Ay —

Osserviamo che

1 1
13\/1+3+\/1—3§\/§+1, n e N,
n n

e dunque
2 < < N
V2t inorsz =0 S e PEN
Siccome
> 1 3 1
;7710‘+3/2<00 ® atg>1

dal Teorema del Confronto segue che la serie data converge se e solo se v > —1/2.

EsERrciz1io 4.8. Al variare di z € R studiare la convergenza della serie

i vn—+1
= 1+n+a?n?

Soluzione. Distinguiamo i due casi: 1) xz = 0; 2) x # 0.

Se x = 0 la serie diventa

Z T —
Siccome v/n + 1 < v2n <2 \/— n per n > 1, avremo per il Teorema del Confronto

e R
L’ultima serie diverge essendo 1/2 < 1.

Quando x # 0 si puo maggiorare il termine generale nel seguente modo:

vntl _vntl _Von V2 1

14+ n+22n2 = 2202 — 22n2 22 nd/2
Siccome
1
—n << 0Q,
P

=1
essendo 3/2 > 1, allora dal Teorema del confronto la serie data converge.
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ESERCIZIO 4.9. Al variare di z € R e k € R, con k # 0, studiare la convergenza
della serie

[n—=]

00
D e
n=0

Soluzione. La serie ¢ a termini positivi e possiamo dunque usare il Criterio della

Radice. Sia
. n n—x . 7|"7'*I|
L = lim \/e“ 7l lim e™ =k .
n—od n—oo

Osserviamo che

. n—2x| . 1=z/n| 1

Jim o — = lim e =
e quindi

L =e¢ Yk

(i sono due casi:

1) L < 1. In questo caso la serie converge. Precisamente:

1
L<l & <l & —%<O & k>0.

2) L > 1. In questo caso la serie diverge. Precisamente:

L>1 < k<O

Il caso L = 1 non si presenta. Dunque la serie converge se e solo se k > 0 (indipen-
dentemente da x € R).

5. Il numero e

Il numero e di Nepero si definisce come la somma della “serie esponenziale”, che
converge per il Criterio del rapporto:

i 1

e= >y —.

= k!

Il seguente teorema, dove si prova una definizione alternativa del numero e, ¢ utile
per risolvere le forme indeterminata del tipo [1°°].

TEOREMA 5.1. Il seguente limite esiste finito e inoltre

(5.13) lim (1+ 1>n - fj;, —e.

n—oo n =0
DiM. Proveremo che la successione
1 n
an:(1+—> , neN,
n

e crescente e superiormente limitata. Dalla Proposizione 3.2 segue 'esistenza finita
del limite (5.13).
Dalla formula del binomio di Newton si ottiene

(5.14) an:(1+i)n:§<z>;:é(1_1)...(1_/?—1)]{1;!’

n n
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e in modo analogo

ntl 1 E—1\ 1
T o Cp . R T
Gnt1 kz%( n-+1 n-+1/k!

Dalle disuguaglianze

(1—2)<(1—ni1),...,(1—k;1)<<1—ili),

per k = 0,1,...,n, segue che a, < a,+1. Questo prova che la successione (a,)nen €
strettamente crescente. Siccome

(1—i)<1,...,(1—k;1)<1,

dall’identita (5.14) si trova anche la maggiorazione

1\» "1
(5.15) an:(1+—) <k2::OH<e.

n

Questo prova che la successione (a,),eny © superiormente limitata. Dunque, esiste
finito il limite e si ha

lim a, <e.
n—oo

Vogliamo provare la disuguaglianza opposta.
Siano m,n € N numeri naturali tali che m < n. Allora, ripartendo dall’identita

(5.14), si trova:
o (1= 1) (k1)
1
!

k=0 n n

> i (1—71)...(1—]71)]f

In questa disuguaglianza passiamo al limite per n — oo e otteniamo la disuguaglianza
UC
Him a2 D 5

che a questo punto vale per ogni m € N. Passando ora al limite per m — oo si trova

O

OSSERVAZIONE 5.2. Il Teorema 5.1 si puo generalizzare nel seguente modo. Per
ogni x € R si ha

00 k

. T\" - z
(5.16) Jggo(urﬁ) = =30

OSSERVAZIONE 5.3. Il numero di Nepero e verifica
2

1 1
>1+14+ =4+ ==2+-.
e + —1—2!-1-3! +3
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Per ottenere una stima dall’alto si puo usare la seguente disuguaglianza, che non

dimostriamo,

n—1 n

e< Y =4 —,
kz:% k!l nl(n—1)
che con n = 4 fornisce 5 .
<24 -4+ =<3
N R
6. Serie a segno alterno. Criterio di Leibniz

Per questa parte si vedano gli appunti manoscritti in rete.

7. Convergenza assoluta

In questa sezione illustriamo il Criterio della convergenza assoluta, che fornisce
una condizione sufficiente per la convergenza di serie con termine generale non nec-
essariamente di segno costante.

DEFINIZIONE 7.1. Sia (a,)neny una successione di numeri reali. Diciamo che la

o0
serie Z a, converge assolutamente se converge la serie
n=1
o0
> an| < .
n=1
oo
TEOREMA 7.2. Sia (a,)neny una successione di numeri reali. Se la serie Z an
n=1

converge assolutamente allora converge anche semplicemente ed inoltre
o
D an
n=1

DiM. Definiamo per ogni n € N la parte positiva e la parte negativa di a, nel
seguente modo

o
< |an).
1

n—=

(7.17)

al = max{a,,0}, a, =min{a,,0}.

Le successioni (a; )nen € (a; )nen verificano le seguenti proprieta: i) af > 0e a, < 0;
i) a, = ab + a,; iil) |a,| = af —a;; iv) af, —a, < la,|. Dal teorema del confronto

n n?

abbiamo
oo o o oo
0< > af <> an| <oo, 0< = a, <> a,| < oo.
n=1 n=1 n=1 n=1
Dalle identita
n n n n
Dok = (af fag) =3 ai +> a
k=1 k=1 k=1 k=1

segue allora anche l'esistenza finita del limite
n oo o
. . _l’_ —
lm Y ac=Yat 3 ar.
k=1 k=1 k=1

Infine, dalla disuguaglianza

< Z’ak’
k

=1

n
> a

k=1
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segue la tesi (7.17). Questo termina la prova. O

8. Esercizi svolti

EsERcizio 8.1. Discutere la convergenza della serie
> 1
> {sin <7)(—1)”
=5 n+1

Soluzione. Abbiamo
1

n+1)20,

e quindi siamo in presenza di una serie a segno alterno. Verifichiamo le ipotesi del
Criterio di Leibniz:

1) La successione (a,)nen € infinitesima. Infatti:

) 3 . 1 af 1. . 1 N . 1
lim sm( ) = 4/ lim sm( ) = sm( lim ) =0.

Abbiamo usato il fatto che la radice cubica e il seno sono funzioni continue.
2) La successione (a,)en © decrescente. Dobbiamo controllare che

a, = 38111(

pi1 < ap, neN.

Osserviamo che la funzione x +— J/x & crescente. Inoltre, sull’intervallo
[0,7/2] la funzione z — sinx, € [0,7/2], & crescente. Di conseguenza, la
funzione composta

f(z) = Vsinz, x€l0,7/2],
¢ (strettamente) crescente. Deduciamo che
1 1 of . 1 sl . (1
< - = sin < ) < {/sin (—),
n+1 n n+1 n

e quindi a,,1 < a, per ogni n € N.

Per il Criterio di Leibniz la serie data converge.

EsErcizio 8.2. Al variare di z € R studiare la convergenza della serie

U G n
nz::l 57 log(n + 1) (2" = 22)"

Soluzione. La serie non e a termini positivi. Iniziamo a studiare la convergenza
assoluta. Detto (—ayn
— 2 n
an(r) = ————F——— (2" — 22
() 5”10g(n+1)< )"
studiamo la convergenza della serie

o0

> lan(x)]

n=1

con il Criterio della Radice. Dobbiamo calcolare il seguente limite:

4
L(z) = lim {/|a,(z)| = lim —————=|2® — 21|
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Per confronto

{log2 < {flog(n + 1) < ¥/n,
A, Viog2 = lim /n = 1.

dal Teorema del Confronto deduciamo che

dim {flog(n +1) =1,

4
L(z) = 5|x2 — 2z

Dal Criterio della Radice si ottengono le seguenti conclusioni:

e siccome

e dunque

1) L(z) < 1 implica che la serie converge assolutamente.

2) L(z) > 1 implica che la serie non converge assolutamente. Di pitu, si ha
lim,, o |a,(x)| = 0o e quindi il termine generale non ¢ infinitesimo. Dunque,
nel caso L(z) > 1 si ha

Jiny () #0,
e quindi non c¢’¢ nemmeno convergenza semplice della serie.

Risolviamo la disequazione
5

4
Lz) <1l < g|x2—2x|<1 & |:L‘2—2x|<1.

La disequazione con valore assoluto e equivalente al sistema

2? —2x <8 x2—2$—§<0
a? =2z > -3 x> —2x+2>0.
Le radici del polinomio 22 — 2z — 5/4 = 0 sono

24+ /4+4-5/4
= ; My 1+i:1¢3.

2

Tt
Dunque si ha
) 1 D
2
—2r——-<0 & —<r<-=.
oy 2 ="
L’equazione x? — 2x + 2 = 0 non ha radici reali. Dunque 22 — 2z + % > (0 per ogni
x € R. La conclusione ¢ che:
1 5

5
L)<l < 2_ul<t & —S<ar< -,
(@) o~ 2] < 2 <<

Per tali valori della x la serie converge assolutamente e quindi semplicemente. Analoga-

mente, si ha
1

5
Liz)>1 <& =z< —5 oppure >
Per tali valori della x la serie non converge (ne assolutamente ne semplicemente) in
quanto il termine generale non ¢ infinitesimo.

Rimane da discutere il caso:

5 1 5
L([L’) =1 <~ |l‘2 — 2$| = 1 =~ xr = —5 oppure = = 5
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In entrambi i casi si ha 2% — 22 = %, e quindi la serie iniziale diventa

8.18 —_
(8.18) 712::1 log(n + 1)
Questa serie converge (semplicemente) per il Criterio di Leibniz. Infatti, la successione
1
n T 7 7 4\ € N7
¢ log(n + 1) "
verifica:
1) E infinitesima:
1
lim a, = lim —— =0

n—o0 n—o log(n + 1)
2) E decrescente:
o 1 < 1
log(n +2) = log(n+1)
< log(n+1) <log(n+2)
& n+1<n+2
& 1 <2

Qp+1 S Ap,

Proviamo che la serie (8.18) non converge assolutamente, ovvero:
SR
“— log(n+1)

Lo proviamo per confronto partendo dalla disuguaglianza

logln+1)<n < _ > l,
log(n+1) — n
e dunque
D DR
“—log(n+1) ~ = n

EsERrcizio 8.3. Studiare la convergenza della serie

o0

> ( sin(sin n))n

n=1
Soluzione. Osserviamo che —1 <sinn < 1 per ogni n € N. Di conseguenza si ha:
|sin(sinn)| <sinl =¢ < 1.

Per confronto con la serie geometrica di ragione g < 1:
o0 o0
> Isin(sinn)|* <> ¢" < oo
n=1 n=1
La serie data converge assolutamente e quindi anche semplicemente.

EsErciIzio 8.4. Studiare la convergenza della serie

> nl

o
n:ln
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Soluzione. 1l termine generale della serie

|
an = m >0
nn
e positivo e dunque possiamo utilizzare il Criterio del Rapporto. Avremo
py1 (A1) a"  a” _( n )”_ 1
a, (n+Drtial  (n+1)n \n4+1/ (1+;)n'
Quindi si ha
n . 1 1
limgz lim ——5 = - < 1,

n—oo q,. n—00 (1 L l)n o
n

in quanto e > 1. Per il Criterio del Rapporto la serie converge.



CHAPTER 5

Funzioni di variabile reale

1. Dominio, immagine, funzioni pari e dispari, sup e max
1.1. Funzione. Siano A, B C R insiemi. Una funzione
f:A—>B

¢ un’applicazione che ad ogni elemento x € A associa un univocamente determinato
elemento f(x) € B. Diremo che:

i) A= D(f) e il dominio di f;

ii) B ¢ il codominio di f.

1.2. Immagine. L’insieme

f(A)={f(z) e B:z € A}
= {y € B : esiste x € A tale che f(z) = y}

si chiama immagine di A rispetto ad f. In generale I'immagine ¢ un sottoinsieme

stretto del codominio.

1.3. Grafico. Il grafico di f e il sottoinsieme del piano cartesiano
gr(f) = {(z, f(2)) e R* .z € A= D(f)}.
Disegno
1.4. Funzioni pari e dispari. Diciamo che un insieme A C R e simmetrico se
reA & —xeA
Diremo che una funzione f : A — R & pari se
f(z) = f(—x) per ogni x € A.
Diremo che una funzione f : A — R & dispari se
f(z) = —f(—x) per ognixz € A.

rsinzx

Esempio 1.1. 1) La funzione f(x) = definita per ogni = € R, & pari:

14 22’
_ —xsin(—r)  wxsin(r)
fl=) = 1+ (—2)2 1422 f(@).
3
2) La funzione f(x) = h);;ﬂ(;j-sid)’ definita per ogni x € R, e dispari:
(—z)*cos(—z)  z°cos(x)

f(=x)

T log(2+ | —z|) log(2+]7]) —f(@).

47
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1.5. Estremo superiore e inferiore. Massimo e minimo. Definiamo ora
I’estremo superiore e inferiore di una funzione.

DEFINIZIONE 1.2. Sia f : A — R una funzione. Definiamo 1’estremo superiore di
fsu A:

sup f =sup f(z) =sup{f(z) e R:z € A}.
A €A
Definiamo 1'estremo inferiore di f su A:
1%ff = irelgf(x) =inf{f(z) e R: 2z € A}.
Infine, diremo che f e limitata se
supf <oco e inff>—oc.
A A
OSSERVAZIONE 1.3. Si ha L =sup, f € R se e solo se:

i) f(x) < L per ogni z € A;
ii) per ogni € > 0 esiste x € A tale che f(z) > L —e¢.

DEFINIZIONE 1.4. Se esiste un punto zg € A tale che f(zy) = sup, f scriveremo
sup f = max f,
A A

e diremo che zy € un punto di massimo di f su A.
Se esiste un punto xy € A tale che f(zg) = infu f scriveremo

inf f = min
f f = min /.
e diremo che zy ¢ un punto di minimo di f su A.

Esercizio 1.1. Sia f : R — R la funzione

fla)= "

- z € R.
Calcolare sup, f, inf4 f ed f(A) C R.

“Tra

Soluzione. Osserviamo che la funzione ¢ pari. Inoltre si ha f(z) > 0 per ogni
x € Red f(0) =0. Segue che

ufllff:mj%nf:(),

con 0 € R unico punto di minimo (assoluto).
Affermiamo che

sup f = 1.
R

Da un lato si ha
2

flx)<1 & <1 & 2°<1+2° & 0<1,

1+22 —
e l'ultima disuguaglianza e verificata. Sia ora € > 0 e cerchiamo un punto x € R tale
che f(x) > 1 —¢, ovvero

1—¢
s>1—e & 22>1-c+(l-g)? & a’>l-¢ & 2°> :
1+ €

e I'ultima disequazione ha soluzioni |z| > /(1 —¢)/e.
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Dai conti precedenti segue anche che f(z) # 1 per ogni € R. Quindi f non
assume valore massimo. Un grafico approssimativo di f ¢ il seguente:

Disegno
U

2. Funzioni iniettive, suriettive, monotone. Funzione inversa e composta
2.1. Funzione inversa.

DEFINIZIONE 2.1. Sia f : A — B una funzione. Diremo che:

i) f e iniettiva (1-1) se: f(x) = f(y) = z=uy;
ii) f & suriettiva (su) se: per ogni y € B esiste € A tale che f(x) = y;
iii) f e biiettiva se f &1 —1 e su.

DEFINIZIONE 2.2. Sia f : A — B una funzione 1 — 1 e su. Possiamo definire la
funzione inversa f~!: B — A in questo modo:

Ty =z & [fl@)=y.

In altri termini, f~! associa all’elemento y € B quel punto € A, che esiste ed &
unico, tale che f(z) =y.

Il grafico gr(f~!) si ottiene dal grafico gr(f) con una riflessione rispetto alla biset-
trice del primo-terzo quadrante y = x:

Disegno
EsErci1zio 2.1. Sia f :[0,1] — [0, 1] la funzione
2z
()

=T
1) Provare che fe1—1 e su;
2) Calcolare la funzione inversa f~1:[0,1] — [0, 1].

z € [0,1].

Soluzione. 1) Proviamo che f & iniettiva. Abbiamo la seguente catena di equiv-

alenze
2z 2y

14+22 1492
T+ xy? =y + ya’

r—y+ay:—yr®=0
r—y+aylr—y)=0
(z —y)(1 —=zy) =0.

(A

Deduciamo che
flz)=fy) < x—y=0oppurel—ay=0.

L’equazione zy = 1 con z,y € [0, 1] ¢ verificata solo per z = y = 1. Quindi, in ogni
caso si deduce che z = y.
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Proviamo la suriettivita. Dato y € [0, 1] cerchiamo z € [0, 1] tale che

2x
fe=v < 14z

& 2 =y+yr?

=Y

s yrt—22+y=0.

Se y = 0 c¢’¢ la sola soluzione y = 0. Se y € (0, 1], risolviamo in x 'equazione di
secondo grado e troviamo le soluzioni

1+ T—y2
; .

Abbiamo x4 > 0. Dobbiamo scegliere la soluzione che verifica z4+ < 1. Esaminiamo

. <1 & 1+/1-9y><y

& 1—y2<y—1

T4+ =

Ty

L’ultima disuguaglianza non ¢ verificata in quanto y — 1 < 0.
Esaminiamo z_:

<1 & 1—\/@§y
& 1l-y<yl—y
& 12+ <1 -7
& P -y<o0
& 0<y<1,

e I'ultima disuguaglianza e verificata.

2) La funzione inversa & data da z_ come funzione di y e precisamente:
O A —
Yy 14+ /1 =92

Ecco un grafico della situazione:

y €10, 1].

Disegno
2.2. Funzioni crescenti e decrescenti.
DEFINIZIONE 2.3. Una funzione f : A — R si dice crescente su A se
Ty <zyconx, o €A = f(r1) < f(xg).

La funzione si dice strettamente crescente se x1 < x5 implica f(x;) < f(z2).
Una funzione f : A — R si dice decrescente su A se

Ty <zyconx, o €A = f(z1) > f(ag).

La funzione si dice strettamente decrescente se z1 < xo implica f(z1) > f(zs.
Le funzioni crescenti oppure decrescenti nel loro dominio si dicono monotone.
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EseEmPIO 2.4. Siano A = R\ {0} ed f : A — R la funzione f(z) = 1/z. La
funzione f NON ¢ decrescente nel suo dominio A. Infatti, si ha —1 < 1 mentre

f(=1) =—-1<1=f(1).
Tuttavia, f ¢ strettamente decrescente su ciascuno dei due intervalli (—o0,0) e
(0, 00), separatamente.

Disegno
ESEMPIO 2.5. Per ogni n € N, la funzione f(z) = a™ & strettamente crescente su
[0, 00).
Proviamo che per ogni > 0 e per ogni A > 0 si ha f(z + h) > f(x), ovvero:
(x +h)" > 2"
Partiamo dalla formula del Binomio di Newton
n n—1
($+h)n _ Z n :L‘khn_k — " + Z n :L‘khn_k +hn > xn,
im0 \F =1 \k
essendo h™ > 0 e la sommatoria non negativa.

OSSERVAZIONE 2.6. Sia f : A — R una funzione. Allora si ha:
f strettamente monotonasu A = fel—1suA.

Non vale tuttavia I'implicazione opposta. Una funzione puo essere iniettiva senza
essere monotona. Si consideri ad esempio la funzione f : [0, 1] — [0, 1] il cui grafico ¢
descritto nella seguente figura:

Disegno

2.3. Funzione composta.

DEFINIZIONE 2.7 (Funzione composta). Siano A, B,C C Resiano f: A — Be
g : B — C due funzioni. Si definisce la funzione composta go f : A — C ponendo

go f(z) =g(f(v), ze€A

Disegno

EsEmMPIO 2.8. Sia f : R — R la funzione f(z) = z* e sia g : [~
funzione g(z) = /1 + . Osserviamo che f(R) = [0,00) C D(g) = [—
¢ ben definita la funzione composta go f: R — R

go f(x) = g(f(x)) = 1+ fl) =VI+al, zeR,

OSSERVAZIONE 2.9. Lasciamo al lettore il compito di verificare le seguenti affer-
magzioni:
i) f crescente e g crescente = go f crescente;
ii) f crescente e g decrescente = go f decrescente;
iii) f decrescente e g decrescente = g o f crescente.

OSSERVAZIONE 2.10. Sia f : A — B una funzione iniettiva e suriettiva. Allora:
i) f~!'o f =Identita su A;
ii) fo f~! =Identita su B.
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3. Funzioni trigonometriche e loro inverse

3.1. Funzioni seno e coseno. Sia C' C R? la circonferenza unitaria centrata
nell’origine. Sia P € C un punto sulla circonferenza, sia A = (1,0) e misuriamo
I’angolo POA in radianti. Questo significa che 1’angolo misura la lunghezza dell’arco
AP. Siaz € R questa lunghezza misurata con segno positivo se si va da A a P in
senso antiorario (contiamo anche il numero dei giri che facciamo). Si veda la figura
sotto:

Disegno
Il punto H ¢ la proiezione sull’asse delle x del punto P.
Definiamo le funzioni seno e coseno, sin, cos : R — [—1, 1] nel seguente modo:
sinez = PH lunghezza con segno del segmento PH,

cosx = OH lunghezza con segno del segmento OH,

Le funzioni sono 27-periodiche. La funzione seno e dispari, la funzione coseno & pari.
I loro grafici sono tratteggiati sotto:

Disegno
Disegno

3.2. Funzioni arcoseno e arcocoseno. Osserviamo che la restrizione della fun-

zione seno
T T

272
¢ iniettiva (essendo strettamente crescente) e suriettiva. La restrizione della funzione
coseno

sin: [ — =, =] = [-1,1]

COoS : [O,W] — [—1,1]

¢ iniettiva (essendo strettamente decrescente) e suriettiva.
Possiamo definire dunque le funzioni inverse arcoseno e arcocoseno:

: T
arcsin : [—1,1] — [ — BL 5]
Disegno
arccos : [—1,1] — [0, 7]
Chiaramente D(arcsin) = [—1,1] e D(arccos) = [—1,1].

Disegno

ESERCIZIO 3.1. Determinare il dominio e disegnare il grafico della funzione f(z) =
arcsin(sin z).

Soluzione. Ricordiamo che D(arcsin) = [—1,1] e che sinxz € [—1,1] per ogni
x € R. Dunque, la funzione composta f € sempre ben definita, ovvero D(f) = R.
Inoltre si ha

—ggf@c)sg

per ogni x € R. Osserviamo infine che, essendo sin 2mw-periodica, anche f e 2x-
periodica.
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Se x € [— 77/2,7/2} allora si ha
f(z) = arcsin(sinz) =z
in quanto arcsin ¢ la funzione inversa di sin : [—7/2,7/2] — [—1, 1].
Disegno

Se riusciamo a capire come e fatta f nell’intervallo [7r /2,3m/ 2] avremo finito, visto
che f e 2m-periodica.
Partiamo da questa identita relativa alla funzione seno:

sin(xz) =sin(m — ) per ogni x € R.

Se ora prendiamo x € [77/2, 37r/2] allora si avra m—x € [—7?/2, 7T/2] e su quest’ultimo
intervallo arcsin inverte sin. Dunque, per tali x si ha

arcsin(sin x) = arcsin(sin(r —z)) =7 — =z, x € [7r/2, 37?/2].
In conclusione, il grafico di f e il seguente:
Disegno
3.3. Identita trigonometriche. Richiamiamo, senza dimostrazione, alcune iden-

tita trigonometriche notevoli. Nel seguito, x,y € R sono generici numeri reali.
1) Identita trigonometrica fondamentale:

cos’z +sin®x = 1.
2) Formule di addizione:
sin(z 4+ y) = sinx cosy + cos z siny,
cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny.
3) Formule di duplicazione:
sin(2z) = 2sinx cosy,

cos(2z) = cos® x — sin’ x.

1 —
sin (f) = iwicosx’
2 2
T /14 cosx
— ) =+ —.
cos<2) 5

3.4. Funzioni tangente e arcotangente. Per v # 7 + k7w con k € Z abbiamo
cosx # 0 e quindi possiamo definire la funzione tangente

4) Formule di bisezione:

La funzione tangente & m-periodica ed e dispari. Il suo grafico ¢ il seguente:
Disegno

Osserviamo che la restrizione della tangente

mw T
t :(——,—)—HR
& 2'9
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¢ iniettiva (essendo strettamente crescente) e suriettiva. Possiamo dunque definire la
funzione inversa

T
tg: R — ( - —, —).
arctg 579
Il suo grafico e il seguente:

Disegno

4. Funzioni iperboliche
La funzione esponenziale z — e*, x € R, ha il seguente grafico:
Disegno
Definiamo le funzioni senoiperbolico e cosenoiperbolico, sinh : R — R e cosh : R — R

nel seguente modo:

T —x

e —¢

sinhx = —5 r € R, dispari,
e’ e " )
coshx = —5 7 € R, pari.

I grafici sono rappresentati nella seguente figura:
Disegno

Si osservi che coshx > 1 per ogni z € R.
Senoiperbolico e cosenoiperbolico verificano la seguente identita fondamentale, che
giustifica il loro nome:

cosh?z —sinh® =1  per ogni = € R.
Infatti si ha:
x —x\ 2 T =T\ 2
cosh?z — sinh?z = (i) — <i)
2 2
eQz + e—2x +2 e2m + e—2m -9
4 4

In altri termini, la curva ¢ — (cosht,sinht) € R? descrive, al variare del parametro
t € R, il ramo destro dell’iperbole 22 — 3% = 1.

= 1.

Disegno

5. Potenze e radici

5.1. Costruzione. Siano x € R con z > 0 una “base” e o € R un esponente. In
questa sezione vogliamo definire la potenza

¢ e R.

Quando a < 0 richiederemo che la base sia strettamente positiva, z > 0. La
definizione della potenza avverra per passi, a partire dalle situazioni pit semplici.



5. POTENZE E RADICI 55

OSSERVAZIONE 5.1. Per un esponente generale «, la definizione della potenza z
¢ possibile solo per x > 0. In casi speciali, tuttavia, la potenza ¢ definita anche per
x < 0. Ad esempio, la radice cubica (o = 1/3)

e definita per ogni x € R.
Disegno

Iniziamo la costruzione.
Convenzione. Poniamo x° = 1 per ogni x > 0. Il simbolo 0° NON ¢ definito.
Nel seguito e a # 0.

1° Passo: a =n € N & un numero naturale. Definiamo in questo caso:

Tt =x-...-x.
—

n volte
2° Passo: o= 1/n con n € N. La funzione potenza n-esima f : [0,00) — [0,00)

fly)=y", y=0,
¢ iniettiva (essendo strettamente crescente, si veda I’Esempio 2.5) e suriettiva. La
prova della suriettivita richiede il Teorema dei valori intermedi, che sara visto prossi-
mamente. Quindi esiste la funzione inversa, la radice n-esima, f~1 : [0,00) — [0, c0).
Definiamo allora
gin = fNx), x>0.

In altri termini: la radice n-esima e la funzione inversa della potenza n-esima. Os-
serviamo che anche f~! & una funzione strettamente crescente:

Disegno

Notazione. La radice n-esima si indica anche nel seguente modo: /z = z'/™.

3% Passo: o = ’7; € Q & un numero razionale con p,q € N, p,q > 1. In questo
caso, definiamo
Pl — (xl/q)p7

dove z/7 & stato gia definito al 2° Passo.

(OSSERVAZIONE 5.2.

1) 2>1 = lafunzione a — x® & strettamente crescente in a € Q, o > 0.
2) 0 <x <1 = lafunzione o — z® ¢ strettamente decrescente in a € Q,
a > 0.

4° Passo: Definiamo la potenza ¢ quando o € R, a > 0.
Se x = 1 definiamo 1¢ = 1.
Se x > 1 definiamo:

:Bazsup{xﬁeR:ﬁe@,0<ﬁ<a}

= lim 2°.
B—a
[B<a
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Se 0 < z < 1 definiamo:
x“:inf{xﬁeR:BEQ,0<ﬁ<a}

= lim z”.
B—a
[B<a

Gli estremi superiore e inferiore considerati sopra esistono per 1’Assioma di Com-
pletezza. Abbiamo usato il linguaggio dei limiti, che non e stato ancora introdotto.
Ma lo si puo evitare.

Riportiamo sotto il grafico della funzione x®* quando « > 0, nei tre casi modello
a=1/21,2

Disegno

Si noti che quando z > 1 si hanno le disuguaglianze /7 < z < 2?. Quando 0 < z < 1,
le disuguaglianze si rovesciano.

5% Passo: Per a € R con o < 0 definiamo per ogni x > 0:
% = (l)ia.
x
Con questo abbiamo terminato la costruzione di tutte le potenze.

Per completezza e chiarezza, riportiamo sotto il grafico della funzione (1/x)* =
1/z% con a > 0, nei tre casi modello o = 1/2,1,2:

Disegno

5.2. Proprieta delle potenze.

TEOREMA 5.3 (Proprieta aritmetiche delle potenze). Siano x,y € R con z,y > 0
ed a, 5 € R. Allora:

) :L,a-i-ﬁ = 176
2) (wy)* = xy;
3) ()P = x°F;
4) x7* = 1/z°.

La dimostrazione del Teorema & elementare quando «, 5 € N (1° Passo). Ometti-
amo la dimostrazione nel caso generale.

TEOREMA 5.4 (Proprieta di monotonia delle potenze). Siano z,y € R con z,y > 0
ed a, 8 € R. Allora:

J0<z<yea>0 = 2%<y® (funzione crescente della base);
2)0<z<yea<0 = z%>y* (funzione decrescente della base);

Yz>lea<fB = %<2’ (funzione crescente dell’esponente);

J0<z<lea<pB = z2*> 2 (funzione decrescente dell’esponente).

Di nuovo, la dimostrazione del Teorema e elementare quando «, 8 € N. Ometti-
amo la dimostrazione nel caso generale.



6. ESPONENZIALI E LOGARITMI 57

6. Esponenziali e logaritmi

6.1. Costruzione. Sia a > 0 un numero reale fissato. La funzione f, : R —
(0, 00)
fa(x) =a", xR,

si chiama funzione esponenziale di base a.
Per le affermazioni 3) e 4) del Teorema 5.4, si ha:

a>1 = f, e strettamente crescente,

0<a<1l = f,estrettamente decrescente.
Ecco un grafico con i due andamenti:
Disegno

Per a > 0 con a # 1 possiamo definire la funzione inversa f,; ! : (0,00) — R, che
si chiama logaritmo in base a:

log,(z) = f, Y(x), x>0.

Useremo la seguente notazione: log,(z) = log(x) = In(z), logaritmo naturale.
L’andamento della funzione logaritmo e descritto nella seguente figura:

Disegno

6.2. Proprieta dei logaritmi.

TEOREMA 6.1 (Proprieta dei logaritmi). Per tutti i valori ammissibili di a, b, x,y
e [ si ha:

1) a°%(*) = g e log,(a®) = ; in particolare, log,(1) = 0;

2) log,(a”) = Blog,(x);

) loga(xy) 10ga( ) + loga(y> € lOga(I/y) = loga(x) - loga(y)a
4) log,(z) = log,(b)log,(z) (formula del cambio di base).

DiM. L’affermazione 1) esprime il fatto che logaritmo ed esponenziale sono fun-
zioni I'una inversa dell’altra.
Verifichiamo 2):

log, (") = Blog,(z) < a'°8a(#7) — gBlosa(®) — [Proprieta potenze] = (aloga(w))ﬂ =

e quindi otteniamo l'identita valida x? = 7.
Verifichiamo la prima affermazione in 3):

log, (zy) = log, () +log,(y) <« a8l = glosa(@)Hlosa(v)
PN Ty = aloga(x) aloga(y) N TY = TY.

Anche la verifica di 4) & elementare:

log, (b) logy(z) = log, (V'*)) = log, (x).



58 5. FUNZIONI DI VARIABILE REALE

7. Dominio di funzione

In questa sezione vediamo un esempio sulla corretta individuazione del dominio
di una funzione con potenze e logaritmi.

ESERCIZIO 7.1. Determinare il dominio della funzione

f(x) =log <(;1:il)m - 1).

Soluzione. Devono essere verificate tutte e tre le seguenti condizioni:

x#1 denominatore diverso da zero
x
>0ex#0 potenza ben definita
I’ _—
€T €T
( 1> —1>0 argomento del logaritmo positivo.
.Qj —

Iniziamo a studiare la disequazione

] >0 < z€(—00,0)U(L,00).
'T_

Dunque, per x € [0,1] la funzione non ¢ definita.
Studiamo la terza disequazione

T z T z T
1 log (—~) > log1 = log ( .
<:c—1> > & log :c—l) > log 0 & «xlog x_1)>0
Studiamo il segno del fattore non banale del prodotto:
x x
log<ﬁ)>0 S —>1 & —-1>0

z—1 z—1

& >0 < x>1.

r—1
Dunque, la terza disequazione ¢ verificata nei seguenti casi:
Disegno
La conclusione ¢ che il dominio di f é:
D(f) = (=00,0) U (1,00).



CHAPTER 6
Limiti di funzione

1. Definizione di limite
Dati un punto xg € R ed un numero positivo ¢ > 0 ricordiamo che
Is(xg) = {:E eER: |z —xo| < 5}
e intorno di xy con raggio 6 > 0.

DEFINIZIONE 1.1 (Punto di accumulazione). Un punto zy € R si dice punto di
accumulazione di un insieme A C R se

AN Is(wo) \ {zo} # 0
per ogni § > 0.

Diamo ora la definizione di limite (finito) di una funzione quando la variabile x si
avvicina ad un punto di accumulazione xy del dominio.

DEFINIZIONE 1.2 (Limite). Sia zp € R un punto di accumulazione di un insieme
A C Resia f: A— R una funzione. Diciamo che f tende al limite L € R per
x — xo (“per x che tende a ") se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

O<|z—mxo| <9, z€A = |f(x)—L|<e.
Scriveremo in questo caso
xlggo f(z) = L.

OSSERVAZIONE 1.3. Osserviamo che la funzione f non e necessariamente definita
nel punto zg, che potrebbe essere fuori dal dominio della funzione.

PROPOSIZIONE 1.4. Se f ha limite per x — xg, allora questo limite & unico.

DiM. La prova ¢ omessa, essendo analoga a quella per le successioni. 0

PROPOSIZIONE 1.5 (Permanenza del segno). Se esiste positivo il limite
L= Ilggo f(z) >0,
allora esiste § > 0 tale che f(x) > 0 per ogni x € I5(x¢) N D(f), con x # x.

DiM. La prova e omessa, essendo analoga a quella per le successioni. La di-
mostrazione si trova nei files on line sulle lezioni in classe. 0

EsemPIO 1.6. La funzione f: (0,00) — R

f(x) =sin <1), x>0,

x
non ha limite per x — 0.

59
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Disegno
Ora definiamo la nozione di limite infinito per x — xg.

DEFINIZIONE 1.7 (Limite infinito). Sia zo € R un punto di accumulazione di un
insieme A C R e sia f: A — R una funzione. Diciamo che

diyg, (@) = o0

se per ogni M > 0 esiste 6 > 0 tale che
0<|z—m| <6, z€A = flx)>M.

EseErcizio 1.1. Usando la definizione provare che
1
lim — = oo
z—0 3;2

Svolgimento. Fissiamo M > 0 e cerchiamo ¢ > 0 tale che valga I'implicazione
(1.19) O<|z|<d = f(z)>M.

Studiamo la seguente disequazione

1 , 1
flx)>M < ﬁ>M ® < @ lx| <

3

Dunque, con la scelta 6 = 1/v/M & assicurata I'implicazione (1.19).

Ora definiamo la nozione di limite finito quando z — oo (“z tende a piu infinito”).

DEFINIZIONE 1.8. Sia f : (a,00) — R, per qualche a € R, una funzione. Diciamo
che f tende al limite L € R per £ — oo e scriviamo
lim f(z) =L,

T—00

se per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che
r>M = |f(r)-L|l<e

EsERcizio 1.1. Scrivere la definizione dei seguenti limiti:
1) lim f(z) = —o0;

T—rT0

2) lim f(z) = £oc;

3) im_f(r) = Leks
4) lim f(z) = fo0.

T—r—00

X

2. Calcolo dei limiti con la definizione

EsERrcIzio 2.1. Usando la definizione verificare che
|
lim =
z—0 1 4+ 2z
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Soluzione. Fissato € > 0, cerchiamo ¢ > 0 tale che valga la seguente implicazione:
‘ r+1
1+ 22

(2.20) 0<|z]<d — 1' <e.

Studiamo la seguente disequazione:
r+1 1‘_’x+1—1—2x’_‘ x
1+ 2z B 1+ 2z 1+ 22

Supponendo, come ¢ lecito in questo caso, che 142z # 0, la disequazione e equivalente
a

(2.21) '<a

2 <2(1+4* +42) & (1—4e?)2? -4’z —* <.
Le radici del polinomio in x di grado 2 associato alla disequazione sono
2e2 + ¢
T 1— 4
Qui e nel seguito possiamo supporre che 0 < ¢ < 1/2. La disequazione precedente &
verificata per z_ < x < x; e dunque la disequazione (2.21) & equivalente a

T+

' x ‘<5 - 282—8<I<282—|—€
14 2x 1 —4e2 1 —4e2
Con la scelta di
5:min{2€2_€ 252+5}:262+5
1 —4e2’ 1 — 4e? 1 — 4e2

I'implicazione (2.20) ¢ verificata.

ESERCIZIO 2.2. Usando la definizione verificare che

lim ——— =
-1t

Soluzione. Fissato M > 0, cerchiamo ¢ > 0 tale che valga la seguente implicazione:

(2.22) O<|lz—1]<d = ;> M.

x
(1—x)
Studiamo la seguente disequazione:

(2.23) (1_“7"9:)4 >M & x> Ma-—1)"

Non e possibile risolvere tale disequazione in modo esatto. Riduciamo la sua comp-
lessita nel seguente modo. Supponiamo che 0 < 6 < 1/2. In questo caso si ha:

| 1|<6<1 = 1< 1<1 = 1< <3
g =9 2 = 2 2 STy

Dunque, usando l'informazione x > 1/2 si ottiene
x 1
@1 2z — i
Risolviamo allora la disequazione semplificata
1

(2.24) ke M.
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Chiaramente, per la proprieta transitiva, se x verifica la disequazione (2.24) allora
verifica anche la disequazione (2.23). D’altra parte, si ha

1
2(x —1)*
Se ora scegliamo

1
V2M

>M < 1>2M@z-1)' & (z-1)'< & |r-1]<

2M

0 = min {;, é/zlw}

tutte le deduzioni fatte sono valide e si ottiene I'implicazione

X
—1] <4 — > M.
O<lz—1]|< = (x_1)4>

3. Operazioni coi limiti

In questa sezione introduciamo vari strumenti per calcolare i limiti di funzione in
modo piu efficiente che non con la definizione.

TEOREMA 3.1. Sia xy € R un punto di accumulazione dell’insieme A C R e siano
f,g: A — R due funzioni. Supponiamo che esistano finiti i limiti
L= mlggo f(z) eR,
M = lim g(x) €R.
T—T0

Allora si ha:
1) lim f(z) +g(x) = L+ M;
2) lim f(x)g(x) = LM.
T—xQ

Inoltre, se M # 0 allora si ha anche:

L
3) lim J@) =—.
DiM. Proviamo ad esempio 1). Fissato € > 0 esistono d; > 0 e d, > 0 tali che per
ogni x € A si hanno le implicazioni

0<lo—ml<d = |f@)-Ll<z,

O<l|o—mzo| <0 =  |gla)— M| <%.
Con la scelta 6 = min{dy, d2}, se © € A verifica |z — | < ¢ allora avremo:
[F() + g(x) = (L+M)| < [f(x) = LI +|g(e) = M| < S+ ==

2
Omettiamo la prova di 2) e 3). O

OSSERVAZIONE 3.2.

(1) I1 Teorema 3.1 vale anche con oo al posto di x.

(2) Il punto 1) del Teorema 3.1 vale anche con L = £o0 ed M € R, con la regola
+oo + M = Fo0.

(3) Il punto 2) del Teorema 3.1 vale anche con L = +o0o0 ed M € R tale che M # 0,
con la regola:
+oo se M >0,

iOO.M:{:Foo se M < 0.
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(4) Se f ¢ una funzione limitata e lim,_,,, g(x) = 0, allora

lim f(z)g(x) = 0.

T—TQ

EseEmp1O 3.3 (Esempi fondamentali). I seguenti limiti sono basilari.
Sia a € R un parametro fissato. Allora:
0 sea>0
Dlimlz[*=¢ 1 sea=0
z—0
oo sea <0.
Osserviamo che quando o = 0 NON si ha forma indeterminata [0°], perche |z|® =1
per ogni x # 0, e dunque il limite per z — 0 ¢ 1. Nella forma indeterminata [0°] si
ha una base che tende ad 0 ed un esponente che tende a 0 senza essere gia 0.

oo sea >0
2) lim 2% =4 1 sea=0
e 0 sea<0.

Sia ora a > 0 una base fissata. Allora:
oo sea>1

3) ima®={ 1 sea=1
0 sel0<a<l.
Osserviamo che quando a = 1 NON si ha forma indeterminata [1°°], perche 1* =1
per ogni x € R, e dunque il limite per x — oo ¢ 1. Nella forma indeterminata [1°°] si
ha una base che tende ad 1 senza essere gia 1 ed un esponente che tende a oo.

Se, infine, si ha a > 1 allora:
4) lim log, z = oo e lim log, © = —o0.
T—00 z—0

Omettiamo le dimostrazioni (elementari) di tali limiti fondamentali. Anche per i
limiti di funzione puo essere utile il teorema del confronto.

TEOREMA 3.4 (del confronto). Sia zy € R un punto di accumulazione dell’insieme
A CResiano f,g,h: A — R tre funzioni tali che

f(2) < g(x) < h(z), z€ A
Se esistono uguali i limiti

L= lim f(x)= lim h(x),

T—T0 Tr—xQ

allora si ha anche
L = lim g(x).
T—TQ g( )
DimM. La dimostrazione ¢ omessa perche e identica a quella per i limiti di succes-
sione. 0

OSSERVAZIONE 3.5. Direttamente dalla definizione di limite segue questa doppia
implicazione:
lim f(z) =0 < lim |f(z)| = 0.
T—x0

T—rT0

Se il limite & 0 (e solo in questo caso) il limite non dipende dalla presenza o meno del
valore assoluto.
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4. Limiti trigonometrici

TEOREMA 4.1. Si hanno i seguenti limiti trigonometrici notevoli:
1) limsinz = 0;
z—0
2) lim cosx = 1;
z—0
sin

3) lim

z—0

=1

)

Dim. Partiamo dalla definizione geometrica di sinz e cosz. Si osservi la seguente
figura:

Figura

Una figura dettagliata si trova nei files on line delle lezioni. Per definizione, avremo:
x = PK angolo in radianti
sinz = PH lunghezza con segno

cosx = OH lunghezza con segno
sinx

tgr = = K lunghezza con segno

Dalla figura sono chiare le seguenti inclusioni:
POK C POK C QOK,

dove POK e QOK sono triangoli mentre POK indica il settore circolare. Quindi si
hanno le disuguaglianze delle aree

Area(POK) < Area(POK) < Area(QOK).

Per 0 < x < /2, la aree sono:

Area(POK) = ;sin z, Area(POK) = ;x, Area(QOK) = ;tg x.

Deduciamo che per 0 < x < 7/2 si hanno le disuguaglianze
(4.25) sinx < x < tgx.
Di conseguenza, per |z| < m/2 avremo
|sinz| < |z|
e dal Teorema del Confronto segue che

limsinx = 0.
x—0

Questo prova l'affermazione 1). Passiamo alla affermazione 2). Sempre per |z| < 7/2

avremo

1 —cos?x sin? z g
0<1-—cosx= = <sin“ z,
14+ cosz 1+ cosx

e dunque dal Teorema del Confronto deduciamo che

lim(1 — cosz) = 0.
z—0

Infine, ripartendo dalla (4.25):

sinx sin x
& cosx <
cosx T

sine <z <

<1

)
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per il Teorema del Confronto deduciamo che

sin x

lim =1.
z—0

EsEMPIO 4.2. Calcolare il seguente limite:

tgx(1 — cos )

L = lim
x—0 ;[3
Soluzione. Partiamo dalle identita:
tgz(l —cosx) sinz 1—cos’z 1 (sinx>3
a3 ~ cosxa3(l+cosx) cosx(l+cosx)\ x
Siccome
: 1 1 . (sinz\3
lim =— e lim ( ) =1,
=0 cosx(l + cosz) 2 =0\

deduciamo che L = 1/2.

5. Forme indeterminate

Le forme indeterminate sono:
o0 0
00 — 00, {—}, 1%°], [0 - 0], {f}, 0], [00"].
oo —ocl, [ 2], 1], [0+ 0], [3], 07, [oo"
Queste forme indeterminate possono essere trasformate le une nelle altre. In questa
sezione, vogliamo sviluppare tecniche per risolvere la forma indeterminata [32].
Partiamo dal seguente teorema sul confronto fra infiniti:

TEOREMA 5.1. Valgono i seguenti limiti:
B

1) lim£:0perogniﬁ>0ea>1.
r—00 ¥
1 B
2) lim(ogizoperognia,ﬁ>0ea>l.
T—00 T

DiM. Premettiamo la seguente

DEFINIZIONE 5.2. La parte intera di x € R e il numero intero
(2] =max {n € Z:n < x}

La parte intera verifica le seguenti proprieta:

i) [z] <ax<z]+1;

ii) lim [z] = 0o e quindi Jim l = 0.

Proviamo 'affermazione 1) nel caso § = 1. Sia /a =1+ h con h > 0, in quanto
a > 1. Allora si ha

a* = (Vay* = [(L+ )P = [+ 0)F]° = 1+ [a]h),
dove abbiamo usato la disuguaglianza di Bernoulli, e di conseguenza
T [z] +1 I 1+4+1/[x]

S ST Wy en)y
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per x — o0, e per il Teorema del Confronto si deduce che

lim — = 0.
r—00 T

Proviamo 'affermazione 2). Vogliamo calcolare il limite
1 B
L= fim 108 2)"
T—>00 xre

Calcoliamo il limite con la seguente sostituzione
y=log,x & a’=a"%"=nz,

e osserviamo che x — oo se e solo se y — oo. Dunque, si ha
B B
L = lim Y lim i =0,
Yy—>00 (ay)a Yy—00 (aa)y

in quanto a® > 1 essendo a > 1 ed a > 0. 0

ESERCIZIO 5.1. Verificare che per ogni 8 > 0 si ha

lim 2% logz =0
z—07t

Suggerimento: Sostituzione y = —log x.
EseErcizio 5.1. Calcolare il seguente limite:

1 T 2
L = lim Og?(e )
z—oo 1 4 sinx + log, @

Soluzione. Abbiamo una forma indeterminata [22]. Dobbiamo individuare e fat-
torizzare (“estrarre”) i contributi dominanti a numeratore e denominatore:

logy(e” + %) log, {ex(l * g)}

r +sinx + log, x x(l_i_siﬁ_i_logzw)

T

et

l’(l + % + logzx)

T

x log, e + log, (1 + a‘ﬁ)

Siccome

2
hm(1+£>:1

T—00 et
1 x?
lim ~log, (1+ =) =0,
T—00 » g2 el
deduciamo che L = log, e.
EseErcizio 5.2. Calcolare il seguente limite:
2x : x?
x** 4 | sin z|

L = lim 5
T—00 <2:r:logx + e:L‘)
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Soluzione. Abbiamo una forma indeterminata [22]. Dobbiamo individuare e fat-

torizzare 1 contributi dominanti a numeratore e denominatore.
Il numeratore ¢

N(z) = 2 + |sinz|”

. z2
L)

x2x

Dunque, il contributo dominante al numeratore & 22", infatti

. 332
(5.26) lim (1+ |Slm|) —1.

T—00 2z

Passiamo al denominatore. Fra 221°6% ¢ ¢? il termine dominante ¢ 271082 = (2los)z
in quanto 2°6% > e per tutte le = sufficientemente grandi. Nel seguito ci sard utile
anche la seguente identita

1 (zlogzw) log 2
210gx — 9'°8 — 2(1og2 z)(log2) _ (210g2 x) _ l,logQ‘

Dunque, il denominatore ¢

D(x) = (2wlogm -{-ew)? _ ((x10g2):6 + ez)2 _ (leogQ _’_6:5)2 _ I2$1°g2(1 n <xl§g2)z)2'

Per tutte le x sufficientemente grandi si ha
e 1
rlog?2 < 5’

in quanto la funzione a sinistra e infinitesima, e quindi

(o) <3
rlog2 <27x’

e siccome .
A 50 =0
dal Teorema del Confronto segue che
. € r
(5:27) i (1) =0

Formiamo il quoziente

o2
N(z) g 14 szl

D(z) ~ 2rlog2 (1 N (@)x)g

Essendo 1 —log2 > 0, si ha

:L,Zx

lim —— = lim z
T—00 inU log 2 T—00

2z(1-log2) _ 0.
Quindi, tenuto conto di (5.26) ed (5.27) usando il Teorema sulle operazione coi limiti
deduciamo che

i N(x)

im =
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EsERcIZIO 5.3. Al variare di a > 0 calcolare il limite
: —1/x
I — lim sin(y/z) + e .

z—0+ x

Soluzione. Esaminiamo separatamente i due limiti:
: —1/z
. sin(y/z . e
lim M e lim ——.
z—0t @ z—0t ¢
Se entrambi i limiti esistono (e non si creano forme indeterminate fra i due), possiamo
determinare anche il limite della somma.
Calcoliamo il primo limite con la tecnica di sostituzione. Poniamo /z = y ovvero
x = y? e osserviamo che x — 07 se e solo se y — 0F. Si trova:

. . . 0 se2a0a—1<0
1
lim S2(VT) sin(y) _ i) W) _ ] e 1—0
z—0+ xre y—=0t Yy

2a—1
y=0T Y Yy oo se2a—1>0.

Riduciamo il secondo limite ad un limite noto con una sostituzione opportuna.
Poniamo x = 1/y ovvero y = 1/x e osserviamo che z — 07 se e solo se y — 0o0. Si
trova

—-1/x -y o
. e . (S .
lim = lim — = lim =~ =0
z—0t ¢ Y—r00 y*Oé y—oo ¥
per ogni o > 0.
La conclusione é:
0 sea<1/2

L=¢1 sea=1/2
oo sea>1/2.

6. Analisi locale delle funzioni. Sviluppi asintotici
6.1. Nozione di “o piccolo”.

DEFINIZIONE 6.1. Sia A C R un insieme tale che 0 sia un suo punto di accumu-
lazione e sia f : A — R una funzione.

1) Diciamo che f ¢ infinitesima per x — 0 se

lim f(z) = 0.

x—0

Scriveremo in questo caso f(x) = o(1) per x — 0 (“f € un o piccolo di 1 per
x che tende a 07).

2) Diciamo che f ha ordine di infinitesimo n € N per  — 0 se esiste finito e
diverso da 0 il limite

L = tim L&)

rz—0 "

£ 0.

3) Sia n € N. Diciamo che f(z) = o(z™) per x — 0 (“f & un o piccolo di z™ per
x che tende a 07) se
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4) Siano f,g: A — R. Diciamo che f(x) = o(g(x)) per x — 0 se

lim@ =

=0 g()

Notazione.

1) o(1) indica una generica (non meglio precisata) funzione infinitesima per z — 0.

2) o(z™) indica una generica (non meglio precisata) funzione che per z — 0 tende
a 0 piu velocemente di z".

6.2. Algebra degli “o piccoli”. I simboli di Landau (gli “o piccoli”) verificano
le seguenti regole operative.

TEOREMA 6.2. Per ogni n,m € N e per x — 0 si ha:
1) o(z™) = 2™ - o(1);
Se n < m allora o(z") + o(z™)

( )7

2) =
3) Se n < m allora o(z") + 2™ = o(z");

4) o(a") - o(x™) = o(z™™™);
5) Regola di sostituzione: se f(z) = a1z + a2x® + ... + ap_12" + o(z"), con

ai,...,a,_1 € R, allora
f@™) = are™ 4+ agr®™ 4 ..+ a4y 2O 4 o(a™™).
DiM. Proviamo ad esempio 1). Sia f(x) = o(2") per x — 0, ovvero per definizione
si abbia
lim /()

z—0 "

=0.

Questo significa che f(x)/x™ € infinitesima, ovvero f(z)/z"™ = o(1) per x — 0, ovvero

f(z) = x™o(1).

Proviamo ora 4). Siano f(z) = o(a™) e g(z) = o(2™) per x — 0, ovvero per

definizione si abbia
lim 7f(x) =0 e lim 7g(x)

z—0 " z—0 gm

=0.
Allora si ha anche, per il teorema sul prodotto dei limiti,

@) fw) @)
z—0 gntm z—0 " =0 g™m

Questo significa che f(z)g(x) = o(z"™) per x — 0.
Lasciamo le altre verifiche al lettore.

OSSERVAZIONE 6.3.

1) Non si distingue fra o(z™), ko(z™) e o(kz™) con k € R e k # 0, ovvero o(z") =
ko(x™) = o(kz™).

2) Se f(z) = o(o(z™)) per x — 0, allora & anche f(x) = o(z™) per z — 0.

EseErcizio 6.1. Calcolare 'ordine di infinitesimo per x — 0 della funzione

f(z) = xsin(x?) + sin(x/2) sin®(z).
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Soluzione. Sappiamo che
. sinz
lim =1,
z—0 g

e deduciamo dunque che per z — 0 si ha

sinx

=140(1) < sinz=z(1+0(l)) < sinz=z+o(x).
Abbiamo trovato lo sviluppo al primo ordine della funzione sinz. Dalla regola di
sostituzione, troviamo immediatamente

sin(2?) = 2% + o(2?)

. /T x x x
sm(§) :§+0(§) =3

Lo sviluppo di sin?(z) si trova in questo modo:

(sinz)? = (z + o(x))? = 22 + 220(z) + o(x)* = 2 + 20(2?) + o(z?) = 2% + o(2?).

+ o(x).

In conclusione, si ottiene:

f(x) = 2(2® + o(2%) + (=

=+ olw) (@ + ofa?)

3
= 2° 4 wo(a?) + % + go(xQ) + 2%0(x) + o(z)o(z?)
51

=2® 4+ o(2®) + % + §o(x3) + o(2?) + o(x?)

3
= §x3 + o(z?).
Deduciamo che f ha ordine di infinitesimo 3 per x — 0. Infatti, si ha

lim &) _ 1imM = lim (2 +o(1)) = ;) # 0.

z—0 3 z—0 x3 z—0

7. Calcolo dei limiti con gli sviluppi asintotici

Useremo liberamente i seguenti sviluppi per le funzioni elementari. Le formule
saranno dimostrate nel Capitolo 7?7, Sezione 77?.

' P . 2+l i
22 ot 2n -
cosle—?jtﬂ—...%—(—l) (2n)!—|—o(x )
N 2 $3 " "
e —1+x+§+§+...+a+o(w)
‘ L S 22+l ot
2 ZL‘4 l.2n —
coshle—i—a—l—J—i—...jL(2n)!+o(az )
2 8 "
— o - _1\nt+1Z n
log(l4+2z) ==z 2+3 o+ (=1 n!—i—o(:v)

(@ —1)
2

(1+2)°% =1+az+ = + o(z?)
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+ o(z?)

3
arctg(x) =z — %

OSSERVAZIONE 7.1.
1) Le funzioni pari hanno nel loro sviluppo solo le potenze pari. Le funzioni
dispari hanno nel loro sviluppo solo le potenze dispari.
2) La funzione logz NON ha sviluppo per x — 0.
3) A titolo di esempio, il significato dello sviluppo
2 4 .
cosle—g—i—ﬂ%—o(az)
e il seguente: la funzione cosx differisce dal polinomio 1 — “2’—? + % per un
errore o(x”) che tende a zero pitt velocemente di z° quando = — 0.

Disegno.

EsERrcizIO 7.1.

1) Sviluppare la funzione [log(1 + z)]? per  — 0 in modo preciso fino al terzo
ordine.

2) Al variare di a € R calcolare il limite

. e — cosx + [log(1 + x)]2
20+ a3

Soluzione. 1) Partiamo dallo sviluppo noto per x — 0

2

log(1+2)=12— % + o(z?).

Dunque, si ha
log(1+2)]* = (2 — =+ 0(3:2)>2

= 22 + % + o(2?)? — 2% + 270(2?) — 22°%0(2?)

=22 + o(2®) + o(z*) — 2% + o(2*) 4 o(z*)
=2 — 2% + o(z?).

2) Partendo dallo sviluppo noto

22
erzl—i-x—i-?—i-o(x?),

con la regola di sostituzione si ottiene

4
e =1 + ax? + a2% + 0(042954) =1+ azr®+o(z®).

Inoltre, € noto anche lo sviluppo
72

cost =1— r + o(x?).
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In conclusione, il numeratore si sviluppa nel seguente modo:

N(z) = e* — cosz + [log(1 + z)]?
72
=1+ az®+o(z*) — (1 Y + o(x?’)) + 2% — 2% + o(2?)

= <§ + cz)a:z — 2% 4 o(z?).

2
Ora ¢ facile calcolare il limite al variare di a:
3
‘ (%—ka)xz—xg—l—o(x?’) 00 sea+g>0
lim =4 —00 sea+35<0
0+ 3 3 0

-1 sea+3=



