ARGOMENTI DI ANALISI DUE —A.A. 2012-13

GIUSEPPE DE MARCO

1. CURVE

Per lo studio delle funzioni a valori vettoriali di una variabile reale, collettivamente e vagamente
denominate curve, seguo il mio libro Analisi Due, abbreviato in AnDue, ed Decibel Zanichelli 1999, e
le presenti dispense, che sostituiscono alcune parti del libro, come indicheremo via via, ed aggiungono
esercizi e commenti. Si comincia con AnDue, capitolo 3, 3.1

1.1. Aggiunte a 3.1. Data una funzione vettoriale f : I — Y, dove I & intervallo di R, Y & spazio
euclideo, ed il parametro ¢ & pensato come il tempo, il vettore derivato f’(t), quando esiste, & (per
definizione) la velocita vettoriale del punto mobile f(t) (pensato come estremo del vettore f(t) applicato
nell’origine) all’istante ¢, ed il modulo |f’(¢)| della velocita & la velocita scalare. Spesso in Meccanica si
scrive f(t) (leggi f punto di t) invece di f’(t). La derivata seconda f”(t), quando esiste, & I’ accelerazione
vettoriale di f all’istante t, ed & talvolta denotata f(t) Il moto di un punto viene descritto, nello spazio
tridimensionale euclideo Y ~ R? da una funzione vettoriale ¢ — z(t), dove ¢ varia nell’intervallo I di R.

1.2. 11 teorema del valor medio per funzioni a valori vettoriali. (sostituisce 3.2) Ricordiamo il
teorema del valor medio, o di Lagrange, per funzioni reali di una variabile reale: se [a,b] € intervallo
compatto di R, ed f : [a,b] — R & continua in [a,b] e derivabile in ]a, b[, allora esiste £ €]a, b[ tale che si
abbia

f) = fa) = f'(€) (b —a).

Questo teorema non si estende come uguaglianza per funzioni vettoriali di una variabile. Sia ad
esempio f : R — R? la funzione "avvolgente” f(t) = (cost, sint); si ha f/'(t) = (—sint, cost) e quindi
|7/(¥)] = 1 costantemente, per cui f’(¢) non & mai nullo, e pertanto non esiste alcun & € R tale che sia
F(2m) = £(0) = (0, 0) = £/(€) 2.

Parlando alla buona: il tentativo ingenuo di estendere il teorema scalare a quello vettoriale usando le compo-
nenti fallisce perche in generale gli £ delle singole componenti sono diversi: ad esempio per cos in [a,b] = [0, 27]
lo & ammissibile in 0, 27[ & unico, ed & 7, mentre per sin gli £ ammissibili sono 7/2 e 37 /2.

Nelle applicazioni tuttavia il teorema del valor medio & usato soprattutto per questa sua conseguenza:
[£(0) — fla)|=|f'(€)](b—a) < L(b—a),se L >|f(x)| per ogni x €a,b|, ciot pili come disuguaglianza
che come uguaglianza, serve a controllare 'incremento della funzione con i valori della derivata della
stessa, ed in questa forma, come vedremo fra poco , si estende alle funzioni a valori vettoriali.

1.2.1.

. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PER FUNZIONI VETTORIALI DI UNA VARIABILE REALE Sia X spazio nor-
mato, sia [a,b] (con a < b) intervallo compatto di R, e sia f : [a,b] — X continua su [a,b] e derivabile su
la,b]. Poniamo || f||ja,p) = sup{||f'(t)| : t €]a,b[}. Allora si ha

1£®) = F@)ll < 1 llja.0) (b — @)

Se ricordiamo linterpretazione di ||f/(¢)|| come modulo della velocita, il teorema del valor medio
asserisce il fatto intuitivamente banale che la strada percorsa nell’intervallo di tempo fra a e b non puo
superare il massimo della velocita in tale intervallo per il tempo b — a trascorso fra i due istanti a e
b. La dimostrazione ¢ fra poco; ma non dimostreremo il teorema in questa generalita, ci limiteremo al
caso in cui X sia spazio a prodotto scalare. Prima della dimostrazione osserviamo le due piti importanti
conseguenze:

Corollario. Sia I intervallo di R, X spazio normato, e sia f: 1 — X funzione. Allora

(1) f é costante su I se e solo se é derivabile in I con derivata identicamente nulla.
(2) Se f ¢ derivabile su I, allora f ¢ lipschitziana su I se e solo se la derivata é limitata su I (ed in
tal caso la costante di Lipschitz di f & ||f'||; :=sup{||f'(t)|| : t € I}).
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Dimostrazione. Si lascia al lettore: in (1) la parte non banale ¢ che se la derivata ¢ ovunque nulla allora
f & costante, e per questo serve il precedente teorema. O

EsEMPIO 1. Un moto z : I — Y =~ R3 si dice centrale se la sua accelerazione ¢ sempre diretta verso un
fissato punto, che scegliamo come origine, cioe la retta {x(t) + AZ(t) : A € R} passa sempre per origine,
per ogni istante t € I. Equivalentemente, x(t) e #(t) sono linearmente dipendenti, per ogni ¢ € I, ciog
Z(t) x z(t) = 0, per ogni ¢t € I. Si ha ora

i(t) x z(t) = %(a‘:(t) x x(t)),

come subito si vede derivando il secondo membro ed osservando che &(t) x 4(t) = 0. Ne segue che
&(t) x x(t) & un vettore costante, sia esso w. Se w = 0, z(t) e (t) sono sempre paralleli, ed il moto si
svolge lungo una retta (la retta Rx(tp), se tg € I & tale che x(tg) # 0). Se w # 0, possiamo supporre
che sia w = k7, dove k > 0 ¢ una costante scalare e ¥/ ¢ un versore; in tal caso z(t) e 4(t) sono sempre
ortogonali a ¥/, ed il moto avviene nel piano per l'origine perpendicolare a o

1.2.2. Un lemma. Dimostriamo il teorema del valor medio in una formulazione piu generale, che useremo
poi, contenuta nel seguente lemma.

Lemma. Sia X spazio normato, sia [a,b] (con a < b) intervallo compatto di R, e siano f : [a,b] = X e
@ : [a,b] = R continue su [a,b] e derivabili su ]a,b[. Si supponga che sia ||f'(t)|| < ¢'(t) per ogni t €a,b].
Allora st ha

1£(0) = fla)ll < ¢ (b) — p(a).
Dimostrazione. (per X spazio a prodotto scalare) Si noti che ¢'(t) > 0 per ogni t €]a,b[ per cui p &
crescente e quindi p(b) — p(a) > 0. Quindi, se f(b) — f(a) = 0 la dimostrazione ¢ conclusa. Escludendo
questo caso, sia u il versore di f(b) — f(a), ciot u = (f(b) — f(a))/||f(b) — f(a)||. Se supponiamo che la
norma di X venga da un prodotto scalare, si ha [|f(b) — f(a)|| = (f(b) — f(a)) - u; la funzione scalare
g : [a,b] = X definita da g(t) = f(¢)-u & continua su [a, b] e derivabile su ]a, b[, con derivata ¢'(t) = f'(t)-u;
per la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz si ha
g®)=f' ) - u<|f @) ul <[ Ol ull = 17O < ¢'(), quindi ¢'(t) —g'(t) = 0

per ogni t €]a, b[. Ne segue che u = ¢ — g & crescente su |a, b], ed essendo u continua su [a, b] si ha

u(b) —u(a) > 0 quindi  p(b) —¢(a) > g(b) —g(a) = f(b)-u—f(a)-u= (f(b) - f(a))-u = | f(b) - fla)]l
(]

Dimostrazione. (del teorema del valor medio) Si applica il lemma con ¢(t) = || f' a4 t- O
1.3. Rettificazione. (Studiare 3.3; di 3.4 fare la definizione di ascissa curvilinea)

1.3.1. Continuita dell’ascissa curvilinea. Invece del macchinoso 3.6.22 del testo si puo usare la seguente argomen-
tazione:

. Sia I intervallo di R, Y spazio normato, f: I — Y localmente a variazione limitata; dato ¢ € I sia A\ : [ — R
l’ascissa curvilinea di f di punto iniziale c. Se f & continua in a € I, allora . € continua in a.

Dimostrazione. Dimostriamo che se f ¢ continua a destra/sinistra in a allora anche A = \; & continua a
destra/sinistra in a. Essendo crescente, A\. ha ovviamente limite destro finito in a:

Aa™) = lim, A(t) (= 1inf{A(t) : t > a})

Basta quindi dimostrare che si ha lim,_, .+ (A(t) — A(a))(= lim,_,,+ V f([a,t])) = 0. Dato € > 0 esiste b € I
con b > a, tale che A(t) — A(a’) < ¢ per t €]a,b], ed anche, essendo f continua destra in a, ||f(t) — f(a)|| < ¢
per t €]a,b]. Si ha A(t) — Aa) = Vf([a,t]); scegliamo una suddivisione tg = a < ¢ < --- < tn, = ¢ tale che
ke 1 @) = F(te-)ll = V f([a,1]) — &; si ha

Via.t]) —e < D IF) = flta-n)ll = 1£ () = F@)ll + Y 1f(ER) = fte-n)ll < 1f (02) = F@)ll + V£ ([t1,8]);

se t €]a,b] si ha anche t1 €]a,b] e quindi ||f(¢t1) — f(a)|| < & inoltre V f([t1,t]) = A(t) — A(t1) < ¢, dato che
si ha A(a®) < A(t1) < A(t) < AMat) + . Ne segue Vf([a,t]) < 3¢ per t €]a,b]; abbiamo provato che si ha
lim, ,,+ Vf([a,t])) = 0. In modo analogo si prova che si ha lim, ,,- V f([t,a]) = 0 se f & continua a sinistra in
a. |



ARGOMENTI DI ANALISI DUE —-A.A. 2012-13 3

OSSERVAZIONE. Si potrebbe in generale provare il seguente risultato (se Y & completo):
Aa) = lim A(t) + [|f(a) — f(a™)ll; lim A(t) = Aa) + || f(a®) = f(a)ll;
t—a~ t—at
con tecnica molto simile a quanto appena visto. Quindi A & continua a sinistra/destra in a se e solo se tale & f.

1.3.2. Una curva ovunque derivabile ma non rettificabile. 1’esempio dato in 3.3 del testo AnDue ¢ di una
curva continua non rettificabile; tale curva & perd non derivabile in un punto (per ¢ = 0). Non & a questo
che si deve la non rettificabilita, come il seguente esempio mostra.

ESEMPIO 2. f:[0,1] — R? data da f(t) = (t,g(t)), dove g(t) = t*cos(m/t?) per t > 0, e g(0) = (0,0).
Si vede facilmente che f ¢ derivabile ovunque, si ha f'(0) = (1,0). Prendiamo i punti a, = 1/Vk,

k=1,...,m, con 'associata suddivisione {tc = 0,1 = am,...,tm+1 = a1}. Siha
m—+1 m—+1 m
Z ftr—1)| > Z If(tk) — f(te—1)| = Z|9(ak) —glag—1)| =
k=1 k=2
m 1)k71 m

1 1 1
_Z<k+k—1>zzk’
k=2 k=1

che chiaramente tende all’infinito al tendere di m all’infinito.

k—1

FIGURA 1. t > (t,t% cos(r/t?)): derivabile ovunque ma a variazione illimitata.

1.3.3. Se I ¢ intervallo di R ed Y & spazio normato:

Lemma. Sia f : I — Y curva continua; f é localmente rettificabile se e solo se esiste una funzione
crescente ¢ : I — R tale che || f(b) — f(a)|| < ¢(b) — p(a) per ogni coppia di punti a, b €l, cona<b;
in tal caso si ha anche V f([a,b]) < ¢(b) — ¢(a). Se f € C*(I), una tale funzione ¢ p(t f Ilf/(0)| db,

dove ¢ € un qualsiasi punto di I, ed in tal caso si ha

Aelt) = o(0) :/ If ()| ds  per ognit € I.

Dimostrazione. Se f & localmente rettificabile, dato ¢ € I la funzione A., ascissa curvilinea di origine c,
verifica [|f(b) — f(a)]] < Ac(b) — Ac(a), ed € monotona crescente. Inversamente, se ¢ : I — R & come
nell’enunciato, fissati a,b € I con a < b ed una suddivisione a =ty < t; < --- < t,, = b si ha

Do) = fltem) <Z p(tr-1)) = ¢ (b) — p(a),
k=1

di modo che V fla,b] < p(b) — ¢(a). Se f € CH(I) f 1/ (s)|lds si ha ||f'(¢)|| = ¢'(t) per ogni
t € I per cui || f(b) — f(a)]| < v(b) — ¢(a) per ogni coppla a,b e I cona<b,in base a 1.2.2.
Dati poi s,t € I con t < s si ha

[1£(s) = @O < VF([E,5]) = Ae(s) = Ae(t) < 0(s) — 0(t),
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da cui, dividendo per s —t >0

H f(s) = f(t) p(s) — (1)

)

< )‘6(3) — )‘C(t) <

s—t s—t s—t

dato che tali espressioni sono invarianti per lo scambio di ¢t ed s is conclude che la relazione precedente
vale per t,s € I con t # s; tenendo fisso ¢ e facendo tendere s a t si ha, per il teorema dei carabinieri

/ . Ae(8) = Ac(t) /
170y < tim 222D
quindi AL(¢) = || f/(t)]] = ¢'(t) per ogni t € I, e quindi A.(t) = ¢(¢), dato che A.(c) = ¢(c) = 0 per ogni
tel t

E ormai immediato il teorema:

. FORMULA PER LA LUNGHEZZA DI UNA CURVA Sia I intervallo di R, Y spazio normato, f : I — Y
funzione di classe C'. Allora f ¢ localmente rettificabile e si ha

b
Vf([a,b}):/ lf/(t)]| dt per ogni a,bel, a<b.

Dimostrazione. Si ha, dal lemma precedente, per gli a,b € I con a < b:

b
Vo) =) = Ala) = [ 17O
qualunque sia c € I. (]
1.3.4. Arco di parabola.
ESERCIZIO 3. Trovare la lunghezza dell’arco di parabola di equazione y = 22, a < x < b

Risoluzione. La parametrizzazione &  +— (r,2%) per cui il vettore derivato & (1,2z) e la lunghezza &

/b\/12-I—(Q:E)Qdm—/b\/1+4:c2dx—Q/b\/(1/2)2+w2d:c;

sul Formulario alla fine del libro si trova

1
/ Va2 4+ x2dr = 3 <33\/ a? + 22 + a2 settsinh 37|) +k,
a
per cui la lunghezza vale
1 r=b
xy/(1/2)%2 + 22 + 1 settsinh(Zx)} =

1
(1)\/(1/2)2 +02 —ay/(1/2)2 + a2> + 1(settsinh(2b) — settsinh(2a)).
O
ESERCIZIO 4. Scrivere I ascissa curvilinea della cicloide f() = a(¥ —sin,1 — cos}) con inizio in ¢ = 0,

e tracciarne il grafico.

Risoluzione. Si ha f/'(9) = a(1 — cos¥,sin®) e quindi |f' ()| = 2a|sin(?d/2)|, per cui si ha

o= [ an (§) ac

si noti che \ & strettamente crescente, avendo derivata 2a|sin(¥/2)| sempre positiva e nulla solo su punti
isolati. L’espressione di A & complicata dalla presenza del modulo; se 0 < ¢ < 27 si haanche 0 < §/2 <
e quindi |sin(¢/2)| = sin(£/2), e l'integrale &

)]

Se 21 < ¥ < 47 scriviamo
. § — /19 1. § —
sin (2 d¢ = \(27) — 4a 5 sin { d¢ =

I 9
A1) =2a /2 sin (g)‘ dé + 2a/
0 27
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24l -

20 -

FIGURA 2. Ascissa curvilinea della cicloide.

e\ 9
8a + 4a [cos ()} = 8a + 4a (cos () + 1) .
2 ri=271 2

proseguendo con un po’di pazienza si trova A su tutto R. Tuttavia e forse piu semplice fare in questo modo:
dalla ”periodicitd” della cicloide si comprende che se ¥ € [27,4n] dovra essere A\(¥) = A(27) + A\(9 — 27),
ed in generale, se 2nm <9 < (2n+2)m, A(V) = A(2n7) + A(Y — 2n7); dato che 2nm <9 < 2n+2)1 <=
n = [¢/(2n)], parte intera di ¥/(27) , e dato che A\(27) = 8a si ha, per ogni ¥ € R:
) )
A(0) =8[9/ (2m)]a + 4a (1 — cos < -7 [})) .

2 21

1.3.5. Integrali curvilinei “al differenziale d’arco”. Studiare AnDue, 3.5

EsERrcIzIO 5. Trovare il baricentro geometrico dell’arco di cicloide a(d) = a(¥ — sind,1 — cos?), con
¥ € [0, 27].

Risoluzione. Chiaramente ’arco in questione ¢ simmetrico rispetto alla retta x = mwa, e quindi I’ascissa
del baricentro € ma. Ricordiamo poi che la lunghezza dell’arco ¢ 8a. Se y;, € 'ordinata del baricentro si
ha

2m 9 2m 9
8a yp :/ y|da :/ a(1l — cos ) 2a sin (2) dy = 4a2/ sin® (2> dd
e 0 0

g B il 1 1
8a2/ sin3tdt:8a2/ (1 — cos®t) sint dt = 8a* [—cost—i—cog ] = 8a? (1—+1—) =
0 0 0

3 3
32 4
3 ¢
per cui il baricentro dell’arco ha ordinata
4
Y = §a7

ed il baricentro dell’arco di cicloide ¢ il punto di coordinate:

4
G= <7ra, 3a> .
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ESERCIZIO 6. (De Marco/Mariconda, Es 3.19) Si ha un filo omogeneo pesante di densita lineare costante
1, disposto ad arco di circolo di raggio a > 0 ed angolo al centro di ampiezza 2a > 0. Trovare la distanza
dal centro del baricentro ed il momento d’inerzia rispetto ad un asse per il baricentro perpendicolare al
piano del circolo.

Risoluzione. La lunghezza del filo € ovviamente | = 2a.a, quindi la massa totale ¢ m = pl = 2uaa.
Assunto un sistema di coordinate con centro nel centro del circolo, ed asse x ’asse per il centro che ¢ asse
di simmetria del filo si ha per ’ascissa del baricentro

1 « a2 @
G :—/,ux\dﬂ:ﬂ/ a costadd =22% cos ¥ d¥ =

m J, m J_, m Jo
wa? (2ac 1) a sin « sino

=2—— sina = =a ;
m m « «

ovviamente x¢ € anche la distanza dal centro del baricentro.
Momento d’inerzia: Il quadrato della distanza dal baricentro del punto a(cos ¥, sin?) &

. 2 ) .
dist? = a2 <<cost9— sma) + sin® 19) = qg? (1 + 51n2a _2sma 00819) )

(0% (&% (0%

per cui

—a @

« -2 .
I:/MﬁﬁkM:/)WFO+$%a—fmamw>mw:
(0%
8

sin® a sin o

-2

=2ua’ (a + [—sin ﬂ]g:g) =

(07

O

1.3.6. Distanza media dei punti di un ellisse da uno dei fuochi. Ricordiamo che dati due punti del piano
Fi ed F5 a distanza 2¢ > 0 fra loro ed un reale a > ¢ l’ellisse che ha F ed Fy come fuochi, ed eccentricita
n = ¢/a & il luogo dei punti P del piano tali che |P — Fy| + |P — F3| = 2a. Siano pq, p2 le funzioni
distanza da F; ed Fy rispettivamente; se assumiamo un sistema di coordinate centrato nel punto medio
del segmento di estremi F; ed Fb, con la retta di tale segmento come asse x, ’equazione dell’ellisse si

scrive (b2 = a? — ¢? semiasse minore, a semiasse maggiore)

2 2
x
=L
a b2
ed una possibile parametrizzazione dell’ellisse & vy(¢) = (a cosp, b sinp), con ¢ € [—7,7]. La distanza
media di un punto dell’ellisse da uno dei due fuochi ¢ (per definizione di media di una funzione su
una curva: l'integrale della funzione sulla curva, fatto rispetto all’elemento di lunghezza, diviso per la

lunghezza) &:
1
Amedia = 7 /pl(xvy) ‘d7|7
gl

un calcolo diretto di tale integrale & proibitivo (la sola lunghezza dell’ellisse comporta integrali che non
sappiamo fare). Ma si intuisce (e non sarebbe difficile dimostrare rigorosamente) che la distanza media
dall’altro fuoco sia uguale alla precedente, cioé che sia anche

1
dmedia = 7 /P2($7y) ‘d’7|7
¥
per cui, sommando i due integrali si ottiene:

1 1 2a 2a
2t =7 [ (@) + o) |dr] = 7 [ @a)larl =T [ lavl = 1= 2a,
vy Y v

da cui

dmedia = @, semiasse maggiore dell’ellisse.
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Se si assume un sistema di coordinate polari centrato in uno dei fuochi, con asse polare la retta dal
fuoco verso il vertice pitl vicino, 'equazione polare dell’ellisse & r = () = p/(1 + 7 cos ), con p = b*/a
parametro dell’ellisse. Si potrebbe pensare che la quantita

1 2 P 27 do
27 J, r(ﬁ)dﬁ—%/o 1+1n cos?

media della funzione ¥ — r(9) su un periodo, abbia pure il diritto di essere chiamata distanza media
dei punti dell’ellisse dal fuoco. L’integrale precedente e riconducibile ad integrali di funzioni razionali
con la solita sostituzione ¥ = 2arctant (formule parametriche, cos®¥ = (1 — tan?(19)/2))/(1 + tan?(9/2)):
sorprendentemente il risultato € b, semiasse minore dell’ellisse, che quindi € la distanza media fatta rispetto
all’angolo 9.

1.3.7. Convergenza uniforme e lunghezza. Dato un intervallo compatto [a,b], ed uno spazio normato Y,
C([a,b],Y) & uno spazio vettoriale che puo essere normato con la norma uniforme

£l = max |{||f()|ly : ¢ € [a,b]}  (si scrive anche || f||c invece di || f]])-

Tale norma, anche se ristretta al sottospazio delle funzioni di classe C! non rende la lunghezza continua.
In altre parole, si hanno successioni f,, di funzioni di classe C' che convergono uniformemente su [a, b]
a funzioni f di classe C', ma tali che V f,,([a,b]) non tende V f([a,b]). Gli esempi sono facili da trovare;
scegliamo il seguente che si puo interpretare dicendo che una molla strettamente arrotolata ha una lun-
ghezza superiore alla lunghezza del suo ”asse” (i termini sono mal definiti, sono usati in modo intuitivo).
Sia [a,b] = [0,T] con T > 0, e sia f, : [0,T] — R? data da f,(t) = ((R/n) cos(nwt), (R/n) sin(nwt), ),
dove R, w > 0 sono costanti ("molle”: sono eliche che si avvolgono con sempre pitt spire su cilindri di
raggio sempre pilt piccolo). Al tendere di n all’infinito, f,,(t) tende a f(¢t) = (0,0,t), ed f,, converge ad
f anche uniformemente su [0, T], infatti

1706 = Falt)] = 1(~(R/n) cos(mut), ~(R/n)sin(net), 0)] = = quindi [1£ ~ fullu =

che ovviamente tende a 0 al tendere di n all’infinito. Ma le lunghezze sono costanti: si ha infatti

F1curaA 3. Tracce di fs, fs, f50-

IfL ()] =/ (Rw)?+1 perognin=1,23,... ed ognit € [0,7]

n

e quindi

Vfu([0,T]) = /OT |fr(t)|dt =T +/(Rw)?2+1 mentre Vf([0,7])=T < T+/(Rw)?+ 1.

La convergenza nella norma C' invece implica il passaggio al limite per le lunghezze: se consideriamo su
C1([a,b],Y) la norma C*, che & || f|lu + ||.f']|u, la funzione f +— V f([a,b]) ¢ continua da C*([a,b],Y) ad
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R. Infatti la convergenza uniforme della successione delle derivate implica la convergenza uniforme della
successione delle norme delle derivate, e questa a sua volta implica la convergenza degli integrali:

max{[[f" () = £ O] = ¢ € [a, 0]} < max{|[f(t) = frOl : ¢ € [a,0]} = [|f" = frllu,

da cui

b b
[V f(la,b]) =V fu(la, b)) = /(Ilf/(t)l\*llfé(t)ll)dt S/ @O = £ @ dt <

b
g/ 17 = Folludt = 1 — Foll (b— a).

OSSERVAZIONE. Esiste una norma sulle funzioni C([a, b],Y’) che rende continua la lunghezza, pitt debole
della norma C', e piti forte della norma uniforme; essa & la norma della variazione totale:

b
£l = £ (@) + 11l <= |f(a)l +/ IIf’(t)IIdt> 7

Vedi AnDue, 2.8.5. E anche definita sullo spazio BV ([a,b],Y) delle funzioni a variazione limitata come
Ifllo = |f(a)] + V f([a,b]); quest’ultimo & spazio di Banach in questa norma, se Y & di Banach.

1.4. Cambiamenti di parametro. Data una curva continua f : I — Y, con [ intervallo di R ed Y
normato, come detto spesso si pensa al parametro t € I come al tempo, e si immagina f(¢) come punto
mobile al variare del tempo t € I. Spesso & conveniente riparametrizzare la curva f, questo puo fornire
altre interpretazioni della curva stessa. Dato un altro intervallo J, ed una funzione continua e suriettiva
w:J = I, t=p(0), siottiene un’altra curva g = fop : J — Y, la riparametrizzazione di f ottenuta
applicando il cambiamento di parametro (o di variabile) t = ©(6).

EsSEMPIO 7. Dato I = [—1,1], Y = R2?, si ha la parametrizzazione cartesiana della semicirconferenza
f: I — R? data da f(x) = (z,v/1 — 22); usando il cambiamento di parametro () = cos®, ¢ : [0,7] —
[—1,1] si ottiene g(0) = f o () = (cos b, sin #), parametrizzazione della semicirconferenza col parametro
angolare 6.

Se ¢ : J — I & omeomorfismo dell’intervallo J sull’ intervallo I, la riparametrizzazione si dice C°—e-
quivalente, e si dice C! equivalente quando ¢ & anche diffeomorfismo C! (verificare che sono relazioni
di equivalenza; mostrare che la riparametrizzazione del precedente esempio & C'— equivalente, ma non
C'—equivalente).

Si dimostra facilmente (vedi AnDue, 3.3.3) che riparametrizzazioni con omeomorfismi non alterano la
lunghezza degli archi.

Definizione. Sia f : I — Y curva continua localmente rettificabile. Si dice che la parametrizzazione
f:I—=Y & con lalunghezza d’arco se per ogni coppia a,b € I con a < b si ha V f([a,b]) =b— a.

In altre parole, il parametro stesso ¢ & un’ascissa curvilinea sulla curva f; infatti si dimostra subito
che:

Proposizione. Sia f: I — Y curva continua localmente rettificabile. Sono equivalenti:

(i) f & parametrizzata con la lunghezza d’arco.

(ii) Per ognic € I si ha A(t) =t —c, se A\ : I — J & lascissa curvilinea di punto iniziale c.

(iii) Per almeno un c € I si ha A\(t) =t —c, se Ao : I — J € lascissa curvilinea di punto iniziale c.
Inoltre, f ammette riparametrizzazioni con la lunghezza d’arco se e solo se non ha tratti di costanza
(cioé, non esiste nessun subintervallo non degenere di I su cui f & costante); tali riparametrizzazioni
sono CY— equivalent.

Dimostrazione. Le equivalenze tra (i), (ii) ed (iii) sono banali. Per I'ultima affermazione, si noti anzitutto
che se una curva ha tratti di costanza, tutte le sue riparametrizzazioni ne hanno, e chiaramente una
curva parametrizzata con la lunghezza d’arco non ha tratti di costanza. Se poi f ¢ continua e localmente
rettificabile, fissato ¢ € I la funzione A. : I — R & crescente e continua (vedi 1.3.1), ed & strettamente
crescente se e solo se f non ha tratti di costanza, come & immediato vedere. In tali ipotesi quindi
J = A(I) & intervallo di R e A\, induce un omeomorfismo strettamente crescente di I su J;se p:J — I
e 'omeomorfismo inverso, € immediato vedere che g = f o : J — Y & parametrizzata con la lunghezza
d’arco. (|
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E immediato mostrare che una curva f: I —Y diclasse C! & parametrizzata con la lunghezza d’arco
se e solo se ||f/(¢)]| = 1 per ogni ¢ € I: infatti questo accade se e solo se A.(t) =t — ¢, come sopra visto, e
quindi se e solo se 1 = X.(t) = ||f(¢)|| per ogni t € I. Insomma, le curve parametrizzate con la lunghezza
d’arco sono quelle percorse a velocita costantemente uguale ad 1.

ESERCIZIO 8. Provare che la curva f : I — Y di classe C' ha una riparametrizzazione C'—equivalente
con la lunghezza d’arco se e solo se f'(¢t) non ¢ mai nullo, per nessun t € I.

EsERrciZIO 9. Sia [ intervallo di R, Y spazio normato, f : I — Y funzione. Provare che se f & localmente
lipschitziana, allora e localmente rettificabile.

Se f: I — Y & parametrizzata con la lunghezza d’arco, allora ¢ lipschitziana con costante di Lipschitz
esattamente 1 (e non strettamente minore di 1).

EsErcizio 10. Siaa <bcona € R, b < 00, ed f : [a,b[— Y funzione, Y spazio normato. Provare che
V f(la,b]) = lim,_,;,~ V f([a,y]); analogamente per f :Ja,b] =Y con a <bebc R, —oo < a provare che
Vf(la,b)) = lim,_,,+ V f([x,b]); infine, per ogni intervallo aperto I ed f: I — Y si ha, se a = inf 1 e
b=supl:

ViD= lm V().

r—at,y—b

Quindi: se f € C1(1,Y) (ed I & intervallo non compatto) la variazione totale di f su I & finita se e solo
se || f']] & integrabile in senso generalizzato su I, ed in tal caso si ha

Vi) = / lf/(t)|ldt (integrale generalizzato nel senso di Riemann).
I

Esercizio 11. Sia [ intervallo di R, f: I — R funzione.

(i) Provare che se f ¢ monotona, allora f ¢ localmente a variazione limitata.

(ii) Diciamo che f & monotona a tratti su I se esiste una suddivisione ag < a1 < -+ < an, di I tale che
f & monotona su ciascuno degli intervalli | — oo, ag] NI, [ak—1,ax], per k =1,...,m, [am,oco[NI.
Provare che se f € monotona a tratti, allora e localmente a variazione limitata.

(ii) (®® richiede varie nozioni sulle funzioni convesse) Provare che se f & (continua e) convessa, allora
f & monotona a tratti (e quindi localmente a variazione limitata).

1.4.1. Soluzioni degli esercizi.

Risoluzione. (di Es 8) Se ¢ : J — I di classe C* riparametrizza f, g = f o ¢, e si ha f/(t) = 0 per un
t € I, allora per ogni 6 € J con p(f) =t (certo esistente per suriettivita di ¢) si ha ¢’'(0) = f'(t) ¢'(0) =
0¢'(0) = 0: in altre parole, se f’(t) si annulla per qualche ¢, tutte le riparametrizzazioni derivabili hanno
derivata nulla in qualche punto. Dato che una riparametrizzazione C' con lunghezza d’arco deve avere
derivata costantemente di modulo 1, la condizione che f(¢ ) non sia mai nulla & necessaria per quanto si

vuole. Ma ¢ anche sufficiente: fissato ¢ € I si considera A(t) f Ilf/ () dd; X & funzione C* con
derivata continua X (t) = || f/(¢)|| > 0, e quindi & un dlffeomorﬁsmo C* di I sulla sua imagine J = \(I);
se o = A~ ! & il diffeomorfismo inverso, si ha subito che g = f o : J — Y & riparametrizzazione di f con
la lunghezza d’arco. U

Risoluzione. (di Es 9) Sia [a,b] C I sub-intervallo compatto di I, e sia L(= L, 3)) costante di Lipschitz
per fija,p)- Data un’arbitraria suddivisione tp = a <t <--+ <t, = b si ha

ZHf(tk)— (tk—1) Z (tk —tx—1) = L(b—a),
k=1 k=1

per cui V f([a,b]) < Liq) (b—a). Questo mostra che la lipschitzianita locale implica la locale rettificabilita.
Se il parametro ¢ & la lunghezza d’arco si ha, dati a,b € I con a < b:

[£(b) = fla)| <V f([a;b]) =b—a,

per cui 1 & una costante di Lipschitz per f su tutto I. D’altra parte se in un subintervallo [a, b] di T si ha
una costante di Lipschitz L per f, si ha, come sopra visto, V f([a,b]) < L (b—a), quindib—a < L (b—a)
da cui L > 1.

O
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Risoluzione. (di Es 10) Dato che x — V f([a,y]) ¢ crescente il limite esiste e si ha lim, ,,- V f([a,2]) =
sup{V f([a,z]) : a <z < b}. Presa un’arbitraria suddivisione di [a,b[, 2o = a < z1 < -+ < Z,, = x si ha

> F @) = flen-)| < Vi(laa]) < sup{V([aa]) :a <z <b} = lim Vf([a,a]),
k=1
quindi
DN x) = flan-)ll < Tim Vf(a, z])
k=1

per ogni suddivisione di [a, b[, da cui, prendendo 'estremo superiore a primo membro si ha
Vf(la,8)) < lim V§([a,2]);
z—b—

d’altra parte si ha V f([a,b]) = Vf([a,z]) + Vf([z,b]) > V f([a,y]) per ogni y € [a,b], e si conclude.
In modo analogo si prova che V f(]a,b]) = lim,_,.+ V f([z,b]); e da questi due fatti subito si ottiene il
risultato per l'intervallo aperto, e quindi il corollario finale sull'integrale generalizzato. O

Risoluzione. (di Es 11) (i) & banale: dati a,b € I con a < b ed una suddivisione zg = a < 21 < -+ <
Ty = b si ha, se f e crescente

@) = flan-a)| =D (Flar) = flar—1)) = F(b) = f(a),
k=1 k=1

per cui Vf([a,b]) = f(b) — f(a) se f & crescente, ed allo stesso modo V f([a,b]) = f(a) — f(b) se f &
decrescente.

(ii) Immediato: dato un subintervallo compatto [a,b] C I, se p € il minimo k € {0,...,m} tale che
ay € [a,b] e g & il massimo, si ha

Vf([ab]) = [f(ap) = fl@)| + Y Ifar) = flae—1)| + |f(b) = f(aq)l.

k=p+1

(iii) Ricordiamo che una funzione continua in un intervallo, se non & strettamente monotona, non
& iniettiva. Se quindi f non & strettamente monotona esistono a,b € I, con a < b, tali che si abbia
f(a) = f(b). La convessitd implica che f(x) < f(a) = f(b) per ogni = € [a, ]; esiste quindi ¢ €]a, b| tale
che f(c¢) = min f([a,b]), in particolare ¢ & di minimo locale per f in I. Mostriamo ora che

. Secel ¢ di minimo locale per f in I, ed f é convessa in I, allora f & decrescente su {x € I: x < ¢}
e crescente su {x € I : x > c}.

Basta ricordare che se f & convessa allora i rapporti incrementali sono crescenti, cioe
x— (f(x) — f(a))/(z — a) ¢ funzione crescente di I \ {a} in R, per ogni fissato a € I.

Allora se x € I ed x > ¢ si ha, per ¢ <t < x:

10 - 1) _

t—c Tr—c

flx) = f(o).

)

ma se t & abbastanza vicino a ¢ si ha f(c) < f(t) (percheé ¢ ¢ di minimo locale), quindi il rapporto
(f(t) = f(e))/(t — ¢) & non negativo; si & provato che, per ogni x € I con x > ¢ si ha

flx) = flo)

0< ;
T—c

preso y con ¢ < y < x si ha allora, per la crescenza di y — (f(z) — f(y))/(x — y):

flx) = flo) o fz) — f(y)

0< <
T—c T—y

dacui  f(y) < f(z);

si & provato che f & crescente all destra di ¢, in modo analogo se ne prova la decrescenza alla sinistra.

OSSERVAZIONE. L’ipotesi di continuita di f € in realta superflua. Basta ricordare che una funzione
convessa ¢ continua all’interno dell’intervallo suo dominio.

O
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EsErcizio 12. Dati a > 0,w > 0 la curva di equazione polare 7 = ae“?, ¥ € R si chiama spirale
logaritmica. Parametrizzarla con ’ascissa curvilinea di punto iniziale 19 = 0 e con D'ascissa curvilinea di
punto iniziale ¥ = —co.

La parametrizzazione associata ¢ ovviamente f : R — R? definita da f(1J) = a e“?(cosd, sin9).

FIGURA 4. Spirale logaritmica.

Risoluzione. L’elemento di lunghezza in coordinate polari & |df| = /72 + (dr/d¥)? d9 e quindi &
|df| = \/a2 62("'”9 + G/2W2 62"'”9 d¥ =a mewﬂ d’l?,

posto per semplicitd di scrittura A = a /1 + w? D'ascissa curvilinea di punto inziale ¥ = 0 ¢

9
Jo(@) = [ Aedp =2 (0 -1),
0

mentre quella di punto iniziale —oco &

0
A
A(W) = / Ae®?dp = —ev?,
oo w
La funzione \g & un diffeomorfismo di R sull’intervallo | — A/w, oo[, con diffeomorfismo inverso \;*(s) =
(1/w) log(1 + (ws)/A), quindi la prima parametrizzazione richiesta &
Forg(s) =a (1+27) (cos(log(l + (ws/A))/w),sin(log(1 + (ws/A))/w)) (s> —A/w);

e la seconda & (A ¢ diffeomorfismo di R su R> =]0, co[ con inversa A7!(s) = (1/w) log(w s/A), di modo
che la seconda riparametrizzazione ¢, ricordando anche che a = A/v1 + w?):

fodTl(s) = ﬁ s (cos(log(w s/A)/w),sin(log(w s/A) /w)) (s >0).
O

Esercizio 13. Sia [ intervallo di R, sia Y spazio a prodotto scalare, e sia « : I — Y due volte derivabile

su I. Provare che velocita @(t) ed accelerazione #(t) sono ortogonali per ogni ¢, cio¢ che &(t) - Z(t) = 0
identicamente in I se e solo se la velocita & ha modulo costante in I (facile: basta osservare che @(t) - &(t)
¢ la derivata di [#]2/2 ...).

(L’accelerazione non ¢ dovuta in questo caso al variare del modulo della velocita, ma solo al variare
della direzione della velocita stessa, € solo accelerazione ”centripeta” e non ha componente tangenziale; lo
scalare |%(t)| rappresenta la curvatura della traiettoria in x(t), se la velocita é in modulo costantemente

uguale ad 1; dove |i(t)| & grande la traiettoria sta facendo una curva molto stretta.)
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2. SPAZI CONNESSI

Studiare su AnDue: 2.19.1,2,3,4; poi 2.19.7,8,9,10,11,12,13,14. Fare esercizio 2.19,15. Esercizi 2.19,6 e
2.19.21 importanti.

EsERrcIzIo 14. 11 sottospazio di R? dato da
X ={(0,0)} U {(z,sin(1/z)) : x €]0,1]}
non € connesso per archi.

Risoluzione. Precisamente, proviamo chese o : [0,1] — X, a(t) = (a1 (t), a2(t)) € continua ed o(0) = (0,0) mentre
a1(1) > 0 si ha una contraddizione. Sia F' = {t € [0,1] : «(t) = 0}; F & chiuso non vuoto e quindi ha un massimo
¢ € [0, 1]; vogliamo mostrare che se ¢ < 1 si ha una contraddizione. Per continuita di « in ¢, fissato in X lintorno
V={0,0}U{(z,y) e X: 0<x<1,lyl <1} di(0,0) = (c) deve esistere b, con ¢ < b < 1, tale che a(t) € V
se t € [¢,b]. Dato che b > ¢ si ha a(b) = (Z,7) con T > 0; la prima componente a1 di « & funzione continua, e
quindi [0, Z] C a1([c,b]) perche quest’ultimo ¢ intervallo di R. Per k € N grande si ha che 1/(w/2 4+ 2kr) < Z, e
quindi deve esistere ¢ € [c, ] tale che a;(t) = 1/(w/2 + 2km). Ma allora a(t) = (1/(n/2 4 2km), 1), cioe az(t) =1
mentre deve essere az(t) < 1 per ogni t € [c, b]. O

2.1. Funzioni localmente costanti e derivate. Le funzioni localmente costanti sugli aperti di uno
spazio normato sono esattamente le funzioni a derivata nulla. Precisiamo:

Proposizione. Siano X edY spazi normati, sia D aperto di X, e sia f : D — 'Y funzione. Le condizioni
che seguono sono equivalenti:

(i) f ¢ localmente costante su D.
(ii) f é differenziabile su D ed il suo differenziale é identicamente nullo su D, cioé df (x) = f'(x) =0
per ogni x € D.
(iii) Per ogni u € X la funzione f & derivabile in D secondo il vettore u, e si ha 0, f(x) = 0, per ogni

zeD.
Se poi X ha dimensione finita n, X ~ R", allora le prime tre proposizioni sono anche equivalenti a
(iv) Per ognix € D si ha O1f(x) =--- = 0 f(x) =0.

Dimostrazione. (i) implica (ii): banale: dato x € D, esite un intorno di x contenuto in D su cui f &
costante, quindi f(£) — f(z), identicamente nullo in tale intorno, ¢ approssimato dalla funzione nulla.
(ii) implica (iii): essendo Oy f(x) = f'(z)[u] (=differenziale di f calcolato sul vettore u € X, un vettore
di Y), si ha 0, f(x) = Olu] = 0 per ogni x € D ed ogni v € X. (ili) implica (i): fissato = € D, esiste
r > 0 tale che B(z,r[C D, poiche D & aperto in X. Dato ¢ € B(x,r[, il segmento di estremi x e & &
tutto contenuto nel convesso B(z,r[C D, per cui si puod considerare la funzione « : [0,1] — Y data da
a(t) = f(x + t(§ — x)); tale funzione & derivabile e si ha, per ogni ¢t € D:

' (t) = Oe—afx+t(§ —x)) =0, perognite]l0,1].

Ma allora (corollario del teorema del valor medio, 1.2.1) la funzione « ¢ costante su [0, 1], in particolare
si ha «(0) = a(1), cioe f(x) = f(£); quindi f & costante sull’'intorno B(z,r[ di z.

Ovviamente (iii) implica (iv). E se (iv) vale, le derivate parziali, essendo identicamente nulle, sono
continue; ne segue che f & differenziabile (teorema del differenziale totale), ed il suo differenziale, che &
in ogni z la funzione lineare h — >;'_, Ok f(x) hi, & sempre nullo, per ogni z € D. Quindi (iv) implica
(ii), e le quattro condizioni sono equivalenti. O

In termini di gradiente il precedente risultato si esprime naturalmente come:

Corollario. Se D ¢ aperto in R™, ed f : D — R ammette gradiente per ogni x € D, allora f ¢ localmente
costante su D se e solo se tale gradiente V f(x) ¢ nullo, per ogni x € D.

Dimostrazione. Ovvia. O

EseErcizio 15. Su D = R? < (R x {0}) U {0} x R), piano privato degli assi coordinati, si definisca
f(z,y) = arctan(y/x) — arccotan(x/y). Dimostrare che f & localmente costante su Dj; trovare i valori di

Risoluzione. Si ha

_ —y/a? Vy — —y y
31f($,y)—1+(y/x)2 1+(x/y)2_x2+y2+x2+y2—
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1/x —x/1y? T z
X f(z,y) = / 3~ 4 2T 22 a2 a2
1+ (y/x) 1+ (z/y) 2?2+y? 2?24y
Si ha poi f(1,1) = f(—=1,-1) =0 ed f(-1,1) = f(1,—-1) = —xw/4 — 37/4 = —m; sul primo e terzo
quadrante f & nulla, sul secondo e quarto quadrante vale —.

O
Studiare su Analisi Due: 2.4.38, 2.4.39, 2.18.2, 2.19.5,6. Fare esercizi 2.19.15,16,17; 2.19.19,20

EsErcIzIO 16. Sia f : R™ — R continua. Se f(R™) =R, e se n > 2, allora lim,_,~,, f(z) non esiste nella
retta estesa; dimostrare anzi che f(R™ \ rB) = R per ogni r > 0 (B ¢ la palla unitaria di R™).

Esercizio 17. In R™, con n > 2, sia A un aperto non vuoto e non denso. Mostrare che la frontiera di A
ha almeno ¢ elementi, dove al solito ¢, il continuo, e il cardinale dei reali.

Risoluzione. Siaa € A, e b € R" \ A; sia P I'iperpiano assiale del segmento [a, b], cioe P = (a+b)/2+V,
dove V.={veR": v-(b—a)=0} (fare il disegno in R?, dove P & I’asse del segmento [a, b]). Per ogni
x € P la poligonale [a, z, ] contiene un punto della frontiera di A; tale punto non ¢ a, che & interno ad
A, ne b, che & interno ad R™ \ A4; e due distinte poligonali si intersecano solo in {a,b}; 'insieme di tali
poligonali ha ovviamente cardinale pari al cardinale di V, cioe «. O

2.1.1. Argomento principale. La funzione & descritta ad esempio in Analisi Due, 1.4, ed anche in Analisi
Uno, 12.13.
Ecco il grafico di arg:

N

MM
il

i

il

i
)

FIGURA 5. Grafico dell’argomento principale, ristretto al disco di centro (0,0) e raggio
4, sopra visto dal punto (5,5, 5), sotto dal punto (0,0, 3); il “taglio” & sopra la semiretta
delle ascisse negative.

La funzione arg & discontinua sulla semiretta dei reali negativi R_ = {x : « € R, < 0}. Infatti,
preso a > 0 si ha
I LN I LN
41 y—lIEla, y>0 arg(x T y) i T+1i y—irzla7 y<0 arg(x T y) g

come facilmente si vede.

Esercizio 18. In questo esercizio vogliamo provare che non & possibile definire una radice quadrata
continua su tutti i complessi non nulli. Sia C* = C ~ {0} il gruppo moltiplicativo dei complessi non
nulli; sappiamo che ¢ connesso. La potenza ad esponente 2, pa(z) = p(z) = 22 & ovviamente continua
e suriettiva come funzione p : C* — C*, ma non ¢ iniettiva, dato che p(z) = p(—z) per ogni z € C*.
Essendo suriettiva, essa ha delle inverse destre p, = p : C* — C*, funzioni tali che p o p = 1¢x, identita
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di C*. Per ogni w € C* si ha quindi p(p(w)) = (p(w))? = w: per ogni w € C* p(w) & una delle due
radici quadrate di w. Naturalmente p ¢ iniettiva (ha un’inversa sinistra, p) e non puo essere suriettiva,
dato che sarebbe altrimenti biiettiva ed allora anche p dovrebbe essere biiettiva. Vogliamo provare che
non esiste una tale p che sia anche continua.
(i) Per ogni z € C* si ha pop(z) = z, oppure pop(z) = —z; e non pud accadere che sia pop(z) = z
per ogni z € C*, e nemmeno p o p(z) = —z per ogni z € C*.
(ii) Se p & continua, gli insiemi FF = {z € C*: pop(z) =2} e G={z€ C*: pop(z) = —z} sono
entrambi chiusi nella topologia relativa di C*. Concludere che p non puo essere continua.

Risoluzione. (i) Se fosse p(p(z)) = z per ogni z € C* sarebbe pop = I¢x, in particolare p sarebbe
suriettiva, impossibile come visto sopra. Analogamente p(p(z)) = —z per ogni z € C* vuol dire pop = «,
dove a(z) = —z ¢ la mappa antipodale, ancora implicando p suriettiva. Per ogni inversa destra si deve
quindi avere p(p(z)) = z per qualche z € C*, e p(p(z)) = —z per altri z € C*.

(ii) Se p & continua anche p o p & continua, e per AnDue, 2.4.39, ¢li insiemi F' e G sono chiusi in C*;
come osservato in (i) sono entrambi non vuoti; sono disgiunti perché z € F N G implica z = —z e cioe
z =0, ma 0 ¢ C*. La connessione di C* ¢ allora violata.

O

La determinazione principale della radice quadrata ¢ la funzione
V#:C* = C definita da  /z = e8%/2 = |2|1/2¢?282/2 — | /|2](cos(arg 2/2) + i sin(arg z/2)),

dove arg : C* —] — m, 7] & Pargomento principale. E un’inversa destra di z — 22, discontinua su tutti i
punti del semiasse reale negativo R_. Si ha v22 = z sull’insieme F = {Rez > 0} U {iy : y > 0}, mentre
¢ V22 = —z sul complementare G in C* di tale insieme; si noti che né F' né G sono chiusi in C*.

EsErcizio 19. Sia p, = p: C* — C* la funzione potenza n—esima, p(z) = 2", dove n > 2 & intero.
Provare che nessuna inversa destra p di p puo essere continua su tutto C* (imitando quanto fatto sopra,
detta ¢ = €2™/" la radice n—esima primitiva usuale dell’'unita, sia F, = {z € C* : p(p(z)) = " 2}, per
k=0,...,n—1; C* & unione disgiunta degli Fj ...).

2.1.2.

Risoluzione. (dell’ esercizio 16). Per ogni r > 0 I'insieme r B, palla chiusa di centro l'origine e raggio r, ¢
connesso e compatto; la sua immagine ¢ quindi un connesso compatto di R, e cioe un intervallo compatto,
f(r B) = [m(r), M(r)]. Per ipotesi si ha f(R™) = R, per cui, avendosi f(R™) = f(r B)U f(R" \ (r B)) si
ha R~ [m(r), M(r)] C f(R™~ (r B)). Ma dato che R™ \ (r B) & connesso ed f & continua, f(R" \ (r B))
& connesso, cioé un intervallo; quindi f(R™ N\ (r B)) 2 [m(r), M(r)], ed allora f(R™ \ (r B)) = R. O

Studiare su AnDue: 2.4, fino a 2.4.20 con 'eccezione di 2.4.14. Fare 2.4.38. Fare 2.6, tutto. Alle
presenti dispense mancano ancora alcuni esercizi, che saranno pubblicati dal Prof.Monti fra i suoi.



