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CHAPTER 1

Introduzione alla teoria della misura

1. Misure esterne e misure su o-algebre. Criterio di Carathéodory

In questa sezione introduciamo le definizioni di misura esterna, di o-algebra, e
di misura su una o-algebra. Per Criterio di Carathéodory, a partire da una misura
esterna si puo produrre una o-algebra, detta “degli insiemi misurabili”. La misura
esterna ristretta a tale o-algebra ¢ una misura.

Nel seguito X ¢ un insieme e &(X) ¢ I'insieme delle parti di X.

DEFINIZIONE 1.1.1 (Misura esterna). Una funzione p : &Z(X) — [0,00] & una
misura esterna se:
i) u(0) = 0;
ii) se A C B allora p(A) < u(B) (proprieta di monotonia);
iii) per ogni successione di insiemi (A )ren in X vale la subadditivita numerabile

(1.1.1) M(GAQ giu(/xk).

Una o-algebra e una famiglia di insiemi chiusa per complemento, intersezioni ed
unioni numerabili. Piti precisamente:

DEFINIZIONE 1.1.2 (0-algebra). Un insieme &/ C Z(X) ¢ una o—algebra dell’insieme
X se:
i) 0,X e o,
i) se A€ o allora A= X\ A€ o
iii) se Ay € & per ogni k € N, allora | J;—, Ay € &

OSSERVAZIONE 1.1.3. Chiaramente, se Ay € o/ per ogni k € N allora si ha
A} € o/ e quindi dalla iii) segue che

(N4 = U e .
k=1 k=1

Di conseguenza, dalla ii) si deduce che [);—, Ay € <.
Analogamente, se A, B € o allora A\ B=ANB € «.

DEFINIZIONE 1.1.4 (Misura e spazio di misura). Sia &/ una o-algebra su un
insieme X. Una funzione p : &/ — [0, 00] & una misura (positiva) se:
i) p(0) = 0;
ii) se Ay € &7, k € N, & una successione di insiemi mutualmente disgiunti, allora
vale I’additivita numerabile

(1.1.2) M(@Ak) ZiM(Ak)-

5



6 1. INTRODUZIONE ALLA TEORIA DELLA MISURA

La terna (X, o7, ) si dice allora spazio di misura.

EsemPIO 1.1.5 (Misura di Dirac). Sia X un insieme e fissiamo un punto zy € X.
La funzione § : Z(X) — [0, 0]

] 1 sexy €A,
5<A>_{O sexg € X\ A4,

¢ una misura sulla o-algebra Z(X), detta delta di Dirac concentrata in z.

EseEmMPIO 1.1.6 (Counting measure). Sia X un insieme e definiamo la funzione
X Z2(X) = [0,0q]

(4) = #A = Card(A) se Card(A) < oo,
X ] o se la cardinalita di A non é finita.

La funzione x e una misura su X detta counting measure.
Torniamo alle misure esterne, e definiamo la nozione di insieme misurabile.

DEFINIZIONE 1.1.7 (Insieme misurabile). Sia X un insieme e sia g una misura
esterna su X. Un insieme A C X si dice p—misurabile se per ogni £ C X vale la
proprieta di spezzamento

(1.1.3) wE)=pwENA) +puENA).

Indicheremo con .Z (X, ;1) o pitt semplicemente con .# la famiglia degli insiemi mis-
urabili di X rispetto alla misura esterna .

OSSERVAZIONE 1.1.8. La disuguaglianza u(F) < u(E N A) + u(E N A’) & sempre
verifica, per la subadditivita della misura esterna.

La costruzione di Caratheodory ci assicura che .# & una o-algebra su X.

TEOREMA 1.1.9 (Criterio di Carathéodory). Sia p una misura esterna su un
insieme X . La famiglia A degli insiemi p—misurabili é una o—algebra ed inoltre la
restrizione p @ M — [0,00] é una misura. Inoltre, questa misura é completa nel senso

che u(A) =0 implica A € A .

DiM. E immediato vedere che () € .. Inoltre, dalla simmetria della definizione
di insieme misurabile segue che A € .Z se e solo se A’ € A .
Proviamo che se Ay € .4 per ogni k € N allora si ha anche

A:DAke///.

k=1



1. MISURE ESTERNE E MISURE SU ¢-ALGEBRE. CRITERIO DI CARATHEODORY 7

Per induzione, usando la definizione (1.1.3) di insieme misurabile si trova, per ogni

k eN,

p(E N Ay + p(E N A

p(ENAD)+p(ENAiNAy)+ u(En AN A)

WENA) +p(ENANA) 4+ p(ENATNA, N A;)
+u(ENA; N A, N AY)

1(E)

‘k M(Eﬁ (Ai \QAj» +M(Em (QA>')

Dalla proprieta di monotonia della misura esterna segue che

(E0(Ua)) <u(en (Ua))

e quindi per ogni k£ € N vale la disuguaglianza

)= You(E0 (4 \QAj>) cu(En(Ua))

Passando al limite per £ — oo e poi usando la subadditivita numerabile della misura

Z M<EQ<AZ.\QAJ.))+M(EH< a))
= (mn (UanUa)) +n(en (U4))
> 1(m0 (Ua)) (e (U4)) 200

Null'ultima disuguaglianza abbiamo usato di nuovo la subadditivita della misura es-
terna. Si conclude che le disuguaglianze precedenti sono tutte uguaglianze, e quindi
p(E) = n(ENA)+p(EN A,

per ogni E, ovvero A € .. Abbiamo in effetti trovato I'identita piu ricca di infor-
magzioni:

11 u(E):iu(m@i\gAj))w(m(gm)')_

i=1

1

(2

k) >

(@:

1 1

-
Il

(G

-
Il

Mostriamo che p & o—additiva su .#. Sia A = |J;2, A; con unione disgiunta, e
nell'uguaglianza (1.1.4) scegliamo F = A. Usando il fatto che u(()) = 0 si ottiene

W(UA) =3



8 1. INTRODUZIONE ALLA TEORIA DELLA MISURA

Rimane da verificare che p ¢ completa. Se u(A) = 0, allora dalla subadditivita e
dalla monotonia della misura esterna si trova

p(E) < p(ENA) + (BN A) < p(A) + u(E) = u(E),

e dunque si hanno uguaglianze e pertanto A € .. Questo termina la dimostrazione

del teorema.
OJ

2. Misura di Lebesgue e misure di Hausdorff in R”

2.1. Misura di Lebesgue. Introduciamo la misura di Lebesgue " in R", n >
1, e la o-algebra degli insiemi .Z"-misurabili in R".
Un plurintervallo 7 C R™ ¢ un insieme del tipo

I=1la1,b1) X ... X [an,b,), cona; <b; peri=1,...,n.

La misura di un plurntervallo I e definita in modo naturale

n
mis(1) = [ [ (b — a:).
i=1
Un ricoprimento Lebesguiano di un insieme A C R"™ & una successione di plurintervalli

(It)ren di R™ tale che
Ac |

keN

Definiamo la misura esterna di Lebesque £" : P (R") — [0, 00] ponendo per ogni
ACR"

= inf { Z mis(Iy) : (Ix)gen ricoprimento Lebesguiano di A}

Verifichiamo che la funz1one di insiemi £ : Z(R") — [0,00] & una misura
esterna. Certamente Z"(()) = 0 e £"(A) < Z"(B) se A C B, dal momento che
tutti i ricoprimenti Lebesguiani di B sono anche ricoprimenti di A.

Proviamo la subadditivita numerabile (1.1.1). Sia (Aj)reny una successione di
insiemi di R”. Se il membro di destra in (1.1.1) non e finito, ovvero

> LA =0

allora non c¢’e nulla da provare. Possiamo allora supporre che la serie converga e quindi
ZL"(Ag) < oo per ogni k € N. Fissato € > 0, per ogni k£ € N esiste un ricoprimento
Lebesguiano {IF : i € N} di A, tale che

> mis(If) < 2"(Ay) + /2%,

i=1
La famiglia di plurintervalli {IF : i, k € N} & un ricoprimento Lebesguiano di | J,- , Ay,
e dunque

o0

21U £ 33 w2 3 (#7040 + ) =+ 2240

k=1 i=1 k=1 k=1
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Dall’arbitrarieta di € > 0 si ottiene la tesi.

Per il Criterio di Carathéodory, gli insiemi .Z"-misurabili formano una o-algebra
A su cui £ ¢ una misura completa: la misura di Lebesgue. Un insieme A € .# si
dice Lebesgue misurabile.

2.2. Misure di Hausdorff. Sia n > 1 un intero e sia s > 0 un parametro
dimensionale reale. Definiamo la costante

WWQ

YT T(s/2+ 1)
dove
I'(s) = / e " tdr, s>0,
0
e la funzione I' di Eulero. Il significato di questa costante e che per s = k € N si ha
= Z{z e R*: 2| < 1}),

la misura di Lebesgue della palla unitaria k-dimensionale. Ricordiamo che il diametro
di un insieme E C R™ & per definizione
diam(E) = sup |z —yl.
zyelE

Per ogni § > 0, definiamo la “premisura” di Hausdorff s-dimensionale in R", la
funzione 75" : Z(R") — [0, 00|, ponendo per ogni A C R”

5 (A) = inf {ws Z ((iiamT(Ek)>s : B, C R, diam(Ey) <6, A C U Ek}
keN keN

Definiamo quindi la misura di Hausdorff s-dimensionale .77° : Z(R™) — [0, 0o,
ponendo

H°(A) =sup G°(A) = lim 5 (A).

>0 6—0t

La funzione #° € una misura esterna su R”. La dimostrazine di questo fatto e
del tutto analoga a quella fatta per la misura di Lebesgue e viene omessa. Per ogni
s > 0, gli insiemi #*-misurabili formano una o-algebra su cui J#* ¢ una misura, la
misura di Hausdorff s-dimensionale in R™.

3. Teoremi di continuita per successioni monotone di insiemi misurabili

Una successione( Ay )ren di sottoinsiemi di X si dice monotona crescente se Ay C
Agyq per ogni k € N. Si dice monotona decrescente se A, 1 C Ag per ogni k € N.

TEOREMA 1.3.1. Sia p una misura esterna sull’insieme X e sia (Ag)ken una
successione di insiemi p-misurabili di X. Allora:

(i) Se la successione é crescente si ha lim p(Ag) = (U Ak>

k—o00

(ii) Se la successione é decrescente e u(A;) < oo si ha hm p(Ag) = (m Ak>
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DiM. (i) Usiamo la proprieta di additivita numerabile della misura per gli insiemi
misurabili:

o(U) =n(Ua U ) = Su(an Us)

m

znlganu(Ak\ L_JAJ) Zgggou<OAk\UAj>
k j=1 k=1 j=1

= lim ,u(UAk) = lim u(An).

m—00 m—r0o0

Abbimo usato il fatto che la successione ¢ crescente per dire che ;- Ay = A,,.
(ii) Consideriamo la successione B, = A; \ Ay, k € N, che & crescente, e dunque

hm M(Al\Ak) = hm w(By) = (U Bk) = M( UAI\Ak) = M(Al \ m Ak)

Siccome p(A;) < oo si ha u(Ay) < oo per ogni k € N e quindi l'identita

p(Ar) = p((Ar\ Ap) U Ag) = p(Ar\ A) + p(Ax)
implica che pu(A; \ Ax) = p(Ar) — pu(Ag) e la tesi (ii) segue. O



CHAPTER 2

Teoria dell’integrale

1. Funzioni misurabili

In tutta questa sezione X € un insieme e p € una misura esterna su X. Diremo
misurabili gli insiemi di X che sono p-misurabili.

DEFINIZIONE 2.1.2 (Funzioni misurabili). Una funzione f : X — R si dice mis-
urabile se per ogni insieme aperto A C R I'antimmagine f~'(A) C X & un insieme
misurabile di X.

OSSERVAZIONE 2.1.3. Una funzione f : X — [—00,00] si dira misurabile se gli
insiemi f~1({—o0}) ed f~!({oo}) sono misurabili ed & verificata la condizione della
definizione precedente.

ProOPOSIZIONE 2.1.4. Sia f: X — R una funzione. Sono equivalenti le sequenti
affermazioni.

— 00, a|) € misurabile per ogni o € R.

— 00, ) € misurabile per ogni o € R.

oo[) € misurabile per ogni o € R.

oo[) € misurabile per ogni o € R.

,B[) € misurabile per ogni «, 5 € R.

A) € misurabile per ogni insieme aperto A C R.

2) f~
3) [~
4) -
5) f~
6) f~

Dim. La prova ¢ elementare e viene omessa. La dimostrazione che 1) implica 2)
¢ la seguente:

(e 9]

fH-ooa)=fre X fr) <a}=({reX: f@) <at )

k=1

e 'insieme a destra e misurabile in quanto intersezione numerabile di misurabili. [

PROPOSIZIONE 2.1.5. Siano f,g : X — R funzioni misurabili. Allora anche le
funzioni f + g, fg, f/g con g #0 su X, max{f, g}, min{f, g} e |f| sono misurabili.

DiM. Proviamo che la somma f 4 ¢g € misurabile. Infatti, dato a € R l'insieme
{z € X : f(z) + g(x) < a} coincide con l'insieme
{z € X : esistono s,t € Q tali che f(z) <s, g(z) <tes+t<a}

ovvero si ha

(f +g)_1(] - O0,0(D = U f_l(] - OO,SD mg_l(] - OO,tD,

s,teQ
s+Ht<a

e 'insieme a destra e misurabile in quanto unione numerabile di misurabili.

11



12 2. TEORIA DELL’INTEGRALE

Poi osserviamo che, dato o > 0, si ha {f* > a} = {f > Va}U{f < —/a} e
quindi f? & misurabile. Dunque, anche il prodotto di funzioni fg = %(( f+9)2—f*—g%
& misurabile. Lasciamo al lettore il compito di verificare la misurabilita di 1/g.

Le funzioni f* = fxs>0y ed f~ = —fx{s<oy sono misurabili in quanto prodotto
di funzioni misurabili. Quindi ¢ misurabile anche la funzione |f| = f™ + f~.

O

Nella dimostrazione precedente abbiamo usato la notazione y4 = 14 per la fun-
zione caratteristica di un insieme.

DEFINIZIONE 2.1.6. La funzione caratteristica di un insieme A C X ¢ la funzione
X4 : X — R definita nel seguente modo:

(z) = 1 sex €A,
XA =19 0 sex € X\ A

La funzione x4 € misurabile se e solo se A € misurabile.

PROPOSIZIONE 2.1.7. Siano fr : X — [—00,00|, k € N, funzioni misurabili.
Allora anche le funzioni
inf fr, supfx, liminff;, limsup f
keN keEN k=00 k—oc0

sono misurabili. In particolare, il limite puntuale di funzioni misurabili, se esiste, ¢
una funzione misurabile.

DiM. Proviamo che la funzione g = liﬁng fr € misurabile. Infatti, per ogni a € R si
S

ha
{reX:gx)<al=|J{zreX: filz) <a}
keN
e quindi g7 (] — 00, a]) = Upey f5 (] — 00, @) & un insieme misurabile.

In modo analogo, detta h = sup fi, per ogni a € R si ha
keN

{reX nz)>a}=|J{reX: filx)>a}
keN
e quindi 27! (Ja, 00[) = Upen f5 ' (Jov, 00[) & un insieme misurabile.

Infine, anche le funzioni

lim inf fi(z) = sup inf f(2), lim sup fi(z) = inf Sup f(x)

sono misurabili. O

Ora proviamo che le funzioni misurabili non negative si possono approssimare con
funzioni di struttura speciale.

TEOREMA 2.1.8. Sia f : X — [0, 00| una funzione misurabile non negativa. Esiste
una successione di insiemi misurabili (Ay)ken tali che

f(x):Z%XAk(:c), per ogni © € X.
k=1

Inoltre, se f é limitata esiste una scelta di insiemi tale che la serie converge uni-
formemente.
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DiM. Definiamo l'insieme A; = {z € X : f(z) > 1}, che ¢ misurabile. Poi
definiamo l'insieme Ay = {z € X : f(x) — xa,(x) > 3}, che & misurabile. Osserviamo

che
1

5 XA, (ZL’)

f(x) > xa,(x)  edipin f(@) > xa, (2) + 5

per ogni r € X.
Per induzione, per ogni k € N possiamo definire l'insieme misurabile
=1y 1
Ay ={re X f@) =3 —xa @) = 1}
k=T f(x) ;jXAJ(f’?) e

Sempre per induzione, si prova che per ogni x € X e per ogni k € N si ha

> Y v, (@)

e dunque per k — oo si ottiene

(2.1.5) HOESY %XAk(:E)

per ogni x € X.

Proviamo che in (2.1.5) vale I'uguaglianza. Infatti, se f(x) = oo allora x € Ay per
ogni k € N e dunque Y77 | £xa,(2) = Y50, 1 = 00. Se, invece, 0 < f(x) < oo allora
x & Ay per infiniti k£ (altrimenti la serie diverge), e dunque, dalla definizione di A
segue che

1 &
) < & + ;;XA]-(JU)

per infiniti k e passando al limite per k — oo si ottiene la tesi.
Ora supponiamo che risulti f(z) < M < oo per ogni = € X. Fissato € > 0, siano
k1, ks € N tali che

1 1
kj_ < €e e - > M
1 ik J
Dalla disuguaglianza
k2 g
> kXAk( 0) < () <
k=k1

?TII —
k‘

Per la monotonia puntuale delle somme troncate, la disuguaglianza

k—1

1
- Z—.XA (z) <e
=17
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vale allora per tutti i £ > ko. Il numero ky € stato scelto indipendentemente da z.
Questo prova la convergenza uniforme.

O

2. Convergenza quasi ovunque. Teorema di Egorov

Sia p una misura esterna su un insieme X . Diciamo che una successione di funzioni
fn: X = R, n €N, converge quasi ovunque (q.0.) ad una funzione f : X — R se
esiste un insieme N C X di misura nulla, u(N) = 0, tale che per ogni x € X \ N si
ha

lim f,(z) = f(x).

n—oo
Il Teorema di Egorov mostra che la convergenza quasi ovunque di funzioni misurabili
implica la convergenza uniforme su un insieme di misura grande.

TEOREMA 2.2.9 (Egorov). Sia (X, .o, u) uno spazio di misura finito, u(X) < oo,
e siano f, fn, + X = R, n € N, funzioni misurabili tali che lim f,(z) = f(z) per quasi
n—oo

ogni © € X. Per ogni € > 0 esiste un insieme X, C X tale che u(X \ X.) <c e
lim sup [fo(z) = f(2)] = 0.

reX,

DiM. A meno di togliere da X un insieme di misura nulla, non e restrittivo sup-
porre che f,(z) = f(x), quando n — oo, per ogni x € X. Per ogni n, k € N definiamo
gli insiemi

Swe={re X 150 - sl < 1 b
jzn
Ogni insieme .S, ;, € misurabile, si ha la monotonia S, ;, C S,+1., € inoltre Uff:l Snk =
X per ogni k € N. Infatti, fissato x € X, in virtu della convergenza puntuale esiste
n € N tale che |f;(z) — f(z)| < 1 per ogni j > n, ovvero x € S, .
Per la continuita della misura per successioni monotone, si ha

Tim pa(Si i) = (X)),
ed essendo la misura p finita, si deduce che per ogni k£ € N fissato
lim p(X \ Spx) =0.
n—oo
Pertanto, per ogni k € N esiste n; € N tale che
€
:U'(X \ Snk,k) < 2_k’

dove € > 0. Definiamo l'insieme X, = ﬂ Sk La misura del complementare si
k=1
stima nel seguente modo:
oo o0 o0 c
XX = (U X\ o) € 30X\ S €Y 2 ==
k=1 k=1 k=1

Chiaramente, per ogni £ € N si ha X, C 5, x e dunque per ogni n > ny, si ha

sup [ (x) — f(a)| < 7.
reXe
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Questa e la convergenza uniforme su X.. 0

3. Integrale di Lebesgue

Sia (X, </, ) uno spazio di misura. In questa sezione definiamo l'integrale di
Lebesgue di funzioni misurabili. Partiamo dalle funzioni semplici, poi definiamo
I'integrale di funzioni non negative e solo alla fine definiamo l'integrale di funzioni
con segno.

DEFINIZIONE 2.3.10 (Funzione semplice). Una funzione misurabile ¢ : X — R si
dice funzione semplice se I'insieme ¢(X) C R ha cardinalita finita.

Data una funzione semplice ¢, esistono un numero finito di insiemi misurabili
Aq,..., A, C X e delle costanti ¢q,...,¢c, € R, n € N, tali che

n
X = U A;,  con unione disgiunta,

i=1
ed inoltre
(2.3.6) p(x) = ZCiXAi(x)7 z e X.
i=1
Se richiediamo che i valori ¢y, . .., ¢, siano distinti (e che gli insiemi Ay, ..., A, siano

disgiunti), allora la rappresentazione & unica.

DEFINIZIONE 2.3.11 (Integrale di una funzione semplice). L’integrale di una fun-
zione semplice non negativa ¢ : X — [0, 00) € per definizione

/X P = Y cm(Ar) € [0,00].

CONVENZIONE. In questa definizione, conveniamo che ¢;1u(A;) = 0 quando ¢; = 0
e u(4A;) = oc.

Sappiamo che una funzione misurabile f : X — [0, oo] ha la rappresentazione

f(z) = Z%XAk(a:), x e X.
k=1

Qui, gli insiemi A sono misurabili ma non disgiunti. Tuttavia, le troncate della serie,
ovvero le funzioni

"1
(,On(l') = Z EXAI@<'T>’ ne N7
k=1

assumono un numero finito di valori e dunque sono funzioni semplici. Dal Teorema
2.1.8 deduciamo il seguente fatto:

COROLLARIO 2.3.12. Data una funzione misurabile f : X — [0,00] esiste una
successione crescente di funzioni semplici (g )nen tale che

1i_>m on(z) = f(z), zeX.

Inoltre, la convergenza si puo assumere uniforme se f e limitata.
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DEFINIZIONE 2.3.13 (Integrale di una funzione misurabile non negativa). Defini-
amo l'integrale di una funzione misurabile non negativa f : X — [0, co] come

/ f(x)dp = sup {/ o(z)dp : o fs. tale che 0 < ¢ < f su X} € [0, o).
X X
Se l'integrale e finito diremo che la funzione f e integrabile su X.

Definiamo ora l'integrale per le funzioni con segno. Data una funzione f : X —
[—00, 0], definiamo la sua parte positiva e la sua parte negativa

fr(@) =max{f(z),0}, [ (z) =—min{f(x),0},
di modo che f(z) = f*(x) = [~ () ed [f(2)| = f*(x) + f~(2).

DEFINIZIONE 2.3.14. Diciamo che una funzione misurabile f : X — [—o00,00] ¢

sommabile se la funzione |f| ¢ integrabile. In questo case scriviamo f € L'(X) =
LYX, o, ) e definiamo 'integrale di f su X in dpu

/X f(z)dp = /X fH(@)dp — /X f(2)dp.

Non c’¢ una convenzione universale sul significato dei termini “integrabile” e
“sommabile”. Noi li useremo come sinonimi. Un limite dell’integrale di Lebesgue
¢ che, nel caso di indeterminazioni co — oo, non rileva eventuali cancellazioni fra le
“aree positive” e le “aree negative” nel sottografico della funzione integranda f, come
invece riesce a fare 'integrale improprio di Riemann.

Nel seguente teorema elenchiamo le proprieta standard dell’integrale di Lebesgue.
La dimostrazione & omessa.

TEOREMA 2.3.15. Sia (X, <7, 1) uno spazio di misura.
i) Se f,g € LY(X) allora per ogni o, B € R si ha af + Bg € L*(X) ed inoltre

[ @t + sg@ydn =a [ s+ [ swpn
X X X
Questa ¢ la proprieta di linearita dell’integrale.

ii) Se f,g: X — [0,00] sono funzioni misurabili (oppure f,g € L*(X)) tali che
f(z) < g(x) per p-q.0. x € X, allora

/X f()dp < /X g(@)dp.

Questa e la proprieta di monotonia dell’integrale.
iii) Per ogni f € L'(X) si ha la proprieta di subadditivita

[ s@u| < [ 1@
X X
iv) Se A C X ¢ misurabile ed f € L*(X), allora f € L'(A) e si ha

/A F () dp = /X F(£)xa(e) dp
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OSSERVAZIONE 2.3.16. Anticipando il Teorema di Fubini-Tonelli sullo scambio
dell’ordine di integrazione, possiamo dare la seguente interpretazione dell’integrale di
Lebesgue. Sia f € L'(X) una funzione non negativa, allora

/X F(2)da = / / " )

/ / X ()t dya(x)  [Fubini-Tonelli, ad es. con pu(X) < o]
| [ st anta)

|7 [ ximaauto

/Oou({xEX cf(x) >t} dt

0

8
b

>

La funzione ¢¢(t) = u({x € X : f(x) > t}) si dice funzione di ripartizione o funzione
di distribuzione di f. Siccome ¢; ¢ monotona decrescente, I'ultimo integrale ¢ definito
anche come integrale di Riemann.

Ad esempio per una funzione f : [0,1] — R della forma

f(x) = CG1XA (J}) + C2X A, <I> + C3X 4, (I)ﬂ

con la misura di Lebesgue su [0, 1] la situazione ¢ la seguente:

t
}C‘
C; |
Or
(o —
51
44 4, A,
X
:ff(x)d# :f @ (0) dt
X 1]

4. Assoluta continuita dell’integrale

Vedremo nel seguito del corso le definizioni di funzione assolutamente continua e di
misura assolutamente continua. Qui verifichiamo I’assoluta continuita dell’integrale
rispetto alla sua misura di riferimento.
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TEOREMA 2.4.17 (Assoluta continuita dell’integrale). Sia (X, .o/, u) uno spazio di
misura e sia f € LY(X) una funzione sommabile. Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale
che per ogni insieme misurabile A C X wale l'implicazione

) <5 = | [ i<

Dim. A meno di sostituire f con |f|, non & restrittivo supporre f > 0. Siccome
f € LY(X), il suo integrale ¢ finito, e quindi, per la definizione di integrale, per ogni
€ > 0 esiste una funzione semplice ¢ : X — R tale che

)

0<e<f ©=)Y cxa, /Xf(fr)du—/XsO(x)duﬁ
=1

DN ™

dove n > 1, A; C X sono insiemi misurabili e ¢; > 0 sono costanti tali che pu(A;) = oo
implica ¢; = 0.

Se f non e identicamente nulla, & possibile supporre che anche ¢ non sia nulla
identicamente (q.0.). L’integrale di ¢ su un insieme misurabile A C X &

n n

/Ago(x)d,u = ZCW(A NA;) < u(A) Zci.

i=1 =1

Dunque, con la scelta
€

2 i C;
i=1

4]

si ha

0< [ r@in < [ (@) = plandn+ [ et
non appena p(A) < 4. O

5. Teorema della convergenza monotona e Lemma di Fatou

Il Teorema della convergenza monotona, noto anche come Teorema di Beppo Levi,
permette di passare con il limite dentro il segno di integrale quando la successione di
funzioni integrate ¢ puntualmente crescente. La dimostrazione si basa sulla continuita
della misura per successioni crescenti di insiemi.

TEOREMA 2.5.18 (Beppo Levi). Sia (X, %7, 1) uno spazio di misura, € sia (fn)nen
una successione crescente di funzioni misurabili positive, 0 < f,(z) < foi1(x) per ogni
n € N e per q.o. x € X. Detta f(z) = lim f,(x) la funzione limite, si ha

n—oo

i [ fu)dn= [ fle)d

n—o0

DiM. La funzione limite f & misurabile in quanto limite q.o. di funzioni misurabili.
Siccome f, < f,ir1 < f, per la monotonia dell’integrale si ha

0< /X Fula)dp < /X Fur (2)dp < /X F(x) dp.
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Dunque, il seguente limite esiste e si ha

L=lim [ fyle)dn< /X F(@)dy

n—oQ

Verifichiamo la disuguaglianza opposta. Se mostriamo che ogni funzione semplice

0 < < f verifica
/ o(r)dp < L,
X

allora la tesi segue. La funzione semplice ¢ ¢ della forma p(z) = Zle ciXa,(z) dove
¢; > 0e A; C X sono insiemi misurabili. Fissato 6 € (0, 1), per ogni n € N definiamo
gli insiemi

E,={z € X :dp(x) < fu(x)}.

Dalla monotonia f, < f, 11 segue che E,, C E,, 11, e inoltre dalla convergenza puntuale

segue che
X=|JE.
n=1

Infatti, se € X ed f(z) > 0 allora si ha f,(x) = f(x) > dp(z), e dunque f,(z) >
dp(z) per tutti gli n sufficientemente grandi.

Integrando la disuguaglianza dp(z)xg, (z) < fu.(x) per x € X, e passando al limite
per n — oo si ottiene

lim [ dp(2)xp,(v)dp < lim / falz)dp = L.
X n—oo X

n—oo

L’integrale al membro di sinistra e

/X(Sgo(a:)XEn(x)du = Z deip(A; N Ey).

i=1
Per la continuita della misura sulle successioni crescenti di insiemi si ha

JLIEOM(AOE <UAQE>—;L<AHU >

e dunque
k
lim [ dp(x)xe, (@)du =0 cip(A;) = 5/ o(x) dp.
n—oo [y — X

Per 6 — 17 nella disuguaglianza

5/ x)dp < L

si ottiene la tesi. 0
Dal teorema della convergenza monotona segue il Lemma di Fatou.

TEOREMA 2.5.19 (Lemma di Fatou). Sia (X, 97, 1) uno spazo di misura e sia

o X = [—00,00], n € N, una successione di funzioni misurabili non negative,
fn=>0. Allora

/liminffn( d/L<hm1nf/ falz
be

n—oo n—oo



20 2. TEORIA DELL’INTEGRALE

DiM. Per ogni n € N definiamo la funzione misurabile g, : X — [0, oo]
In(x) = ]}:gfbfk(aﬁ), zeX.

La successione (g, )nen € crescente. Dal Teorema di Beppo Levi segue che
lim [ g,(x)du = / lim g,(x)du.
Dal momento che g, < f,, si ha
lim inf/ fo(z)dp > lim / gn()dp = / lim g,(z)dp = / liminf f,(z)dpu.

Questa e la tesi.

6. Convergenza dominata e Teorema di Lebesgue-Vitali

Il teorema della convergenza dominata ¢ uno degli strumenti piu flessibili per
passare al limite sotto il segno di integrale.

TEOREMA 2.6.20 (Convergenza dominata). Sia (X, 97, 1) uno spazio di misura e
sia (fn)nen una successione di funzioni misurabili tali che il limite

fw) = lim fu()

esista per pu-q.o. v € X.
Se esiste una funzione g € L'(X), detta maggiorante, tale che | f,(z)| < g(z) per
p-q.o. v € X, per ognin € N, allora f € LY(X) e si ha

lim [ [fn(z) = f(z)|dp = 0.
n—oo X
In particolare, questo implica che

1M-XR@MM=Af@MM

n—oo
DimM. Le funzioni g, : X — [0, o],
gn(x) = 29(x) = [fu(z) = f(2)], 2€X,

sono misurabili e positive, g, > 0, in quanto |f,| < g ed |f| < ¢g. Usando la conver-
genza puntuale f,(x) — f(x) per q.o. z € X quando n — oo, per il Lemma di Fatou
si ha

2/ g(x) d,u:/liminfgn(x)du
b b

n—oo

gnmmf/ gn(x)du:2/ o(2) du+liminf—/ (@) — F(2)|d,
che ¢ equivalente a

hmngUM@—f@Wmsa

n—oo

che a sua volta e equivalente al fatto che il limite e zero. [l
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Il teorema della convergenza dominata non descrive in modo preciso (con un se
e solo se) quando la convergenza puntuale implica quella in L'(X). Tale caratteriz-
zazione e data dal Teorema di Lebesgue-Vitali e la nozione chiave e quella di uniforme
integrabilita.

DEFINIZIONE 2.6.21. Sia (X, 7, u) uno spazio di misura. Una famiglia di funzioni
F C LY X) si dice uniformemente integrabile se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

pA) <8 = sup [ |fa)ldn <<
fez JA
per ogni insieme A C X misurabile.
TEOREMA 2.6.22 (Lebesgue-Vitali). Sia (X, <7, u) uno spazio di misura e sia f, €

LX), n € N una successione di funzioni tale che f,(x) — f(z) per p-q.o0. x € X.
Sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(A) fe "X hm/ | ful(z x)|dp = 0;

(B) Valgono le due aﬁermazwm
(i) La successione (fn)nen € uniformemente integrabile.
(ii) Per ogni e > 0 esiste X, C X tale che p(X.) < 0o e

sup/ | fo(2)]|dp < e.
X\X-

neN

Dim. A) = B). Proviamo la (i). Dato € > 0, per ipotesi esiste n € N tale che

/|fn x)|dp < e, per ogni n > .
Per I’assoluta continuita dell’integrale esistono dg, 0 > 0, k = 1,...,n, tali che
T N O EEA T EL Ry TG
Scegliamo § = min{dy, d1,...,d5}. Ora, per n > 7 si ha

Eﬁh W</ml |m+/ﬁ|@<%

non appena pu(A) < d. Con questo la (i) & provata.
Passiamo alla (ii). Fissato ¢ > 0, per ¢t > 0 consideriamo 'insieme Ap; = {z €

X :|f(z)| > t}. Allora

1
o) = [ du< g [ 1@ <,
Aot X

e inoltre, essendo |f| € L'(X), dal teorema della convergenza monotona deriva che

lim | (@)]dp = 0,

t—0 X\AO,t

e quindi esiste ty > 0 tale che

| @lase
X\AO,tO
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Per ipotesi esiste n € N tale che

/|fn z)|du < e, per ogni n > 7.

Per k = 1,...,7n si considerano gli insiemi Ay, = {z € X : |fi(z)| > t}. Per
I’argomento precedente questi insiemi hanno misura finita e inoltre esistono t; > 0
tali che

[ l@lnse k=1
X\Ap ),
A questo punto si definisce X, = UZ:O Agy,.- Risulta p(X.) < oo e inoltre
| @i [ feldige k=1
X\ Xe

X\Ap .

D’altra parte, per n > n si ha

n()|dy < n(z) — flx)|d z)|dp < 2e.
/X\Xslf()lu /le() f()!u+/X\Xs|f()|u .

Con questo anche la (ii) & provata.

B) = A). Mostriamo preliminarmente che (i) e (ii) valgono anche per la funzione
f. Ad esempio, usando il Lemma di Fatou

/ |f(z)|dp = / liminf | f,,(x)|dp < liminf/ | fr(2)]|dp < e.
X\ X2 X\X. " Nn—00

X\ X

Analogamente si prova l’estensione della (ii).
Sia € > 0 fissato. Esiste X, C X tale che u(X.) < oo e

sup /X | Male) = J@an < =

neN

Inoltre esiste § > 0 tale che, se u(A) < ¢ allora

sup [ 1f,(a) = f(o)ldn < =

neN

Per il teorema di Egorov esiste un insieme Y. C X. tale che u(X:\Y:) <ded f, = f
uniformemente su Y.. Ora si puo scomporre l'integrale da stimare in questo modo

[ 1n@=r@lan= | M) / o @Sl / (@)= (@)l dp

Grazie alla convergenza uniforme esiste n € N tale che per n > n si ha
Ifn(w) — f(@)ldp <e.
Per la scelta di Y., per l'ipotesi ( ) si ha
J Vo) Fe <<

uniformemente per n € N. In conclusione si ottiene

/ |fu(x) — f(z)|dp < 32,  per ogni n > n.
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Segue immediatamente che f € L'(X). Il teorema & cosi interamente provato. 0

EseEmMPIO 2.6.23. Sia X = (0,1) con la misura di Lebesgue. La successione di
funzioni f, : (0,1) - R, n € N,
_fn se0<xz<1/n,
f"(x)_{ 0 sel/n<z<l,

converge a 0 in ogni punto z € (0, 1) ed inoltre

/|mmmzl
[0,1]

per ogni n € N. La successione (f,,)nen, tuttavia, non e uniformemente integrabile.

EsSeEmMPIO 2.6.24. Sia X = R con la misura di Lebesgue. La successione di funzioni
fan : R—=R, neN,
fn(x) = X[n,nJrl](x)) S Ra
¢ uniformemente integrabile ed f,(z) — 0 per ogni x € R. Tuttavia non verifica la
condizione (ii) nel Teorema di Lebesgue-Vitali.

EsERcizIO 6.1. Derivare il Teorema della convergenza dominata dal Teorema di
Lebesgue-Vitali.

7. Derivata sotto il segno di integrale

Usiamo il teorema della convergenza dominata per provare un teorema di derivazione
sotto segno di integrale.

TEOREMA 2.7.25. Sia (X, <7, i) uno spazio di misura e sia f : X xR — [—00, 0]

una funzione con queste proprieta:

i) Per ognit € R la funzione x — f(x,t) é integrabile.

ii) Per quasi ogni x € X la funzione t — f(x,t) é derivabile.

iii) Fissato ty € R esistono d >0 e g € L'(X) tali che

‘%‘ < g()
per ogni t € (tg — 0,19 +0) e per q.o. v € X.

Allora la funzione F': R — R

F(t) = [ 1)
X
¢ derivabile nel punto ty e risulta

DiM. Osserviamo preliminarmente che per il punto iii) si ha

(9f(x,t0) 1
S e LX),

La misurabilita della funzione segue dal fatto di essere limite di funzioni misurabili (i
rapporti incrementali).
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Per la caratterizzazione sequenziale del limite ¢ sufficiente verificare che per ogni
successione (t,)nen convergente a to si puo portare il limite del rapporto incrementale
dentro l'integrale:

(2.7.7) lim

n—00 tn — tO

F tn - F t . 7tn - 7t
= Fl) _ [ 4y, L) =St
x noo tn — tO
Per il Teorema di Lagrange, per ogni n € N tale che ¢, € (to — d,tg + 9) e per
p-q.o. x € X esiste 7,(x) € (to,t,) tale che

" tn — to ot ’
e di conseguenza |g,(x)| < g(z) per ogni n € N sufficientemente grande e per p-

q.o. x € X. Siamo dunque nelle ipotesi del Teorema della convergenza dominata, che
giustifica il passaggio al limite (2.7.7). OJ

8. Integrale di Riemann e integrale di Lebesgue

In questa sezione proviamo che una funzione ¢ Riemann-integrabile precisamente
quando l'insieme dei suoi punti di discontinuita ha misura di Lebesgue nulla. Poi
proviamo che tutte le funzioni Riemann-integrabili sono Lebesgue integrabili e che i
due integrali coincidono.

Ricordiamo che l'oscillazione di una funzione f : [0,1] — R su un insieme / C [0, 1]
e definita nel seguente modo

w(f, 1) = sup{f(z) = f(y) - 2w,y € [}.

Poi, l'oscillazione locale di f nel punto = € [0,1] ¢
= 1i I = inf I
w(fa QZ’) JLI(I]I+W(f, 5(1‘)) (15I>10w(f’ 5((E)),

dove I5(z) ={y € [0,1] : |x — y| < d}.

Osserviamo che per ogni ¢ > 0 'insieme E; = {z € [0,1] : w(f,x) < t} ¢ aperto
relativamente a [0,1], ovvero il complementare ¢ chiuso, ovvero la funzione x —
w(f,z) e superiormente semicontinua. Infatti, se z € E; allora esiste § > 0 tale che
w(f,Is(x)) <t e quindi per ogni y € I5(x) esiste un ¢’ > 0 tale che Iy (y) C Is(z) e
dunque

w(f,y) <w(f, Is(y)) < w(f, Is(x)) <.

La funzione f & continua nel punto x € [0, 1] se e solo se w(f,z) = 0, e I'insieme
D(f) = {x € [0,1] : w(f, z) > 0}
¢ linsieme dei punti di discontinuita di f.
LEMMA 2.8.26. Sia f : [0,1] — R una funzione limitata. Supponiamo che per

ogni x € [0,1] risulti w(f,z) < €. Allora esiste 6 > 0 tale che w(f,I) < & per ogni
intervallo I C [0,1] con £L1(I) < 6.

Dim. Per ogni z € [0,1] esiste d, > 0 tale che w(f, 5, (x)) < e. La famiglia di
intorni {/s,/2() : « € [0,1]} ¢ un ricoprimento aperto di [0,1] dal quale ¢ possibile
estrarre un sottoricoprimento finito {/s, /2(x;) : ¢ = 1,...,n}, dove §; = 6,,. Scegliendo
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d =min{d;/2:i=1,...,n}, allora per ogni = € [0, 1] esiste i tale che I5(z) C Ij,(x;),
¢ pertanto

w(f; 1s(x)) < w(f, I, (1)) < e
U

TEOREMA 2.8.27. Una funzione limitata f : [0,1] — R & Riemann-integrabile se
e solo se LY (D(f)) =0.

DiM. Proviamo che se Z(D(f)) > 0 allora f non ¢ Riemann-integrabile. Siccome

D(f)={xz€0,1] :w(f,z) >0} = U {xe 0,1] : w(f,z) > %} = UDk,

esiste k € N tale che Z'(Dy) > 0.

Sia ¢ una suddivisione di [0, 1] e indentifichiamo ¢ con la famiglia degli intervalli
associati ¢ = {I}. Indichiamo con S(f,o) e s(f,o) le somme inferiori e superiori di
f relative a o. Allora avremo

S(fro)=s(f.o) =Y w(f DL L) = Y wf,D)ZL()

Ico int(1)NDy#0

1 1
= Yo 2> E.zl(Dk).
int(I)NDy#0

Infatti si ha

LDy < Y L)

int(I)NDy#0

e inoltre w(f,I) > w(f,x) > 1/k per qualche x € int(I) N Dy. Questo prova la non
integrabilita di f.

Proviamo che se .Z*(D(f)) = 0 allora f ¢ Riemann-integrabile. Mostreremo che
per ogni £ > 0 esiste una suddivisione o di [0, 1] tale che S(f, o) — s(f,0) < e. Come
sopra, avremo D(f) = U, Dk, e siccome £ (D(f)) = 0 risulta £ (D) = 0 per
ogni k € N.

Per ogni k € N, esiste una famiglia al pit numerabile .%#; = {I} di intervalli
(aperti o, equivalentemente, chiusi) tali che Dy C ez, I ©

Y L <e

Ieo

L’insieme D, & un sottoinsieme chiuso di [0, 1] e quindi & compatto. Dunque, possiamo
supporre che la famiglia .#; sia finita. Avremo allora

0,1\ | J ()= |J 1

e Ie %y

per una famiglia finita %, di intervalli chiusi disgiunti. Poiche w(f,z) < 1/k per ogni
v € I, I € %, dal Lemma 2.8.26 segue che Uz, I = Ujcz, [ per una famiglia
finita %3 di intervalli chiusi essenzialmente disgiunti tali che w(f, ) < 1/k per ogni
I € Z;. Due intervalli I e J sono essenzialmente disgiunti se Z1(I N J) = 0, cioe se
si intersecano al piu in un punto.
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Sia o la suddivisione di [0, 1] univocamente determinata dalla famiglia di intervalli
F1 U Z3. Allora, detto M = sup ¢y | f], si trova

Yl ,DLNI) =D w(f, DL+ > wf, 1)L
<2M Y L) +% < (2M + 1)e,

non appena k > 1/e. O

TEOREMA 2.8.28. Sia f : [0,1] — R una funzione limitata Riemann-integrabile.
Allora f ¢é integrabile secondo Lebesgue e gli integrali coincidono.

DiM. Mostriamo che f ¢ una funzione misurabile. Sia ¢ € R e proviamo che
linsieme E; = {x € [0,1] : f(x) < t} & misurabile. Sia D(f) = {z € [0,1] :
w(f,z) > 0} I'insieme dei punti di discontinuita di f. Per il Teorema 2.8.27 risulta
ZLYD(f)) = 0. Per un esercizio visto in classe segue che f ¢ misurabile.

Sappiamo che se f e Riemann-integrabile, allora anche le parti positiva e neg-
ativa fT(x) = max{f(z),0} e f~(x) = max{—f(z),0}, = € [0,1], sono Riemann-
integrabili. Quindi non & restrittivo supporre f > 0. Indichiamo con S(f) l'insieme
delle funzioni semplici minoranti di f ed indichiamo con S([0, 1]) l'insieme delle sud-
divisioni di [0, 1]. Allora avremo

1
/ f(z)dz = sup Z,i”l )inf f < sup / o(x)de = f(z)dx
0 I [0,1] [0,1]

oeS((0,1]) Teg veS(f)

Infatti, ad ogni suddivisione o = {I} di [0, 1] corrisponde la funzione semplice p(z) =

> _re.(infr f)xi(z) € S(f).

Proviamo la disuguaglianza opposta. Sia o una suddivisione di [0, 1] e sia ¢ € S(f)
una funzione semplice che minora la funzione f, 0 < ¢ < f su [0,1]. Avremo

n

(p(l') = ZCiXAi<x)7 VIS [07 1]7

i=1
dove ¢; > 0, gli insiemi A; sono misurabili e |J;_; A; = [0,1] con unione disgiunta.
Allora

/[] daf—zcz/]xA dx—ZCZZ/XA dx—Z/ZczxA
0,1 0,1 i1

Ico
<3 LT s 0),

Ico zel

Dall’arbitrarieta di ¢ € S(f) nell'insieme delle funzioni semplici minoranti e di o
nell'insieme delle suddivisioni di [0, 1] segue che

[ e < / fla)de



CHAPTER 3
Spazi di funzioni integrabili

1. Spazi LP. Disuguaglianze di Holder e Minkowski

Sia (X, &7, 1) uno spazio di misura e indichiamo con . (X) lo spazio vettoriale
(reale) delle funzioni f : X — [—00, 00| che sono p-misurabili.
Per 1 < p < o0, si definisce I'insieme di funzioni

(3.1.8) LP(X) = {fe/l /|f |pdﬂ<oo}

Vedremo che si tratta di uno spazio vettoriale reale. E ben definita la funzione
|1l X = 10,00)

(3.19) I = ([ rra)’

uando p = 2 questa seminorma nasce da un prodotto scalare. Date e [?si
Q p q p N

definisce
(f,9)x /f

Vedremo fra breve che l'integrale converge.
Estendiamo la definizione al caso p = oco. L’estremo superiore essenziale di una

funzione f € #(X) ¢
| flloo = inf {M >0:|f(x)| < M per pu-q.0. x € X}.

Se I'insieme di cui si prende l'estremo inferiore ¢ vuoto, si pone || f||oc = co. Possiamo
dunque definire I'insieme delle funzioni essenzialmente limitate

(3.1.10) L®(X)={f € M(X):|fllo < o0}
Diciamo che due esponenti 1 < p,q < oo sono Holder-coniugati se si ha
1 1
S S=1,
p q

dove usiamo la convenzione 1/00 = 0. L’esponente p = 2 coincide col suo coniugato.
PROPOSIZIONE 3.1.29 (Disuguaglianza di Holder). Siano 1 < p,q < oo esponenti
di Holder coniugati. Se f € LP(X) e g € LX) allora fg € L'(X) e

(3.111) [ 1s@at@ld < 151l

Inoltre, nel caso 1 < p,q < 00, se si ha uguaglianza allora esiste X > 0 tale che
19(x)| = Af ()P per pi-g.0. 3 € X.
27
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DiM. Il caso limite p =1 e ¢ = oo € chiaro, perche

[ 15@a@dn < Lol [ 17 dr

Se c¢’¢ uguaglianza dovra essere |g(z)| = ||g|| per q.0. x € {|f| > 0}.
Passiamo al caso 1 < p < 0o e quindi ¢ = ]%. Ricordiamo la disuguaglianza di
Young. Se z,y > 0 sono numeri reali, allora
yq
p q

Dividendo per y? # 0, e ponendo t = z/ yﬁ%l > 0 si ottiene la disuguaglianza equiva-
lente

P 1

t<Z+1—=, t>0,

p p
la cui validita puo essere verificata facilmente con uno studio di funzione. Si ha
uguaglianza se e solo se t = 1, e quindi in (3.1.12) si ha uguaglianza se e solo se
y = Pl

Passando alla disuguaglianza di Holder, usando la disuguaglianza di Young pun-

tualmente dentro l'integrale si trova

Lfl gl / |fP lg]?
dp < + du
x £l llgllq <MU% qwm>

p - q
p||f||p/|f| Ay ||g||q/'g'
1,

:__|__—
p g

e quindi si ottiene la (3.1.11). Se si ha uguaglianza in (3.1.11), allora deve esserci
uguaglianza q.o. nella disuguaglianza dentro 'integrale. Quindi deve essere

p—1
9 = /] =1 HM-Q.0. su X.
lalla1A117
Questo termina la dimostrazione. Abbiamo usato l'ipotesi f € LP(X) e g € LY(X)
per poter dividere per le norme di f e g all’inizio dell’argomento. 0

ProOPOSIZIONE 3.1.30 (Disuguaglianza di Minkowski). Per ogni 1 < p < 0o e per
ogni f,g € LP(X) si ha

(3.1.13) 1+ glle < 171l + llgllp-

DiM. 11 caso p = oo ¢ elementare e la verifica ¢ lasciata come esercizio.
Ricordiamo innanzi tutto che per ogni 1 < p < 0o esiste una costante C,, > 0 tale
che per ogni coppia di numeri reali z,y > 0 si ha

(3.1.14) (x+y)P < Cp(z? +9P).

Da tale disuguaglianza segue che f + g € LP(X).
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Sia ora 1 < g < oo l'esponende di Holder coniugato di p. Usando la disuguaglianza
di Holder si trova

Hf+gH§:/ !f+g|”du=/ F+ g IS + gldn
X X
< / 4 gl f e+ / 1+ gl lgldu
X X

< I1f + gl Hlo (£ 1l + Ngllp)-

Ora dividiamo a destra e a sinistra per |||f 4+ g[*~"||; = I|f + gl[5~". Lo possiamo fare
perche questa quantita e finita e possiamo anche supporla diversa da zero. Se fosse
| f 4+ gll, = 0 non ci sarebbe infatti nulla da dimostrare. Ma || f +g[/2[||f +g[* ||, * =
|f + gll, e la tesi segue. O

EseEmpIO 3.1.31. Sia X = [0,1] con la misura di Lebesgue e siano 1 < p < oo e
0<ac< ]l). Sia {¢; € QN [0,1] : : € N} =Qn [0, 1] una enumerazione dei razionali e
definiamo la funzione f : [0, 1] — [0, o]

(@) :Z; re0,1].

- 2tx — ;|

La funzione f ¢ misurabile ed assume il valore co almeno su tutto Q@ N [0, 1]. Per la
disuguaglianza di Minkowski e per il teorema della convergenza monotona, si ha

1/p " 1 p 1/p
|f(x)[P dx) = lim (/ _ da:)

(A),l] =00\ Jo,1] Z 2z — gi|*

i</ 1 >1/p

Py [01]2p|x_%’ap

=1 1 1/

Z—( / ar)”

i1 2 [—1,1] |z|or

2 1/p
(2 )" en
1—ap

IN

Dunque si ha f € LP([0,1]) ed in particolare la serie che definisce la funzione f
converge ad un valore finito per q.o. z € [0, 1].
2. Inclusioni fra spazi L?
In questa sezione esaminiamo alcune relazioni di inclusione fra spazi LP(X).

1. Supponiamo che X sia di misura finita, u(X) < oo, e siano 1 < p < g < oc.
Allora L9(X) C LP(X). Se, infatti, f € LI(X), allora

[ v < @ ([ i) )7 <

dove (¢/p)’ indica I'esponente di Holder coniugato di ¢/p.

2. Se una funzione sta in due diversi spazi di Lebesgue, sta anche in tutti quelli
intermedi. Siano 1 < p < ¢ < o0, e supponiamo che f € LP(X) N LY(X), allora
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f € L"(X) per ogni p < r < ¢q. Infatti, si ha r =tp+ (1 — t)g per un certo ¢t € (0,1),
e dalla disuguaglianza di Holder segue che

[ irane (o[ s

3. Se una funzione sta in tutti gli spazi L? (sufficientemente elevati) con norma
uniformemente limitata, allora sta anche in L>°. Precisamente, supponiamo che f €
LP(X) con ||f|l, < M < oo per ogni 1 < p < oco. Allora || f|le < M.

DiM. Fissiamo € > 0 e proviamo che I'insieme
A={zeX:|f(zx)|>M+c¢}

ha misura nulla. Infatti

H(A) = /Adu < ﬁ/x F@dn < (o) =0

per p — oo. Poiche € > 0 ¢ arbitrario segue che || f]|o < M. O

ESEMPIO 3.2.32. Sia X = [0, 1] con la misura di Lebsgue e si consideri la funzione
f(x) = |log x|, z € [0,1]. Per ogni 1 <p < oo esiste una costante C,, > 0 tale che

\/E’ 10gm|p S Cp7 LS (07 1]

Siccome 1/y/x € L'([0,1]) segue che f € L?(]0,1]) per ogni p > 1. Tuttavia f ¢
Le=([0,1]).

3. Teorema di Completezza

Dalla disuguaglianza di Minkowski segue che LP(X) & chiuso per somma di fun-
zioni, e dunque e uno spazio vettoriale. Per ogni 1 < p < oo, la semininorma
|-l s LP(X) — [0, 00) verifica le seguenti proprieta:

i) [|fll, > 0 per ogni f € LP(X) ed || f|l, = 0 implica che f =0 p-q.0.;
i) [|Afll, = [Al[lf|l, per ogni A € R e per ogni f € LP(X);
i) [|f + gll, < [Ifllp + llgllp per ogni f,g € LP(X).
Per avere uno spazio normato (invece che solo seminormato) occorre identificare le
funzioni che sono uguali quasi ovunque. Sia ~ la relazione di equivalenza su L?(X)

f~g o u{zeX: fx)#g(@)}) =0.
Indichiamo con £?(X) = LP(X)/ ~ il quoziente munito della norma || - ||,, che non

dipende dai rappresentanti delle classi di equivalenza. Ora (Z?(X),]| - ||,) € uno
spazio normato.

TEOREMA 3.3.33 (Completezza). Sia (X, 7, 1) uno spazio di misura. Per ogni
1 <p<oo, LP(X) ¢ uno spazio di Banach. In particolare, £*(X) ¢ uno spazio di
Hilbert.

DiM. Abbiamo gia osservato che .ZP(X) é uno spazio vettoriale normato. Dobbi-
amo provare che ¢ uno spazio metrico completo per la distanza indotta dalla norma.
Vediamo la prova nel caso 1 < p < oco. Scegliamo a nostro piacere rappresentanti
nelle classi di equivalenza. Sia f,, € LP(X), n € N, una successione di Cauchy. Esiste
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una sottosuccessione (fy, )ien tale che || fn,,, — fui|l, < 35 per ogni i € N. La funzione
g: X — [—o0, 0]

Z | i (@) = fri(2)], 7€ X,

¢ misurabile ed ¢ finita in ,u—q.o. punto z € X. Infatti, per la disuguaglianza di
Minkowski generalizzata al caso di somme numerabili si ha

lglly < 3 s = Fuclly < Z; <1
i=1

Dunque, ¢ definita per u—q o. punto x € X anche la funzione f: X — R
(@) = fo,(x) + Z Frir(2) = fui(2)) = le)rgo fn;(z), perqo.z€X.

Proviamo che la funz1one f ¢ il limite della successione (f,,)nen nella distanza indotta

dalla norma || - ||,. Precisamente, affermiamo che
lim Ifn( ) — f(@)[Pdp = 0.

Infatti, fissato € > 0 usando il Lemma di Fatou e la condizione di Cauchy si vede che
esiste n € N tale che

/ |fn )|pdu / ilim |fn(;p) — fm(xﬂpdu
X
< liminf/ | fo(@) = fo, () Pdp < €,

11— 00

pur di prendere n > n. Dalla disuguaglianza (3.1.14) si trova

[ 1apdu<c, [ (= P+ 150
X X
e dunque f € LP(X).

Consideriamo il caso p = co. Sia (f,)nen una successione di Cauchy in L>*(X) e
definiamo per ogni m,n,k € N gli insiemi
Apn ={z € Xt [fn(x) — fu(@)| > | fn — fulloo}
By ={z € X : |fu(z)| > | fell}-

Tutti questi insiemi hanno misura nulla, e dunque anche 'insieme

E=JB.U |J A

keN m,neN

ha misura nulla, u(E) = 0. Sul complementare X \ E, la successione di funzioni
(fn)nen € uniformemente di Cauchy e dunque converge uniformemente ad una funzione
limitata f. 0

COROLLARIO 3.3.34. Sia (X, 7, 1) uno spazio di misura e sia 1 < p < co. Sia
fn € LP(X), n € N, una successione di funzioni convergente in norma ad una funzione
f e LP(X). Allora esiste una sottosuccessione (fn, )ken convergente puntualmente ad

[ p-q.o.
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DiM. Poiche (f,)nen € di Cauchy, I'affermazione segue dalla dimostrazione del
teorema di completezza. ([l

4. Convergenza forte, debole, in misura e q.o.

Sia (X, 47, ) uno spazio di misura. Introduciamo e confrontiamo fra alcune
nozioni di convergenza per successioni di funzioni (convergenza sequenziale). In gen-
erale, (f,)nen sara una successione di funzioni misurabili su X a valori in [—o0, o]
ed f sara una candidata funzione limite.

4.1. Convergenza forte. Sia 1 < p < co. Diremo che f, — f fortemente in
LP(X) se fu, f € LP(X) e
lim || f, — fll, =
n—o0
Sappiamo che in questo caso esiste una sottosuccessione (f,,)ien che converge q.o. ad

7.

EseMPIO 3.4.1. In generale la convergenza forte non implica che f,(x) — f(x)
per q.o. x € X. Si consideri X = [0, 1] con la misura di Lebesgue e la successione di
funzioni definita in questo modo:

fi= X[0,1]5

fo= X[0,1/2]5 fs= X[1/2,1]5

o= X4, f5 = X2, Jo = X234, fr= Xp/a
J8 = X[0,1/8)

Chiaramente, per ogni z € [0,1] si ha
liminf f,(z) =0, limsup f,(z) =1,

n—00 n—o00

mentre || f,|, — 0 per ogni 1 < p < oo (ma non per p = 00).

4.2. Convergenza debole. La nozione di convergenza debole nasce dalla nozione
di topologia debole su LP(X) e dal teorema di dualita fra spazi LP(X). Ne diamo qui
una presentazione autosufficiente ed equivalente.

Sia 1 < p < co. Diremo che la successione (f,,)nen converge debolmente ad f in
LP(X) se fn, f € LP(X) e per ogni g € LX), con 1 < g < oo esponente di Holder
coniugato di p, si ha

lim [ fula)aa)dn - /f

n—oo

La convergenza debole si mdlca talvolta in questo modo f, — f in LP.
La convergenza forte implica quella debole. Questo segue dalla disuguaglianza di
Holder:

[ fadn= [ sadu] < [ 18~ flokdn < 15, il

Questa considerazione ha senso anche quando p = co. Ma per p = oo quella data
sopra non sarebbe la definizione corretta di convergenza debole ed abbiamo per tale
motivo escluso questo caso.

In alcuni casi e sufficiente verificare il test di convergenza debole per una classe
ristretta di funzioni.
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LEMMA 3.4.1. Sia A C R"™ un insieme aperto con la misura di Lebesque e sia
(fi)ken una successione di funzioni in LP(A), 1 < p < oo, tale che supyey || fx|l, < 00.
Allora, si ha fr — f € LP(A) in LP(A)-debole se e solo se

in [ fule)p)s = [ flapla)ds

k—o0
per ogni funzione ¢ € C°(A), di classe C™ con supporto compatto in A.

Dim. Proviamo I'implicazione non banale. Data g € LY(A), per ogni € > 0 esiste
una funzione ¢ € C°(A) tale che ||g — ¢||; < €. La dimostrazione di questo fatto e
nel Teorema 3.6.5. Dunque, con la disuguaglianza di Holder si trova

’/Afkgd$—/Afgdl"S’/AkaOdI—/Afgodl"—i-‘/Afk(g—QO)d]?—/Af(g—go)dg;)

<| [ etz = [ rode] + Wbl + 171lls = ol

S’/fksodx—/fsodx‘JrC&
A A

per una costante 0 < C' < oo indipendente da k, e quindi

limsup‘/fkgdx—/fgdx‘ < (¥,
A A

k—o0

con € > 0 arbitrario. La tesi segue. 0

EseMPIO 3.4.2. La convergenza debole non implica quella forte. Si consideri
X = (0,7) con la misura di Lebesgue e sia f,(z) = sin(nz) € LP(0,7), n € N e
1 < p < co. La successione ¢ anche in L' ed L*, ma non consideriamo questi casi.
Affermiamo che

fn. — 0 debolmente in LP(0, 7).

Per il Lemma 3.4.1, e sufficiente verificare che

™

lim o(x)sin(nx)dz =0

n—oo 0
per ogni ¢ € C°(0, 7). Con un’integrazione per parti si trova
s 1 K
/ o(x) sin(nx)dr = —/ ¢'(x) cos(nx)dz,
0 0

n

essendo ¢(0) = ¢(1) = 0. Siccome ||¢' cos(nz)|le < [|¢'|lc < 00, l'affermazione
segue. In ultima analisi, la convergenza debole a 0 & prodotta dalle oscillazioni della
successione, che diventano sempre piu frequenti.

D’altra parte, si ha

™ 1 nm s
/ | sin(nz)[Pdr = —/ |sint|Pdt = / |sint|Pdt > 0,
0 nJo 0

e quindi la successione non converge fortemente a 0 in L?(0, 7).
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ESEMPIO 3.4.3. La convergenza puntuale non implica quella debole. Ad esempio,
la successione f,, = nx(0,1/n] € LY(R), n € N, converge a 0 in ogni punto, tuttavia

lim g fa(@)p(z)dr = (0)

n—oo
per ogni funzione continua ¢ € C(R). Quindi non c¢’¢ convergenza a () in L'(R)-debole.

EsErcizio 4.1. La convergenza debole non implica quella puntuale, nemmeno
per opportune sottosuccesioni. Cercare di provare questa affermazione costruendo un
esempio.

4.3. Convergenza in misura. Sia (X, .o/, ) uno spazio di misura, e siano
f, fn € A (X) funzioni misurabili, n € N. Si dice che la successione di funzioni
(fn)nen converge in misura ad f (e scriveremo “f,, — f in misura”) se per ogni € > 0
si ha
Tim pu({r € X+ |fu(e) — f(2)] = 2}) =0,
Prima di descrivere il legame fra convergenza in misura, convergenza quasi ovunque
e convergenza in L' premettiamo alcuni fatti generali.

DEFINIZIONE 3.4.1. T limiti inferiore e superiore di una successione di insiemi
E, C X, n €N, si definiscono nel seguente modo

hgggng" = U ﬂ E, e hmsupE = ﬂ [OJEk

n=1k=n n=1k=n

LEMMA 3.4.2 (Borel-Cantelli). Sia (X, 97, 1) uno spazio di misura e sia (E,)nen
una successione di z'nsz'emz' misurabili in X. Allora:

Zu ) <oo = [L(hHlSUpE) 0.

n—oo

DiM. E sufficiente osservare che

A(aIVEEVI(VENE) S

n=1k=n

per ogni n € N. L’espressione a destra converge a zero in quanto resto di una serie
convergente. OJ

Nella seguente proposizione descriviamo il legame fra convergenza in misura e
quasi ovunque.

TEOREMA 3.4.3. Sia (X, o/, ) uno spazio di misura, e siano f,f, € M (X)
funziont misurabili, n € N. Allora:
i) Se u(X) < o0 ed fo(x) — f(x) per p-q.o. allora f, — f in misura.
ii) Se f, — f in misura, allora esiste una sottosuccessione (fn, )ren tale che
fop(x) = f(x) per p-q.o. v € X.

DiM. Proviamo la (i). Dato n > 0, per il teorema di Egorov esiste un insieme
misurabile X, C X tale che u(X'\ X)) <ned f, — f uniformemente su X,. Dunque,
fissato € > 0 si ha

p{z e X |fulz) = f(@)] 2 €}) < n+p({z € Xy - | fulz) — f(2)] = €}).
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Daltra parte, per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per n > 7 si ha

MHwEKwUM@—f@NZQJSELﬂh@?—ﬂ@WMSU

3

e la tesi segue.
Proviamo la ii). Dalla definizione di convergenza in misura segue che per ogni
k € N esiste n; € N tale che

p({re X1t - 1@ 2 1)) < o

Posto Ay = {z € X : |fu,(z) — f(z)| > 1/2*}, la seguente serie converge

k=1

e per il lemma di Borel-Cantelli

p(timsup A) = (VU 4s) =0

hree j=1k>j
Pertanto, l'insieme
oo
A=A
J=1k>j
ha misura nulla e per ogni x € X \ A esiste j € N tale che per ogni k > j si ha

1
fuel@) = f(@)] < 51

Questo prova che f,, (x) — f(x) per p-q.0. z € X. d

TEOREMA 3.4.4. Sia (X, o, ) uno spazio di misura, e siano f,f, € L'(X),
n e N. Se f, — f in LY(X) forte allora f, — f in misura. Il viceversa non ¢ vero
nemmeno per sottosuccessionsi.

Dim. Per ogni € > 0 si ha

1
quEX:M&@—f@ﬂzd)ég/Wh@%—ﬂ@Wm
X
e la tesi segue. La costruzione di un controesempio e lasciata come esercizio. 0

TEOREMA 3.4.5. Sia (X, o/, 1) uno spazio di misura finito, p(X) < oo, e siano
fs fn € A (X) funzioni misurabili, n € N. Sono equivalenti le sequenti affermazionsi:

A) f. — f in misura.
B) Si ha

nooo Jx 14 [fu(z) — f(2)|
Dmm. A)=-B) Non é restrittivo supporre f = 0. Partiamo dall’identita

/X 1|+fTJ(ff()a|;)yd$ - /Olﬂ({x € X :|fulw)] > %})dt - /01 onlt)dt,
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dove abbiamo posto

t
= : > — ).
eult) = u({z e X1 1fu@) = 71
Se vale A), allora per ogni ¢ € (0,1) esiste il limite puntuale
lim ¢, (t) =0.
n—oo

Dunque, per il Teorema della convergenza dominata si ottiene

1
lim Mdm = / lim ¢, (t)dt = 0.
0

La prova dell'implicazione inversa e lasciata come esercizio.

5. Regolarizzazioni

In questa sezione introduciamo la teoria delle regolarizzazioni di funzioni in R™,
su cui fissiamo la misura di Lebesgue.

5.1. Nucleo di regolarizzazione. Sia x : R" — [0, c0) la funzione

1
T — <1
=] 2= (Gp=r)
0 |z| > 1.

Chiaramente si ha y € C*°(R"). La costante ¢q > 0 ¢ fissata in modo tale che

/nx(x)dac .Y

Per ogni ¢ > 0, definiamo le funzioni . : R™ — [0, 00)

Queste funzioni verificano le seguenti proprieta:

i) xe € C=(R");
ii) xe > 0e x(z) > 0se e solo se |z| < ¢;
iii) Per le proprieta di invarianza della misura di Lebesgue rispetto alle di-
latazioni si ha

(3.5.15) /n Xe(z)dr = Ei” . X(g)dx = /n x(y)dy = 1.

Dunque, per € — 0 lintegrale si concentra in z = 0. La famiglia di funzioni (x:)e=o
si dice nucleo di regolarizzazione o anche approssimazione dell’unita.
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5.2. Regolarizzazione di funzioni localmente integrabili. Una funzione
Z"-misurabile f : R" — [—o0, 00| si dice localmente integrabile, e scriveremo f €
Li (R™), se per ogni compatto K C R" si ha f € L'(K).

loc

DEFINIZIONE 3.5.1. Data una funzione f € L; (R™), per ogni € > 0 definiamo la
funzione f. : R® — R

fe(z) = / Xe(@ =) f(y)dy = xe * f(x), xeR™

Abbiamo usato la notazione * per la convoluzione. L’integrale converge perche
'integrazione ¢ ristretta alla palla B.(z) = {y € R" : |y — x| < £}. Con il cambio di
variabile x — y = z, fatto a x fissato, I'integrale puo essere trasformato nel seguente
modo

fa(x) = f(.CE - y)X&(y)dy - f * X&(x)a r e R"
Rn
Ricordiamo che il supporto di una funzione f : R" — [—o00, 00| & 'insieme (chiuso)
spt(f) = (v € B 5 (@) Z0F.
TEOREMA 3.5.2 (Proprieta della regolarizzazione). Sia f € LIIOC(R”).
i) Per ogni e >0 si ha f. € C®(R™).
ii) Detto K = spt(f) si ha spt(f.) C K. = {z € R" : dist(z, K) < e}, per ogni
e>0.

iii) Se f € C(R™) ¢é continua, allora f. — f per e — 07 uniformemente sui

compatt.
iv) Se f € LP(R") con 1 < p < oo allora || f|l, < || fllp-

Dim. i) Proviamo che f. ¢ una funzione continua in un generico punto zo € R™.
Se |z — 29| < 1 allora spt(x.(- — 2)) € K = Bi;.(7g). Siccome y. & limitata ed
f € LY(K), per il Teorema della convergenza dominata si pud portare il limite z — x
dentro l'integrale

lim f.(z) = lim [ x.(z—y)f(y)dy

T—T( T—T0 Rn
— [ Jim o))y
R™ T—rITQ
— [ xeloo = )F @)y = 1)
In modo analogo, essendo per ogni ¢ = 1,...,n e per ogni =,y € R"
aXs (l’ B y) ‘
———| < [[VXelloos
P < 19
¢ possibile derivare sotto segno di integrale
Of-(x)

0
2= [ Gl — s

Come per la continuita di f; si dimostra che la funzione

0
T . a—xixa(ﬂf —y)f(y)dy
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¢ continua, e quindi f € C'(R"). Ora per induzione si prova che f € C°(R").

ii) Sia x € R" tale che dist(z, K) > . Per continuita della funzione distanza,
esiste 6 > 0 tale che dist(z, K) > ¢ per ogni z € Bs(z). Se f(y) # 0 alloray € K e
dunque

|z —y| > dist(z, K) > e.

Quindi f(y) # 0 implica x.(z —y) = 0 e questo prova che f.(z) = 0. Dunque, z ¢ un
punto interno dell'insieme {f. = 0} e pertanto spt(f.) C K-..

iii) Se K C R™ ¢ compatto allora anche 'insieme K; = {z € R : dist(z, K) < 1}
e compatto, essendo chiuso e limitato. Essendo f continua su K7, allora e uniforme-
mente continua: per ogni o > 0 esiste € > 0 tale che

ryeKielr—yl<e = |f(z)-fly)l <o

Siano z € K ed 0 < e < 1. Dalla proprieta (3.5.15) del nucleo di regolarizzazione
segue che

)= @) = [ xele =) 0) - Ty
dove l'integrazione ¢ ristretta all’insieme B.(z) = {y € R" : |z —y| < e} C K;. Di

conseguenza, per ogni ¢ > 0 sufficientemente piccolo si ha |f(y) — f(z)| < o per ogni
x € K e per ogni y tale che |x — y| < ¢, e quindi

() — f()] < / Yele — () — f@)ldy < o / oz — y)dy = 0.

n n

Abbiamo usato il fatto che xy. > 0. Questo prova la convergenza uniforme su K.

iv) Sia ora f € LP(R") con 1 < p < oo e sia 1 < ¢ < oo l'esponente di Holder
coniugato. I casi p =1 e p = oo sono piu facili. Per la disuguaglianza di Holder si ha

L@ < [ xele =) sl

< (/nxg(w—y)d?J)‘l’(/n xe(x—y)lf(y)l”dy>’l’
= ([ xete-lsera)”

Di conseguenza, usando il Teorema di Fubini-Tonelli sullo scambio dell’ordine di in-
tegrazione si trova

[r@rac< [ [ x-wlforayd
= [ Ul [ xete =y = [ 1P

Nella prossima sezione proveremo che f. — f in LP-forte. ([l
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6. Convergenza in media e Teorema di Riemann-Lebesgue

Il punto di partenza di questa sezione ¢ il Teorema di densita, la cui dimostrazione
e rinviata.

TEOREMA 3.6.3 (Densita). Sia A C R™ un insieme aperto. Per ogni 1 < p < oo,
Uinsieme delle funzioni continue con supporto compatto in A € denso in LP(A):

LP(A)

C.(A) Y = Ir(A).

Qui stiamo supponendo di avere la misura di Lebesgue su A. Il teorema di densita
ha una formulazione piu generale negli spazi metrici localmente compatti con una
misura di Radon.

TEOREMA 3.6.4. Sia f € LP(R™) con 1 < p < oo. Allora:

i) Vale la “continuita in media”

lim |f(z+h)— f(x)|Pdx = 0.

h—0 R™
ii) Le regolarizzazioni convergono in LP-forte:
lim — =0.
Tim |1f. = fll,

Dim. i) Fissato o > 0, per il Teorema di densita esiste una funzione g € C.(R")
tale che ||f — g||, < 0. Siccome g ¢ uniformemente continua su R", esiste ¢ > 0 tale
che per ogni x € R" e per ogni h € R" si ha

|h| <e = |glz+h)—glx)| <o

Di conseguenza, detto K = spt(g) il supporto di g e posto K; = {z € R" :
dist(z, K) < 1}, per |h| <e <1siha

([ = spa)™ < ([ 1+ m =g+ mpas) s

1/p
=2/t =gl + ([ lotw+b) - glo)pds)
<02+ ZL"(KL)).

Questo prova la prima affermazione.

ii) Per ogni x € R" si ha, come nella dimostrazione del precedente teorema,

@)= @)= | [ xeman—sanm| < ([ coiseen-r@pan) ",
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e dunque, usando il Teorema di Fubini-Tonelli,

[1n@ - swpes [ [ e n - fepand
< [ % [ Ve )= s@)ldedn

Ora l'affermazione segue dalla continuita in media. O
Il Teorema 3.6.3 puo essere ora migliorato.
TEOREMA 3.6.5 (Densita). Sia A C R™ un insieme aperto. Per ogni 1 < p < oo,

Uinsieme delle funzioni C*° con supporto compatto in A é denso in LP(A):
—

Coo(A) Y = Lr(A).

Dim. Per ogni § > 0, 'insieme
Ks={x € A:dist(x,0A4) > d e |z| <1/}
e un sottoinsieme compatto di A ed inoltre, per il teorema della convergenza dominata
i [ 17(0) = f(@)e (o) Pz =0,
6—0t A

Senza perdere di generalita possiamo allora supporre che f abbia supporto compatto
in A (ed estendere la funzione f su tutto R™ ponendola uguale a 0 fuori da A).

Per ogni € > 0 sufficientemente piccolo la regolarizzazione f. € C*°(R™) ha sup-
porto compatto contenuto in A. Questo & vero perche dist(K,0A) = inf{|lx —y| : x €
K,y € 0A} > 0. Per il Teorema 3.6.4 parte ii) si ha

Elir[r)fr |fe = fll, =0,
e affermazione segue. O

Presentiamo ora un’applicazione del Teorema di densita alla trasformata di Fourier.
Data una funzione f € L'(R"), si definisce la funzione f : R" — C

floy = [ @ j(oe

dove (z,&) ¢ il prodotto scalare standard in R™. L’integrale converge perche conver-

gono la sua parte reale e la sua parte immaginaria. E elementare controllare che f ¢
una funzione continua (usare il Teorema della convergenza dominata).

TEOREMA 3.6.6 (Riemann-Lebesgue). Per ogni funzione f € L*(R™) si ha

~

lim f(£) = 0.

|§|—o0

DiM. Proviamo il teorema quando n = 1. Il caso n > 2 si riduce al cason =1
usando il Teorema di Fubini-Tonelli. Per il Teorema 3.6.5, dato € > 0 esiste una
funzione g € C°(R) tale che ||f — ¢g||1 < €. Con una integrazione per parti si trova

/g\(é'):/Rg(x)eZmaffdl.:ﬁ/Rgl(:v)e%rixgdx’
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e siccome |¢'(z)e*™¢| = |¢'(z)| € L}(R), segue che
lim g(&) = 0.

€] =00

La tesi ¢ ora una conseguenza della disuguaglianza

~ ~

IFEI < 7€) =g+ [9(&)] < [If = gllr + [9(E)].

7. Cenni sulla separabilita

Consideriamo uno spazio di misura (X, o7, u). La o-algebra o si dice separabile
se ¢ generata da un insieme numerabile di insiemi, cioe se e la piu piccola o-algebra
che contiene questo insieme numerabile. In questo caso, lo spazio LP(X) & separabile
per ogni 1 < p < oo. Ad esempio, la o-algebra degli insiemi Z"-misurabili di R" e
generata dai plurintervalli di estremi razionali e quindi e separabile.

Non ci interessa vedere le dimostrazioni di queste affermazioni, osserviamo sola-
mente che L in generale non ¢ separabile.

PROPOSIZIONE 3.7.7. In generale L>(X) non é separabile.

DiM. Consideriamo X = R"™ con la misura di Lebesgue. Posto B, = {z € R" :
|z| < r}, definiamo per ogni r > 0 la famiglia di funzioni

B, = {f € L) |f — xolle < 3}

Osserviamo che ogni %, & un aperto di L>*(R"), e che %,, N %,, = () ogni volta che
r1 # r9. Si e in questo modo costruita una famiglia pit che numerabile di aperti
disgiunti.

Consideriamo ora un insieme di funzioni .# C L*°(R") che sia denso. Allora per
ogni r > 0 esiste f, € % tale che f € %,. La funzione F : R" — .7 tale che
F(r) = f. ¢ iniettiva. Quindi .# ha cardinalita pit che numerabile. O






CHAPTER 4

Misure di Borel

1. Misure di Borel

Sia (X, 7) uno spazio topologico. La o-algebra di Borel ¢ la piu piccola o-algebra
contenente 7

B(X) = ﬂ {« : o o-algebra contenente T }.

DEFINIZIONE 4.1.8 (Misura boreliana). Sia (X, 7) uno spazio topologico.
i) Una misura esterna p : Z(X) — [0, 00| si dice di Borel se gli insiemi di Borel
sono p-misurabili. La restrizione u : B(X) — [0, 00] si dira misura di Borel.
ii) Una misura esterna p : Z(X) — [0, 00] si dice di Borel regolare se per ogni
insieme F C X esiste B € #(X) tale che E C B e u(F) = u(B).

In modo naturale si definiscono poi le funzioni Boreliane.

DEFINIZIONE 4.1.9 (Funzione Boreliana). Una funzione f : X — R si dice di
Borel se per ogni a € Rsi ha {x € X : f(x) < a} € B(X).

2. La misura di Lebesgue € Boreliana regolare

Della misura (esterna) di Lebesgue £ su R™ conosciamo gia le seguenti proprieta:
i) L"(E) = Z"(x+FE) perogniz € R ed E C R” (invarianza per traslazioni).
Vedremo che questa proprieta caratterizza la misura di Lebegue.

i) Z"(AE) = \"Z"(E) per ogni A > 0 ed E C R" (omogeneita rispetto alle
dilatazioni).

iii) £™ ¢ una misura di Borel. Infatti, i plurintervalli sono misurabili e gli insiemi
aperti di R” sono unioni numerabili di plurintervalli, e dunque sono anch’essi
misurabili.

iv) Se K C R™ ¢ un insieme compatto allora Z"(K) < occ.

v) L"(A) = sup Z"(R) per ogni aperto A C R", con R unione finita di pluri-
RCA

intervalli (=plurirettangolo).

In questa sezione studiamo ulteriori proprieta della misura di Lebesgue.

TEOREMA 4.2.10. Sia E C R™ un insieme Z"-misurabile. Per ognie > 0 esistono
un aperto A C R™ contenente E ed un chiuso C C E tali che X"(A\ C) < e.

Dim. Supponiamo peliminarmente che £"(E) < oo. Fissato € > 0, esiste un
ricoprimento Lebesguiano {I, : k € N} di E tale che

LYE)+e>> L),
k=1
43
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Per ogni k € N esiste un plurintervallo aperto Ji, contenente Iy tale che £ (Ji \ Ix) <

57 L’insieme
o0
A=J %
k=1
e aperto in quanto unione di aperti, e inoltre

<Y 2R = Zﬂhﬂ%%@ Z@w )
k=1

— k=1 k=1
< ZLE) + 2e.

Essendo E misurabile si ha Z"(A) = L"((A\ E)UE) = Z"(A\ E) + Z"(E).

Dunque, per differenza si trova

LA\ E) < 2e.

Togliamo 'ipotesi che F abbia misura finita. Detta B; = B(0, 1) la palla di raggio
1 centrata in 0 e posto By, = B(0,k) \ B(0,k — 1), si ha

E:GEﬁBk:GEk.
k=1 k=1

Poiche ogni Fj, ha misura finita, per la prima parte della dimostrazione per ogni k € N
esiste un aperto A, contenente Ej, e tale che

n £
LA\ Eg) < o

L’insieme A = J;-, Ak ¢ aperto ed inoltre

LUANE) <3 LANE) <Y LA\ B <e
k=1 k=1
Passiamo alla costruzione del chiuso. Poiche E ¢ misurabile anche il comple-
mentare £/ = R" \ F ¢ Z"-misurabile. Dunque, esiste un insieme aperto A; che
contiene F' e tale che £"(A; \ E') < e. L'insieme C' = A} = R™\ A; ¢ chiuso ed ¢
contenuto in E. Inoltre si ha
LNENC)=ZL"ENC)=ZL"(A\E)<¢
In conclusione, si ottiene la stima desiderata
LA\ C) = f”((A \E)U(E\ C)) < LMA\NE)+ LM(E\C) < 2e.
O

OSSERVAZIONE 4.2.11. Se togliamo l'ipotesi che F sia misurabile, possiamo co-

munque dire che per ogni £k € N esiste un aperto A, contenente E e tale che
LM(Ag) < L"(E) + 1/k. L'insieme

oA
k=1

e un Boreliano che contiene E ed inoltre £"(B) = £"(F). Dunque, £" ¢ una
misura di Borel regolare.
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DEFINIZIONE 4.2.12 (Insiemi G5). Un insieme G C R” si dice Gy, e scriveremo
G € G5(R™), se esiste una successione di insiemi aperti (Ag)ren tale che

k=1

Il Teorema 4.2.10 ha la seguente conseguenza.

COROLLARIO 4.2.13. Un insieme E C R™ ¢ Z"-misurabile se e solo se esistono
G € Gs(R™) e un insieme N di misura di Lebesque nulla tali che E = G\ N.

DiM. Se E & misurabile, allora per ogni k£ € N esiste un insieme aperto A, con-
tenente A tale che Z"(A; \ E) < . L'insieme G = (;; 4x ¢ Gs ed inoltre, posto
N = G\ E si ha, per ogni k € N,

1
Z"(N) = (A\B) < 7,
e dunque £"(N) = 0.
Viceversa, se E = G\ N come nelle ipotesi, allora E & misurabile in quanto
differenza di insiemi misurabili. 0

2.1. Insieme non misurabile di Vitali.

EsemMPIO 4.2.1 (Insieme di Vitali). Assumendo la validita dell’Assioma di scelta
¢ possibile “costruire” (dimostrare che esistono) insiemi in R che non sono .£*-
misurabili.

Consideriamo I'intervallo [0, 1] C R e introduciamo la relazione di equivalenza ~
su [0, 1] dicendo che x ~ y se e solo se x —y € Q. L’intervallo [0, 1] viene suddiviso
nell'unione disgiunta delle classi di equivalenza della relazione ~, che indicheremo con
[z] ={y € [0,1] : y ~ x}.

Utilizziamo 'assioma di scelta per selezionare da ogni classe di equivalenza [z] un
elemento y € [z]. Definiamo l'insieme V' C [0, 1] come I'unione di questi rappresen-
tanti.

Per ogni numero razionale ¢ € @) = [—1,1]NQ e per ogni = € R sia 7,(z) = ¢+ x.
Osserviamo che ¢ # ¢/ implica che 7,(V) N7, (V) = 0, in quanto V' contiene elementi
che stanno in classi di equivalenza distinte. Inoltre, essendo ogni x € [0,1] in una
delle classi di equivalenza, si ha

0,1] c | Jn(V) c[-1,2].
qe@
Dalle inclusioni precedenti segue che
(4.2.16) 1< 31( U Tq(V)> <3
qe@

Per Pinvarianza di £* rispetto alle traslazioni si ha £*(V) = £ (7,(V)) per ogni
q € Q. Supponiamo ora per assurdo che V sia £1- misurabile. Se fosse £*(V) = 0,

si avrebbe
2 (Un) =X 20 = > 2(v) =0.

qeQ qeQ q€Q
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Se invece fosse £(V') > 0, allora
gl( U Tq(V)) ~ .
q€Q

In entrambi i casi si contraddice la (4.2.16).

3. Le funzioni continue a supporto compatto sono dense in L”

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.6.3. Sia A C R™ un aperto e sia 1 < p < oo.
Vogliamo provare che per ogni f € LP(A) e per ogni € > 0 esiste g € C.(A) tale che

If —gll, <e.
Possiamo supporre che f abbia supporto compatto in A e che sia f > 0. Per il

Teorema 2.1.8, esistono insiemi .Z"-misurabili A, C A, k € N, tali che
1
flz) = Z EXA’“(x)’ x € A.
k=1

Per il Teorema della convergenza dominata, esiste N € N tale che

INEE i T (@)

Dunque, le funzioni semplici sono dense in LP(A). Gli insiemi Ay sono sottoinsiemi
del supporto di f e quindi sono a chiusura compatta in A.

E sufficiente allora dimostrare che per ogni insieme .Z"-misurabile £ C A con
chiusura compatta in A e per ogni € > 0 esiste una funzione g € C.(A) tale che

p
dr < €.

/ |XE($) — g(x)‘pdx < e.
A

Per il Teorema 4.2.10 esistono un aperto 2 C A ed un chiuso C tali che C' C E C ()
ed inoltre Z"(2\ C) < e. Siccome E ha chiusura compatta in A, possiamo supporre
che anche 2 abbia chiusura compatta in A (e che C sia compatto).

Definiamo le seguente funzione g : R® — R

dist(x, R™ \ Q)

= R".
dist(x, R \ ) + dist(z, C)’ ve

g(z)

Osserviamo che il denominatore non ¢ mai 0, grazie alle inclusioni C C £ C €2 con C'
compatto. Dunque g ¢ ben definita ed ¢ una funzione continua, essendo quoziente di
funzioni continue. Inoltre si ha: 1) g(x) = 1 perogni z € C; 2) g(x) = 0se z € R™\;
3) 0 < g(x) <1 per ogni x € R™. In particolare, si ha g € C.(A). Infine, si stima

/A IxXe(@) — g(o)de = / D) —glrar < 2@y 0) <<

Questo termina la dimostrazione.
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4. Le misure metriche sono boreliane
In questa sezione consideriamo uno spazio metrico (X, d).

DEFINIZIONE 4.4.2 (Misura metrica). Diciamo che una misura esterna p : Z(X) —
[0, 00] & una misura metrica se per ogni coppia di insiemi A, B C X si ha

dist(A,B) >0 = pu(AUB)=u(A)+ uB).

In altri termini, una misura esterna e metrica se e addittiva sulle unioni di insiemi
“staccati”. Vogliamo provare il seguente teorema.

TEOREMA 4.4.3. Siano (X,d) uno spazio metrico e p una misura metrica su X.
Allora p e una misura di Borel.

Per farlo partiamo dal seguente lemma.

LEMMA 4.4.4. Sia p una misura metrica su X. Sia Ey C Exyq, kK € N, una
successione crescente di insiemi di X e sia E = J,o, Ex. Se dist(E \ Eyi1, Ey) > 0
per ogni k € N, allora

lim p(Ey) = p(E).

k—o0

DiM. Per monotonia, il seguente limite esiste
L= lim p(Ey),
k—o0
e dal momento che Ej, C E per ogni k € N, si ha L < p(E). E dunque sufficiente

mostrare che L > u(E) e non e restrittivo supporre L < co.
Per ogni k € N si ha

u(B) = n(\J Be) < nlB) + - nlEj \ By
k=1 j=k
e dunque il risultato segue se si mostra che converge la seguente serie
> B\ Ej) < 0.
j=1

Sia F; = E;+1 \ Ej e osserviamo che per ogni m € N si ha

m m

ZM(FJ') = u(Fy) + > ul(Faja).

j=1 j=1
Ora osserviamo che
diSt(ng, F2j_2) = diSt(E2j+1 \ Egj, Egj_l \ Egj_2> Z d(E \ Egj, EQj_l) > O,

e analogamente per gli insiemi con indice dispari. Possiamo dunque passare dalla
somma delle misure alla misura dell’unione:

iﬂ(Fj) = M( @ F2j> + ,u( Q F2j,1> < W Eapmy1) + p(Ea) < 2L

per ogni m € N. Questo prova che la serie converge e il lemma ¢ dimostrato. [l
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DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.4.3. Dobbiamo dimostrare che ogni insieme
A C X aperto ¢ p-misurabile, e cioe che per ogni £ C X si ha

(4.4.17) W(E) > p(ENA) + u(ENA).

L’altra disuguaglianza e sempre vera.
Per k£ € N consideriamo gli insiemi

Ay ={z € A dist(z,4") > %}

Possiamo supporre che A’ # (), altrimenti A = X e non ci sarebbe nulla da provare.
Poiche si ha dist(E N Ag, ENA’") > 0, la misura esterna p ¢ addittiva per tale coppia
di insiemi

pWENA) +p(ENA) = p((ENA) U (ENA)) < p(E).
Se proviamo che

(4.4.18) lim p(ENA) =p(ENA)

k—o0

la tesi (6.3.27) segue.
Consideriamo la successione di insiemi E, = E N A, £ € N. Si tratta di una
successione crescente ed inoltre

UB=En{JA=EnA

k=1 k=1
Vogliamo dedurre la validita di (4.4.18) dal Lemma 4.4.4. Osserviamo che, essendo
EﬂA\Ek+1 C A\Ak+1 e Ek CAk, si ha

1 1
dist((E N A) \ Egy1, By) > dist(A \ Agqa, Ay) > F rr1o 0,

per ogni k € N. Dunque, le ipotesi del lemma sono verificate e la (4.4.18) segue. [

Usiamo il Teorema 4.4.3 per provare che le misure di Hausdorff in R™ sono di
Borel.

TEOREMA 4.4.5. Per ogni s > 0, la misura di Hausdorff s-dimensionale 7€° su
R™ e di Borel.

DiM. Proviamo che ¢ € una misura metrica su R”. Siano A, B C R" due insiemi
staccati, dist(A, B) > 0, e proviamo che

H5(AUB) > #5(A) + #°(B).

L’altra disuguaglianza & sempre verificata. E sufficiente provare che (AU B) >
J6°(A) + 7 (B) per ogni § > 0 sufficientemente piccolo. Non ¢ restrittivo supporre
che sia J4°(AU B) < oo. Fissato ¢ > 0, esiste una famiglia di insiemi Ej C R”,
k € N, tali che

diam(Ey,)

diam(Ey) <6, AUBC | JEy wsZ( 5

keN keN

)S < #5(AUB) + .
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Se 0 < 0 < dist(A, B), ogni insieme E} non puo intersecare contemporaneamente sia A
che B. Dunque gli insiemi Ny = {k e N: EtNA# 0} ed Ng ={k € N: E;NB # 0}
sono disgiunti e pertanto

A )+ A (B) <, Y (BB, 5 (U

2 2
keEN 4 keNp
diam(Ey)\* <
<3 (BmEY a4
keN
Ora, per 0 — 07 si trova J#°(A) + #°(B) < #5(AU B) + ¢, e data Parbitrarieta di
¢ si ottiene la tesi. d

5. Insieme di Cantor

In questa sezione costruiamo l'insieme di Cantor K C [0,1]. Si tratta di un
insieme compatto con interno vuoto, di cardinalita piu che numerabile, di misura di
Lebesgue nulla. L’insieme K e ’esempio piu semplice di insieme frattale autosimilare.
Se avremo tempo, vedremo che K ha dimensione di Hausdorff pari a log 2/ log 3.

5.1. Costruzione. Consideriamo le due trasformazioni 77,75 : R — R

r 2
Tl([E) = = ¢ Tg(l’) = g‘f‘g, r e R.

Sia T che Ty sono due contrazioni con fattore di contrazione 1/3. Definiamo K, =
0,1] e sia

K, =Ti(Ky) UTy(Ky) =[0,1/3]U[2/3,1] C K.
Completiamo la costruzione per induzione. Per n € N, siano K,,_; C K,,_» C ... C
K; C Ky gia definiti e poniamo

K, =T(Kn-1) UT5(Ky-1) C Ky,

L’insieme K, & formato da 2" intervalli compatti disgiunti di lunghezza 1/3", detti
intervalli della generazione n-esima:

K,=I'ur*u...ur?,

dove chiaramente I} = [0,1/3"] e I?" = [1 — 1/3",1]. Gli intervalli sono ordinati in
modo naturale.

Siccome gli insiemi K, sono compatti e la successione (K,),en € decrescente,
I’intersezione

[e.e]
K=()K.clo,1]
n=1
€ un insieme compatto non vuoto, detto insieme di Cantor.

Proviamo che K ha interno vuoto. Siano x,y € K, © # y, e sia n € N il piu
grande intero tale che esiste 1 = 1,...,2" tale che z,y € I'. Questo intero massimo
esiste, perche la lunghezza degli intervalli della generazione n-esima tende a 0 con
n e dunque ¢ definitivamente minore di |z — y|. L’intervallo I’ si suddivide in tre
intervalli consecutivi essenzialmente disgiunti di lunghezza 1/3""1:

Ly =1,V (ﬁa W> UL,
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per opportuni interi j, k, dove (k/3"*!, (k+1)/3"™) N K = (). Per la massimalita di
n deve essere x € I) ey € ITJLE, o viceversa. Dunque, fra ogni coppia di punti di
K c¢’¢ un punto fuori da K.

Proviamo che Z'(K) = 0. Gli intervalli della generazione n-esima formano un

ricoprimento Lebesguiano di K. Dunque, si ha

e con n — oo si deduce che Z(K) = 0.

5.2. Interpretazione aritmetica. Nella rappresentazione ternaria, ogni numero
reale « € [0, 1] si scrive nella forma

n=1

I

c,o|@
33

dove le cifre verificano a,, € {0,1,2}. Si puo verificare che K e 'insieme dei numeri
reali € [0, 1] tali che a,, € {0,2} per ogni n € N.

5.3. Interpretazione metrica (K come punto fisso). Consideriamo 'insieme
di tutti i compatti non vuoti di R

H = {K C R: K compatto non vuoto }

A questo insieme e possibile dare una struttura di spazio metrico completo con la
distanza di Hausdorff

ou(K,H)=inf{e¢>0: K CH. e H C K.},

dove K. = {z € R : dist(z, K) < ¢}.
Sia T : & — & la trasformazione

T'(K) =Ti(K) UTy(K).

Questa trasformazione ¢ una contrazione di fattore 1/3 in questo spazio metrico. Per
il Teorema di punto fisso di Banach 7" ha un unico punto fisso K = T(K), che ¢
precisamente 'insieme di Cantor. In questo senso, K ¢ un insieme autosimilare.

6. Funzione di Vitali-Cantor. Insiemi .Z'-misurabili non boreliani

6.1. Scala del diavolo. Sia K C [0, 1] l'insieme di Cantor. Costruiamo una
funzione ¢ : [0,1] — [0, 1] che verifica le seguenti proprieta:
i) o e continua e crescente (non strettamente).
ii) ¢ e derivabile in ogni punto x € [0, 1]\ K ed inoltre ¢’(x) = 0. In particolare,
¢ ¢ derivabile con derivata nulla in .#'-q.0. ogni punto in [0, 1].
ili) ¢ : K — [0,1] ¢ suriettiva. In particolare, K ha la potenza del continuo.

Questa funzione e nota come scala del diavolo o funzione di Cantor-Vitali.
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Costruiamo per induzione una successione di funzioni (¢, )nen su [0, 1] a partire
dalla funzione @g(x) = z. Per n =1, ¢ : [0,1] — [0, 1] & definita nel seguente modo:

%x = %gpo(?)x) x € [0,1/3]
CRE v e (1/3,2/3)
s+a(r-2) =5+ 5mBr-2) zep/31)
Data ¢, : [0,1] — [0, 1], definiamo ¢, : [0, 1] — [0, 1] nel seguente modo:
%%1(3@ v e0,1/3]
on(T) = % = on-1(2) x € (1/3,2/3)
§+%gon1(3a:—2) x € [2/3,1].

Ogni funzione ¢, € continua e crescente. Dalla costruzione si deduce che per ogni

n,m € N si ha
1

ng” B SpmHoo < omin{n,m}’
e dunque la successione (¢, )nen € uniformemente di Cauchy. Dunque il suo limite, la
funzione ¢ : [0, 1] — [0, 1]
gD(I) = nlggo (Pn(x)v x e [07 1]7
¢ continua e crescente. Questa ¢ la funzione di Vitali-Cantor.

L’insieme A = [0, 1]\ K ¢ aperto e la funzione ¢ ¢ costante su ciascuna componente
connessa di A. Dunque, ¢ ¢ derivabile su A con ¢/(z) = 0 per ogni z € A. L’insieme
di non derivabilita ¢ contenuto in K (coincide con K') che ha misura nulla.

Proviamo che la funzione ¢ : K — [0,1] & suriettiva. Dato y € [0, 1], per il
Teorema dei valori intermedi esiste z € [0, 1] tale che p(z) = y. Se x € K abbiamo
finito. Se invece z € [0,1] \ K, sia J = (a,b) la componente connessa di [0, 1] \ K
contenente x. Allora ¢(a) = p(z) = ¢(b) con a,b € K.

6.2. Insieme misurabile non Boreliano. Ora usiamo la funzione di Cantor-
Vitali per costruire un insieme .#’!-misurabile non Boreliano. Partiamo dal seguente
lemma.

LEMMA 4.6.1. Sia (X, 7, 1) uno spazio di misura e sia f : X — R una funzione
misurabile. La famiglia di insiems

&={ECR:f'(E)ecd}
¢ una o-algebra su R e inoltre B(R) C &.

DiM. In primo luogosiha X = f7'(R) € &/ e ) = f~1()) € . Inoltre, se E € &
allora f~Y(E') = f~Y(E) € o/, e dunque E' € &. Infine, supponiamo che sia E; € &
per ogni j € N e proviamo che F/' = UjeN E;ecé&. E sufficiente osservare che

f_1<UEj> =Jr'(E)ea.
jEN jEN

Quindi & ¢ una o-algebra.
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Sia ora A C R un insieme aperto. Dal momento che f & misurabile risulta
fYA) € & e dunque A € &. Questo prova che la o-algebra dei boreliani %(R)
¢ contenuta in &. d

Sia K C [0,1] l'insieme di Cantor e sia ¢ : [0,1] — [0,1] la funzione di Cantor-
Vitali. Definiamo la funzione 9 : [0, 1] — [0, 1] nel seguente modo:

U(y) = nf{z € [0,1] : p(z) = y}.
Siccome la funzione ¢ € continua l'inf ¢ un minimo e si ha ¢(¢(y)) = y. Elenchiamo
alcune proprieta di ¢:
i) Si ha ¢(y) € K per ogni y € [0, 1]. Infatti, se fosse ¢(y) € [0,1] \ K, detta
(a,b) C [0,1] \ K la componente connessa di ¥(y), si avrebbe a < ¥(y) < b
con p(a) = ¢(¥(y)) =y, contro la definizione di .
ii) La funzione 1 ¢ crescente, essendo ¢ crescente. In effetti, 1) ¢ strettamente
crescente (provare) e quindi iniettiva.
iii) La funzione ¢ : [0,1] — [0,1] & una boreliana, ovvero gli insiemi ¢~({z €
[0,1] : © < «a} sono Boreliani per ogni o € R. Infatti questi insiemi sono
intervalli. In particolare, 1) &€ misurabile (rispetto alla misura di Lebesgue).

Per il lemma precedente, la famiglia di insiemi
&={Ec[0,1]:¢ (F) ¢ £ -misurabile}

¢ una o-algebra che contiene i Boreliani di [0, 1].

Per costruire un insieme E C [0,1] che ¢ £~ misurable ma non ¢ boreliano,
procediamo nel seguente modo. Sia V' C [0,1] un insieme non .#!-misurabile, ad
esempio l'insieme di Vitali, e consideriamo l'insieme E = (V). Per quanto visto
sopra si ha ¥ C K e dunque, per la completezza della misura di Lebesgue e per il
fatto che Z1(K) = 0, l'insieme E ¢ £'-misurabile, essendo .Z'(E) = 0.

Tuttavia, E' non ¢ Boreliano. Se infatti fosse Boreliano allora dovrebbe essere
E € &, ovvero l'insieme V = ¢~ }(F) dovrebbe essere .#'-misurabile, ma questo non
& vero.



CHAPTER 5

Misure prodotto e Teorema di Fubini-Tonelli

In questo capitolo dimostriamo il teorema di Fubini-Tonelli ed esaminiamo alcune
sue applicazioni. Premettiamo alcune considerazioni sulle misure su semianelli che
sono propedeutiche alla costruzione delle misure prodotto.

1. Misure su semianelli

Incominciamo con la definizione di misura su semianello. Nel seguito, X e un
insieme.

DEFINIZIONE 5.1.2 (Semianello). Una famiglia di sottoinsiemi . C Z(X) si dice
un semianello su X se:
i) 0e.;
ii) Se A, B € . allora anche AN B € .¥;
iii) Per ogni coppia di insiemi A, B € . esiste una famiglia finita di insiemi
disgiunti C; € ., 1 =1,...,k, tale che

k
1=1

La proprieta al punto iii) si estende al caso di differenze finite del tipo A \ U;”:l B;
con m > 1.

EseEMPIO 5.1.3. Un esempio di semianello e la famiglia dei plurintervalli aperti a
destra di R".

EseEmMmpPIO 5.1.4. Un altro esempio di semianello ¢ il prodotto Cartesiano di due
o-algebre. Siano &/ una o-algebra su un insieme X e Z una o-algebra su un insieme
Y. Verifichiamo che I'insieme

S ={AxBePXxY):Ac, Bec A}
¢ un semianello sul prodotto Cartesiano X x Y. Infatti:

) 0 x0e.s;
ii) Se H,K € .¥ con H=A; x By e K = Ay X By, allora

HOK:(AlﬂAQ)X(BlﬂBQ)Ey,

dal momento che A1 N Ay € & e BiN By € A.
iii) Siano H, K come sopra e proviamo che H \ K & un’unione finita di elementi
di .. Infatti, si ha

H\K: (Al XBl)\(A2 XBQ)
= (Al\A2 X Bl)U(AlﬂAQ X Bl\Bg)
e 'ultimo insieme € un’unione disgiunta di elementi di .%.

53
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DEFINIZIONE 5.1.5 (Misura su semianello). Una funzione p : . — [0, 00] € una
misura sul semianello .7 di X se:

(i) (@) = 0;
(ii) Se A = U~ Ay, con A A, € ., n € N, e unione disgiunta, allora vale
I’adittivita numerabile

u(A) =Y u(An).

A partire dalla misura g sul semianello . definiamo una misura esterna p* :
P(X) — [0, 00] ponendo

(5.1.19) 4*(A) = inf { iu(An) A C G A, A, € y}.

Mostriamo che g* ¢ una misura esterna. Dati A = |J,—; 4, con A, A, C X, dobbi-
amo provare che

p(A) < (A,

Se la serie a destra e oo l'affermazione e vera. Supponiamo che la serie converga ad
un valore finito e, dato € > 0, per ogni n € N scegliamo degli insiemi A,; € % tali
che

o . 6
D n(Ang) < (An) + 5
j=1

La famiglia di insiemi {4,;, € Z(X) : n,j € N} C . & un ricoprimento di A e
dunque

pA) < DD A) < YA+ on = Y ut (A,

Dalla arbitrarieta di € > 0 si ottiene la tesi.
LEMMA 5.1.6. Per ogni A € .7 si ha *(A) = p(A).

Dim. Poiché A ¢ un ricoprimento di se stesso risulta p*(A) < p(A). Bisogna
provare la disuguaglianza opposta p(A) < p*(A). Se p*(A) = oo non vi ¢ niente da
dimostrare. Supponiamo allora che sia p*(A) < oo e, fissato € > 0, siano A, € .%*
tali che

Ac A D Ay e+ pt(A).
n=1 n=1

A meno di scegliere B, = A, \ U?;ll A; € &, non e restrittivo supporre che gli
A, € . siano disgiunti. Qui stiamo usando la proprieta iii) di un semianello.
Osserviamo che si ha

A:Am@An:GAmAn,

n=1 n=1
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con ANA, € .. Dalla proprieta di adittivita della misura e dal fatto che u(ANA4,) <
wu(A) (provare), si trova

ZMAQA gi ) < e+t (A).
n=1 n=1

Dalla arbitrarieta di € si ottiene la tesi. [l

Indichiamo con .# la o-algebra degli insiemi di X che sono p*-misurabili. In-
dichiamo ancora con p la restrizione di p* ad Z.

LEMMA 5.1.7. Sia g una misura sul semianello ¥ C P (X), e sia u* la misura

esterna su X generata da p. Allora gli insiemi nel semianello sono p*-misurabili,
ovvero . C M .

Dim. Dobbiamo provare che per ogni A € . e per ogni £ C X si ha
pi(E) 2 p (ENA) + p (ENA).

Consideriamo un ricoprimento E C (J77 | A, con A, € .. Dal fatto che p* & una
misura esterna e dal Lemma 5.1.6 si trova

[e.o]

WENA) +p (ENA) <3 (A4, N A) + iu*(An N A

1 n=1

pw(A, NA) + i (A, N A"

n=1

3
I

I
NE

3
Il
—

D’altra parte, avremo
Ay = (A, NA)UA,NA)=A,nAHU ] C
Ceén
per una certa famiglia finita &, C .¥’ e con unioni tutte disgiunte. Dunque, si ottiene

Ay = (AN A) + ) u(C)

Ceén

e sommando su n

i“( Z“A NA) +ZZ Z“A N A) +Z“A nA).

n=1 Ceé&, n=1

In conclusione, per ogni ricoprimento di F si ha la disuguaglianza
Z“ ) > (ENA) +p(ENA),

e dunque la disuguaglianza segue anche per F. 0

OSSERVAZIONE 5.1.8 (Insiemi “coperchio”). Dato un insieme E C X di misura
esterna finita, per ogni n € N esistono degli insiemi A,,; € ., 7 € N, tali che

o0 o0 . 1
Ec Ay, D on(Awy) <pi(B)+ -
j=1 j=1
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L’insieme A, = U;’il A,; ¢ di tipo .4, cioe ¢ un’unione numerabile di insiemi di ..
L’unione puo essere scelta disgiunta per la proprieta iii) dei semianelli.

[’insieme
o
A=A,
n=1

e di tipo .%,s, cioe e una intersezione numerabile di elementi di .#,. Per la proprieta
ii) dei semianelli si puo supporre che la successione (A,,),en sia decrescente (provare).

Risulta £ C A e dunque p*(E) < p*(A) = p(A), essendo A p*-misurabile. D’altra
parte, per ogni n € N si ha

HA) < (A < D7 u(An) < 07 (B) + -

n

e quindi p(A) < p*(E). In conclusione, ogni insieme E puo essere ricoperto con un
insieme (misurabile) di tipo .#,s con la stessa misura (esterna) di E.

TEOREMA 5.1.9. Sia f € LY(X, 1) una funzione tale che

(5.1.20) (Af@ﬂuzo

per ogni A € . Allora f(x) =0 per p-q.o. z € X.

DiM. Estendiamo la (5.1.20) ad ogni insieme misurabile A C X. Se A € .7,
ovvero A = (J77 | A, con A, € . e unione disgiunta (ci si puo sempre riportare a
questo caso), allora per il teorema della convergenza dominata

RIS fj / Sl =0

Se poi B = () —, A, con A, € ., e Apy1 C A, allora sempre per il Teorema
della convergenza dominata si ha

/ f(x)dp = lim f(z)dp = 0.
B n—oo An

Se, infine, F ¢ un insieme p-misurabile con misura finita allora esiste un insieme
B € 7,5 tale che u(B \ E) =0, e dunque

/f )it = /f Jdji = 0.

Sia ora Af = {x € X : f(z) > 1/n}. Questo insieme ¢ p-misurabile in quanto f
€ misurabile, ed ha misura ﬁmta in quanto f e integrabile. Dunque si ha

[ r@n = ),

e pertanto u(A) = 0 per ogni n € N. In modo identico si prova che, posto A, =
{r e X : f(z) < —1/n}, si ha u(A,)) = 0. Questo prova che f =0 q.o. O
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2. Misure prodotto. Teorema di riduzione
Siano (X, 7, u) e (Y, %, v) due spazi di misura. Abbiamo visto che l'insieme
S ={AxBePXxY):Acd, Bec A}
e un semianello di X x Y. Su .% si definisce la misura prodotto
5@ V(A % B) = (A (B)

per A € o e B € . Verifichiamo che y ® v e effettivamente una misura:
i) 1@ w(0 x 0) = u(0)r(0) = 0

ii) Supponiamo che sia Ax B = J,~, A, X B,, con unione disgiunta, e mostriamo
che

[L®V(AXB):ZM®V(AnXBn).

n=1

Se x € A, allora

(e}

{z} x B= | {=} x B,

con unione disgiunta, e dunque

v(B) = Z v(Bn)xa, ().

n=1

Integrando tale identita per x € A ed osservando che A, C A, si trova

W(A(B) = [ o(B)dn =S v(B) [ xa ) = 3 (A, )w(By)

n=1

Questa e la tesi.

La misura ;4 ® v su . si prolunga con il procedimento di Carathéodory ad una
misura completa sulla o-algebra .#Z degli insiemi misurabili in X x Y. Indicheremo
questa misura ancora con pu ® v e la chiameremo misura prodotto di u e v.

DEFINIZIONE 5.2.10 (Spazio di misura o—finito). Diciamo che uno spazio di
misura (X, <7, ) € o-finito se esiste una successione di insiemi X,, € &/, n € N,
tali che u(X,) <ocoe X =2, X,.

DEFINIZIONE 5.2.11. Diciamo che uno spazio di misura (X, .o, i) € completo se
dati A, BC X con AC B, Be€ &/ e u(B) =0 allorasi ha A € .

OSSERVAZIONE 5.2.12. Sia (X, 7, ;1) uno spazio di misura. In particolare, la o-
algebra 7 € un semianello. Dunque la misura p su &7 definisce una misura esterna
pt o P(X) — [0,00] come in (5.1.19). Per il Lemma 5.1.6 ogni insieme A € &7
verifica p*(A) = p(A), e per il Lemma 5.1.7 si ha o/ C ., la o-algebra degli insiemi
p*-misurabili. La funzione p* : .# — [0,00] ¢ una misura completa che estende la
misura j.

Il primo passo verso il Teorema di Fubini-Tonelli ¢ il seguente teorema di riduzione.
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TEOREMA 5.2.13 (Teorema di riduzione). Siano (X, o7, u) e (Y, AB,v) due spazi
di misura o-finiti. Supponiamo che v sia una misura completa e sia A C X XY
un insieme misurabile rispetto alla misura prodotto p @ v. Per x € X defintamo la
sezione A* ={y €Y : (z,y) € A}. Allora:
i) L’insieme A® é v-misurabile per p-quasi ogni x € X.
ii) La funzione x — v(A") é pu-misurabile.
iii) Vale la formula di riduzione

1@ V(A) = /X V(A dps(z).

DiM. Supponiamo che p e v siano misure finite.
Casol.Sia A=H x K con H e &/ e K € #. Allora

A7 — K sexe H
10 sexeX\H

e dunque A® & v-misurabile per ogni x € X. Inoltre, la funzione z — v(A%) =
v(K)xg(z) & p-misurabile per la misurabilita di H, e si ha

J )= v(8) [ ta)d = () = piw v(A),

Caso II. Sia A = |, , A,, con A, insiemi del tipo I ed unione disgiunta. Allora si
ha A* = |J,~, A, con unione disgiunta, e I'insieme A* ¢ misurabile in quanto unione
numerabile di insiemi misurabili. Usando I'additivita numerabile della misura si ha

p(A%) = 3 u(AD),

e dunque la funzione x — v(A”) & misurabile in quanto limite (somma numerabile)
di funzioni misurabili. Infine, usando il teorema della convergenza monotona si trova

/Xy(AI)du => /X V(AD)dp = p@v(A,) = 1 v(A).

Caso III. Sia B = (2, A,, dove (A, )nen & una successione descrescente di insiemi
di tipo II. L’insieme B* = (>°; A? & misurabile in quanto intersezione numerabile
di insiemi misurabili. Inoltre la successione di sezioni (A%),ecn € decrescente e per la
continuita della misura su successioni decrescenti si ha

v(B*) = lim v(AY).
n—oo
Qui stiamo usando l'ipotesi che v sia una misura finita. Infine, se anche u e finita

possiamo usare il Teorema della convergenza dominata per concludere che

n—o0

/ v(B*)dp = lim | v(Ay)dp = lim p®v(A4,) =pv(B).
X n—oo
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Caso IV. Supponiamo ora che A sia un insieme di misura nulla: p ® v(A) = 0.
Esiste un insieme B di tipo III tale che p ® v(B) = u ® v(A) = 0. Poiché si ha

0=p®v(B)= / v(B¥)du

X
segue che v(B*) = 0 per p-quasi ogni z € X. Poiche la misura v & completa e poiche
A* C B, segue che A” & misurabile per quasi ogni z € X e v(A*) = 0. Ora, si ha
chiaramente

pRv(A)=0= / v(A®)dp.

X

Caso V. Sia ora A un insieme misurabile (di misura finita). Esiste un insieme B
di tipo III tale che A C Be p®@v(B) = p® v(A). L’insieme C' = B\ A ha misura
nulla. Poiché A* = B*\ C?, l'insieme A" ¢ misurabile per p-q.0. z € X e inoltre
v(A®) = v(B®). Dunque, la funzione x — v(A”®) ¢ misurabile, poiche lo ¢ x — v(B?).
In conclusione, si trova

M®V(A):,M®V(B):/

X

V(Bx)du:/XV(Am)d,u.

Il teorema & provato nel caso che le misure siano finite. Lasciamo il compito al
lettore di provare il teorema quando sia i che v sono o-finite. 0]

ESEMPIO 5.2.14. Su [0, 1] consideriamo la misura di Lebeague .£* e la counting
measure x. La misura x non ¢ o-finita. Sul quadrato [0, 1] x [0, 1] abbiamo la misura
prodotto y ® Z1. Consideriamo la diagonale A = {(x,y) € [0,1] x [0,1] : z = y} con
le sezioni A* = {z}. Allora si ha

LN (A")dx(z) =0,
0.1

mentre
| izt =1
[0,1]

Quindi il teorema di riduzione non vale per la misura prodotto y ® Z1.

3. Teorema di Fubini-Tonelli

Partiamo dal Teorema di Fubini per le funzioni integrabili.

TEOREMA 5.3.15 (Fubini). Siano (X, <7, u) e (Y,%B,v) due spazi di misura o-
finiti, supponiamo che v sia una misura completa, e sia p ® v la misura prodotto su
X xY. Sefel' (X xY,u®v) allora:

i) La funzione y — f(x,y) é v-integrabile u-quasi ogni x € X.
ii) La funzione x / f(z,y)dv(y) é u-integrabile.
Y

i) Si ha /)((/}/f(x,y)du(y))du(m) = | J@ydner
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Dim. Caso I. Sopponiamo che f: X XY — [0, 00) sia una funzione semplice non

negativa
n

f<x7y) = ZCiXAi(x;y),

i=1
dove ¢; > 0 e X xY = |, A; con unione disgiunta e A; insiemi 1 ® v-misurabili
per ogni i = 1,...,n. Poiche¢ f € L'(X x Y, u ® v), in considerazione del fatto che

Y enovd)=|  flay)duor<oco
i XxY

segue che 1 ® v(A;) < oo quando ¢; > 0.
Fissato € X risulta x4,(2,y) = xaz(y) e quest’ultima funzione ¢ v-misurabile
per u-q.o. x, per il teorema di riduzione. Dunque, anche la funzione

y = flo,y) ZCzXAT

¢ misurabile per p-q.0. x € X, e poiche v(A¥) < oo, si ha

/fxydu ZCZ/XAI )dv(y Z V(A?) < .

=1
Questo prova che y — f(z,y) e v-integrabile. Inoltre, dal teorema di riduzione segue

che x +— / f(x,y)dv(y) € misurabile. Infine, si ha

[ (fresmnyonn =5
:;ciu@@u(Ai):/XXX [z, y)dp @ v.

Caso II. Sia ora f € LY(X x Y, ® v) una funzione non negativa. Esiste una
successione crescente di funzioni semplici positive (¢, )nen tali che v, (z,y) — f(z,y)
per n — 0o, per ogni punto (z,y) € X x Y.

Siccome y +— @, (z,y) € v-misurabile per pu-q.0. z € X, dalla convergenza puntuale
segue che y — f(x,y) & v-misurabile per u-q.o0. z € X. Inoltre, essendo la funzione

xH/yson(I,y)dV(y)

p-misurabile, ed essendo per convergenza monotona

lim [ on(z,y)dv(y /fxydu

n—oo Y

allora anche la funzione

xH/yf(ﬂf,y)dV(y)
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e p-misurabile. Infine, si ha

f(z,y)dp ® v = lim on(z,y)dp @ v
XxXY n=0 Jxxy

= tim [ ([ ouaniv))duta)

n—oo

:/X(/Yf(x,y)dV(deu(x)-

Questo termina la dimostrazione nel Caso II.

Caso I1L. Se f € LY(X x Y, u®v) & a valori reali, si scrive f = fT— f~ e si applica
il Caso II separatamente alla parte positiva ed a quella negativa della funzione.
O

OSSERVAZIONE 5.3.16. Se entrambe le misure y e v sono complete, allora I'integrale
sul prodotto puo essere scritto come integrale ripetuto in entrambi gli ordini e si ot-
tiene il teorema sullo scambio dell’ordine di integrazione

//ffvydv ))du //fwydu()>dV()

Con la stessa dimostrazione del Teorema di Fubini si prova la variante di Tonelli
del teorema, per le funzioni misurabili positive.

TEOREMA 5.3.17 (Tonelli). Siano (X, o, p) e (Y, %,v) due spazi di misura o-
finiti, con v-misura completa, e sia p ® v la misura prodotto su X x Y. Sia f :
X XY — [0,00] una funzione p ® v-misurabile non negativa. Allora:

i) La funzione y — f(x,y) € v-misurabile per p-quasi ogni x € X.
ii) La funzione x / f(z,y)dv(y) é u-misurabile.
Y
iii) Si ha
[ ([ t@mar)in) = [ swpdisan
xNJy XxY

Possiamo omettere la dimostrazione.

EsERcizio 3.1 (Integrale e sottografico). Sia f € L'(X) una funzione non nega-
tiva. Il sottografico di f e il sottoinsieme di X x R

I'r={(z,t) e X xR:0<t< f(x)}.

Consideriamo su R la misura di Lebesgue 1. Provare che risulta
pe L ;) =/ f(z)dp
b's

EsErciz10 3.2 (Disuguaglianza di Minkowski integrale). Siano (X, .o, u) e (Y, A, v)
due spazi di misura o-finiti con misure complete e sia f : X XY — [0, oo] una funzione
misurabile sullo spazio prodotto, non negativa. Provare che per 1 < p < oo risulta

/ /fx?/dlf>d/t S/ /fxypdu dv.
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La dimostrazione ¢ analoga alla disuguaglianza di Minkowski “discreta”. Si utilizza
il Teorema di Fubini-Tonelli.
4. Convoluzione

Siano f,g : R* — [—00,00] due funzioni .#"-misurabili con proprieta di inte-
grabilita da discutere. Se possibile, vogliamo definire il prodotto di convoluzione
fxg:R" = [—00, 0]

frg(@)= [ flz—-y)gly)dy, xeR"
Rn
Con il cambiamento di variabile z = x — y si vede che
frg=gxf,
ovvero il prodotto di convoluzione e commutativo.

Caso I. Siano f,g € L'(R"). Allora, per il Teorema di Tonelli si ha
frg@lde < [ [ 1@ p)lg)dy o
Rn Rn JRn
— [ lowl [ \#te = pldzdy = 171hlg]
Rn Rn
Caso II. Se f € LY(R"™) e g € L>*(R"), allora per ogni x € R" si ha

1 gla)|de < / @ — 9)llgwldydz < £ 1gllo.

n Rn
e dunque [|f * glloo < [[fll1ll9lco-

Caso III. Siano f € L'R") e g € LP(R") con 1 < p < oo. Allora, per la
disuguaguaglianza di Minkowski integrale si ha

([ regtoras)” < ([ ([ st - lds)"as)

1/p

1/p
< | 1WI( [ Jotw=wde) " dy = fllgl
In definitiva, i Casi I-III si riassumono nel seguente modo
(5.4.21) 1f = gllp < flallgllp, 1 <p<oc

Caso IV. Ora supponiamo che sia f € LP(R") con 1 < p < oo e g € LI(R™) con
1/p+1/q = 1. Con la disuguaglianza di Holder so trova per ogni x € R"

Fra@l < [ Ae=allsly < ([ 1#@ran) ([ lowrar)” = 151Nl

e quindi

1 1
(5.4.22) 1+ gllee < W f1nllgla: PR L.

Le disuguaglianze (5.4.21) e (5.4.22) possono essere “interpolate” per ottenere una
disuguaglianza piu generale, nota come disuguaglianza di Young.
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TEOREMA 5.4.18 (Young). Siano 1 < p,q < oo el <r < oo tali che

1 1 1
"
r p q

Allora si ha
1f < gllr < [ fllqllgllp-

La dimostrazione di questo teorema e fuori dalla nostra portata, si veda Stein-
Weiss, Introduction to Fourier Analysis in Fuclidean Spaces, Capitolo 5.






CHAPTER 6

Teoremi di differenziazione

1. Teorema di Radon-Nikodym

In questa sezione presentiamo la dimostrazione di von Neumann del Teorema di
Radon-Nikodym. Richiamiamo preliminarmente il Teorema di Riesz sugli operatori
lineari continui su uno spazio di Hilbert.

Sia H uno spazio di Hilbert reale con prodotto (-,-). Un operatore lineare T :
H — R si dice limitato se esiste una costante 0 < C' < oo tale che |T'(z)| < Clz|| =
Cl{z,x)Y? per ogni x € H.

TEOREMA 6.1.19. Sia T : H — R un operatore lineare e limitato su uno spazio
di Hilbert H con prodotto (-,-). Allora esiste xqg € H tale che T(x) = (x,x0) per ogni
r € H.

Il Teorema di Riesz e parte del programma del Corso di Analisi Funzionale 1. Il
Teorema di Radon-Nikodym stabilisce un legame preciso fra due misura, una assolu-
tamente continua rispetto ad un’altra.

DEFINIZIONE 6.1.20. Siano p e v due misure su (X, 2/), dove &/ ¢ una o-algebra
su X. Diciamo che v ¢ assolutamente continua rispetto a p e scriviamo v < i se per
ogni A € &/ la condizione p(A) = 0 implica v(A) = 0.

TEOREMA 6.1.21 (Radon-Nikodym). Siano v e v due misure o-finite su (X, %7) e
supponiamo che v < . Esiste una funzione misurabile h : X — [0, 00) non negativa
tale che per ogni funzione misurabile f : X — [0,00) si ha

/X F(w) dv = /X F) ha) dp.

DiMm. Proviamo il teorema nel caso che y e v siano due misure finite su X. Defini-
amo la misura somma A\ = p + v : &/ — [0, 00] ponendo per ogni A € &7

A(A) = p(A) + u(A).

Osserviamo che per ogni funzione misurabile f : X — [0, o0] si ha
/ f(z)d\ = /00 A{z € X : f(x) > t})dt
b 0
—/ w{z e X f(z) > t})dt+/ v({r € X : f(z) > t})dt
0

=Zﬂ@m+éﬂﬂw
65
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Definiamo 'operatore lineare T : L*(X;\) — R

= [ f@a

Proviamo che T ¢ limitato. Per la disuguaglianza di Holder si ha:

1)< [ 1f@ldr <o00M [ @) <0 o,

Per il Teorema di Riesz esiste una funzione g € L*(X; \) tale che

/f f) <fgL2(X>\ /f

per ogni f € L*(X;\). Questa identita & equivalente a

(6.1.23) /f hwmwzémmmw

Consideriamo 'insieme A = {x € X : g(z) < 0} e inseriamo nell’identita prece-
dente la funzione f = x4 € L*(X;\):

[ = stanar = [ gtayin

L’integrale a sinistra ¢ maggiore o uguale a 0. Se fosse u(A) > 0, quello a destra
sarebbe strettamente negativo, assurdo. Quindi deve essere p(A) = 0 e per assoluta
continuita anche v(A) = 0. Considerando invece I'insieme B = {x € X : g(x) > 1}
e inserendo la funzione f = xp € L?(X; \) l'integrale a sinistra ¢ minore o uguale a
0. Se fosse u(B) > 0, quello a destra sarebbe strettamente positivo, assurdo. Quindi
deve essere u(B) = 0 e per assoluta continuita anche v(B) = 0. Con C = {z € X :
g(x) = 1} si deduce in modo analogo che u(C) = v(C') = 0. La conclusione ¢ che si
ha 0 < g(x) <1 per v-q.0. z € X.

Per convergenza monotona, l'identita (6.1.23) si estende ora ad una qualsiasi fun-
zione misurabile f : X — [0, 00]. Inserendo al posto di f in (6.1.23) la funzione ﬁ,
dove f > 0 & una funzione misurabile, si trova la tesi

Lﬂ@wzéﬂ@f%%ﬂu

OSSERVAZIONE 6.1.22. Nel Teorema 6.1.21, l'ipotesi che le misure siano o-finite
¢ necessaria. Si consideri X = [0, 1] con la o-algebra & degli insiemi .#*-misurabile,
j = x misura counting, e v = %! misura di Lebesgue. Chiaramente £' < ¥.
Supponiamo che esista una funzione h : [0, 1] — [0oco) misurabile tale che

O

f(@)de = | f(z)h(x)dx
[0,1] [0,1]
per ogni funzione misurabile f > 0. Non puo essere h(x) = 0 per ogni x € [0, 1]. Sia
€ [0,1] tale che h(x) > 0. Allora con la funzione f = xy, l'integrale a destra ¢
strettamente positivo, mentro quello a sinistra e 0.
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2. Misure di Radon in R". Teorema di Lusin

In questa sezione consideriamo R"™ con la struttura metrica e topologica standard.

DEFINIZIONE 6.2.23 (Misura di Radon). Una misura (esterna) p : Z(R") —
[0, 0] si dice di Radon se & di Borel regolare e per ogni compatto K C R" si ha
w(K) < oo.

In particolare, la misura di Lebesgue ¢ di Radon. Analogamente al Teorema 77,
si ha il seguente risultato.

TEOREMA 6.2.24. Sia p una misura di Radon su R™. Allora:

i) Per ogni insieme E C R™ si ha

w(E) =inf{u(A): E C A, A C R" aperto}.
ii) Per ogni insieme misurabile A C R™ si ha
p(A) =sup{u(K): K C A, K C R" compatto}.

La prova e non banale ed ¢ omessa, si veda il Teorema 4 nella Sezione 1.1 di

Evans-Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of Functions.

TEOREMA 6.2.25 (Lusin). Siano p una misura di Radon in R™, f : R" — R una
funzione p-misurabile ed A C R™ un insieme p-misurabile tale che p(A) < co. Per
ogni € > 0 esiste un insieme compatto K C A tale che p(A\ K) <eced f: K - R ¢
continua.

DiM. Senza perdere di generalita supponiamo che sia f > 0. Per ogni ¢, j € N sia
L; =1[(i—1)/4,i/j). Gli insiemi A;; = AN f~'(I;;) sono p-misurabili in quanto f &
p-misurabile. Inoltre si ha p(A;;) < oo per ognii,j € N, e
ieN
per ogni j € N. Per il Teorema 6.2.24 esistono degli insiemi compatti K;; C A;; tali
che

(A \ Kij) < 21%
Dal momento che
s U ) =n(Uan Uss) =n(U (41U )
=1 i=1 =1 i=1 =1

< Zu(Az'j U ng) <> A\ Kyy) < %
=1 /=1 =1

per il teorema di continuita della misura per intersezioni decrescenti esiste n; € N

tale che .
! €
i=1

L’insieme K; = U?;l K;; ¢ compatto in quanto unione finita di compatti, e pertanto

anche l'insieme
oo
K=K,
Jj=1
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e compatto. Si ha
a1 = (A (115) = (AN K) € S ma 1) <=

Proviamo che f: K — R & continua. Si ha

f(K;) :f(Linij) C @IM

dove diam(/;;) < 1/j. Consideriamo delle funzioni costanti a tratti g; : K; — R tali
che g;(x) = t;; € L, tutte le volte che z € K;;. Dal momento che gli insiemi Kj,
i = 1,...,n;, sono compatti e disgiunti, le funzioni g; : K; — R sono continue e
inoltre 1

|f(x) = g;(2)] < 7
per tutti i punti € K;. Dunque, la successione (g;),en converge uniformemente a f
su K e pertanto f e continua su K, essendo limite di funzioni continue. 0]

3. Differenziazione di misure di Radon in R"

In questa sezione indichiamo con B(z,7) = {y € R" : |[y—z| < r} la palla Euclidea
chiusa di raggio r > 0 e centro z € R".

Siano p,v : Z(R™) — [0, 00| due misure di Radon su R”. Definiamo la derivata
inferiore e superiore di v rispetto a u nel seguente modo:

V(B ) .
D, v(z) = hrrg(l)?f PER)) se u(B(z,r)) > 0 per ogni r > 0
00 se pu(B(x,r)) = 0 per qualche r > 0,
. v(B(x,r)) .
— limsup ———==  se u(B(x,r)) > 0 per ogni r > 0
Durte) = { P (B ) BT > Oper s
00 se pu(B(x,r)) = 0 per qualche r > 0.

DEFINIZIONE 6.3.26. La misura v si dice differenziabile rispetto a p nel punto
r € R" se risulta D v(z) = D,v(x) < co. In questo caso il valore comune si indica
con D,v(x), la derivata di v rispetto a p in .

TEOREMA 6.3.27 (Differenziazione). Siano pu,v due misure di Radon su R"™. Al-
lora la derivata D,v(x) esiste per ji-quasi ogni x € R™ ed é una funzione pi-misurabile.

DiM. La dimostrazione si basa sul seguente risultato preliminare.

LEMMA 6.3.28 (di confronto). Siano A C R™ un insieme ed o > 0. Allora:
i) AC{z eR": D, v(z) <a} = v(A) < au(A);
ii) AC {zx e R": Dwv(z) > a} = v(A) > au(A).

Posponiamo la dimostrazione del Lemma di confronto.

Non ¢ restrittivo supporre che u(R"),v(R") < oco. Consideriamo l'insieme dei
punti dove la derivata superiore ¢ infinita:

I={xeR":D,v(z)= o0}



3. DIFFERENZIAZIONE DI MISURE DI RADON IN R" 69

Dal momennto che I C {x € R" : D,v(x) > a} per ogni o > 0, per il Lemma di
confronto si ha v(I) > au(I) per ogni a > 0. Questo implica che p(I) = 0.
Ora fissiamo a,b € Q% con a < b e consideriamo l'insieme
R(a,b) ={z € R": D, v(z) <a <b< D,v(x) <oo}.
Per il Lemma di confronto si ha
v(R(a,b)) < ap(R(a,b)) < bu(R(a,b)) < v(R(a,b)),

e dunque si hanno tutte uguaglianze e pertanto p(R(a,b)) = 0, perche a < b. Poi,
osserviamo che, ignorato 'insieme I, si ha

{z € R" : non esiste finita D,v(z)} = {z € R" : D,v(x) < D, (x)} = U R(a,b),
0<a<b
con a,b € Q, e dunque

p({z € R™ : non esiste finita D,v(x)}) < Z p(R(a,b)) =0,
0<a<b
con somma per a,b € Q. Questo prova l'esistenza finita della derivata D,v(z) per
u-q.o. x € R™
Mostriamo che la funzione z — D,v(z) ¢ p-misurabile. Dal momento che

B
D,v(z) = lim v(Bx,1))
r=0 u(B(z,7))
¢ sufficiente provare che le due funzioni x — p(B(z,r)) ed x — v(B(x,r)) sono
p-misurabili. Essendo le palle B(x,r) chiuse, si ha la semicontinuita superiore
limsup xpy(2) = im  sup  xpEs»(2) < XBEr(2), ze€R™
y—z 6—=0F o<|y—z|<s
Quando z € B(z,r) la disuguaglianza & chiara. Quando z € R"™\ B(z,r) allora
XB(zr)(2) = 0 ed in particolare |z — x| > 7. Se 0 < § < |z —x| =7 e [y — x| < 0, allora

lz—y|>|z—2|—|lze—y|>|z—zx]|—-0>r
e quindi xp(y,n(2) = 0. Anche in questo caso la disuguaglianza ¢ verificata (esiste
proprio il limite).
Ora con il lemma di Fatou si trova

W(RY) — p(B(z, 1)) = / (1 = xXpien (=))du

n

Yy—x

§/ lim inf(1 — x gy (2))dp

< lim inf/ (1 = XB.n(2))du

Yy—x

= pu(R") — limsup u(B(y,r)),

y—x
e quindi
limsup pi(B(y,r) < p(B(z,r)).

Yy—x
Questo prova che la funzione x — f(z) = u(B(x,r)) ¢ semicontinua superiormente,
ovvero gli insiemi {x € R"™ : f(z) < a} sono aperti per ogni o € R, dunque Boreliani
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e dunque p-misurabili. Un argomento del tutto analogo vale per la funzione x —

v(B(z,r)). 0

Per le misure di Radon in R™ il Teorema di Radon-Nikodym assume la seguente
piu precisa forma.

TEOREMA 6.3.29 (Radon-Nikodym). Siano p,v : Z(R") — [0, 00] due misure di
Radon su R™ tali che v < p. Allora, per ogni insieme p-misurabile A C R™, si ha

_ /A Dy ()

DiM. Osserviamo preliminarmente che A & v-misurabile. Infatti, esiste un insieme
di Borel B contenente A tale che u(B \ A) = 0. Per 'assoluta continuita v < p,
B\ A ¢ v-misurabile e dunque lo € anche A.

Non ¢ restrittivo supporre che u(R") < oo e ¥(R™) < 0o. Consideriamo gli insiemi

Z ={xeR": D,(x) =0},
I ={zeR": D,v(z) = o0},
N ={z € R": D,v(z) non esiste}.
Sappiamo che p(I) = p(N) = 0 e dunque per I'assoluta continuita di v rispetto a p

sara anche v(/) = v(N) = 0. Inoltre Z C {z € R": D,v(z) < o} per ogni a > 0, e
dunque v(Z) < au(Z) per ogni o. Quindi & necessariamente v(Z) = 0, e dunque

Z):O:/Dul/(x)du, v( —0—/D1/
z

Con questo, il teorema risulta provato nel caso che A C I U Z U N. Si puo dunque
supporre che sia ACR"\ TUZUN.
Fissato t > 1, definiamo per ogni k € Z gli insiemi

Ay ={z € A: "' < Dw(r) <t'}.
Per il Lemma di confronto si ha
v(Ag) <t u(Ar), v(Ax) > 7 u(Ay).

Dal momento che A = (J, ., Ax con unione disgiunta, si puo scrivere

/Dliy(x)du / D,v(z d,u<Ztk (Ag)
A

kEZ keZ
< (AR <) w(A) =tw(A),
k€EZ keZ

e in modo analogo si stima / D,v(x)du >t 'v(A). In conclusione, per ogni t > 1 si
A
ha 1
) < [ Due)dn < ev(a),
A

e dunque per t — 17 si trova la tesi. 0

Per provare il lemma di confronto occorre una lemma di ricoprimento. Il teorema
che sta alla base della dimostrazione ¢ il lemma di ricoprimento di Besicovitch.
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TEOREMA 6.3.30. Esiste una costante dimensionale N > 0 dipendente da n € N
con questa proprieta. Sia F una famiglia di palle chiuse non degeneri di R™ tale che

sup {diam(B) : B € Z} < o0,

e sia A C R" ["insieme dei centri delle palle.
Allora esistono sottofamiglie 4y, ..., %9y C %, con ogni ¥; numerabile e disgiunta
peri=1,..., N, tali che

N
Acl U B
i=1 BeY;

La dimostrazione di questo teorema e elementare ma complessa, e viene omessa.
Si veda Evans-Gariepy. Una conseguenza e il teorema sul ricoprimento fine di Vitali.

TEOREMA 6.3.31. Siano p : Z(R™) — [0,00] una misura di Borel su R" ed .F
una famiglia di palle chiuse non degeneri di R™. Sia A C R"™ l’insieme dei centri,
supponiamo che j(A) < oo e che per ogni x € A sia

inf {r >0 : B(z,r) € Z} =0.

Allora per ogni insieme aperto U C R™ esiste una sottofamiglia numerabile e disgiunta
G C F tale che

u((AﬂU)\UB)zo e |JBCU.

BeY Be9

Nella dimostrazione si usa il Teorema di Besicovitch, ed e omessa.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 6.3.28. Proviamo la parte i). Sia
Ac{zeR": D, v(zr) <a}

per qualche a > 0. Fissiamo € > 0 ed un insieme aperto U contenente A. La famiglia
di palle

F ={B(x,r):x € A, v(B(z,r)) < (a+e)u(B(x,7)), B(x,r) C U},

¢ un ricoprimento fine di Vitali di A perche Q#y(m) < a + €. Per il Teorema 6.3.31
esiste un sottoricoprimento numerabile e disgiunto 4 C .# tale che

UBcU e V(A\UB)ZO.
Be9 Be9
Dunque, si ha

V(A) < y( U B) =3 u(B)

<(a+2) 3 uB) = (a+e)u( | B) < (a+)uU).

Dalla arbitrarieta di e si ottiene v(A) < au(U) e dal Teorema 6.2.24 si ottiene la
tesl. UJ
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4. Teorema di differenziazione di Lebesgue

In questa sezione consideriamo la misura di Lebesgue su R”, ma risultati analoghi
valgono per una misura di Radon generica.

TEOREMA 6.4.32. Sia f € L (R"). Allora per £™-q.0. x € R" si ha

loc
[ty =)
B(z,r)

1
lim
r—0T Wy "

Dim. Senza perdere di generalita possiamo supporre che sia f > 0 su R". Sia &/
la o-algebra degli insiemi .Z"-misurabili e definiamo la misura v : &/ — [0, 00|

V(A):/Af(y)dy, Aed.

Allora v ¢ una misura di Radon su R” (i dettagli sono omessi) ed inoltre v < p = £".
Per il Teorema 6.3.29, dato un insieme misurabile A C R" si ha

/Af(y)dyZV(A) Z/ADW(y)dy,

e dunque per Z"-q.o. x € R” risulta
. v(B(z,r)) . 1
fa:zDVa::hm—:hm—/ f(y)dy.
() u(2) r=0 pu(B(x,r)) =0 L(B(x,1)) Blz.r) )
O

COROLLARIO 6.4.33. Sia f € LY (R™) con 1 < p < oco. Allora L™-per quasi ogni
r € R" si ha

(6.4.24) lim — /B( | |f(y) — f(x)[Pdy = 0.

Dimm. Sia {r; € R:¢ € N} un insieme denso in R. Esiste un insieme A C R" tale
che Z™"(R™\ A) =0 e per ogni x € A ed i € Nsiha

lim — / ) —raPdy = | f(x) — il
B(z,r)

r—0+ W, "

Dato € > 0 esiste ¢ € N tale che |f(z) — |’ < e. Dunque si trova

. ) 1
lim sup —— / F(y) = J(@)lPdy < limsup G, (—— / () = rilPdy + | f () = il
r—0t WaT B(z,r) r—0t WnT B(z,r)
< 20,
ed essendo £ > 0 arbitrario la tesi segue. U

DEFINIZIONE 6.4.34 (Punto di Lebesgue). Sia f € L. _(R"). Un punto x € R"
tale che

. 1
lim
r—0T W, T"

‘é(Jﬂw—f@Ww:O

si dice punto di Lebesgue di f.
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COROLLARIO 6.4.35. Sia E C R" un insieme Z"-misurabile. Allora Z£"-per
g.o.x € E si ha

ZL"(EN B(z,r))

6.4.25 li =1
(6.4.25) =0 Zn(B(x,1)) ’
e per L"-per q.o. v € R"\ E si ha

"ENB
(6.4.26) lim ZAEO0B@)

r—0t  ZL"(B(x,r))

DEFINIZIONE 6.4.36 (Punti di densita 1 e 0). Un punto z € R™ tale che vale
(6.4.25) si dice punto di densita 1 di £. Un punto x € R” tale che vale (6.4.26) si
dice punto di densita 0.

5. Teorema di decomposizione delle misure di Radon
Non ci sara tempo di fare questa sezione.

DEFINIZIONE 6.5.37. Diciamo che due misure di Borel i e v su R" sono ortogonali,
e scriviamo v L p, se esiste un insieme di Borel B C R" tale che u(R"\B) = v(B) = 0.

TEOREMA 6.5.38 (Decomposizione delle misure di Radon). Siano u,v due misure
di Radon su R™. FEsistono due misure di Radon v,., v, tali che v = Vye + Vs, Voe < |1
evs L p. Inoltre Dyv = D, vq,.

Dim. Affinche risulti v,. < p si deve avere 'implicazione

pR*"\A) =0 = v,(R"\A) =0,
e dunque il supporto di v,. deve essere concentrato nel “piu piccolo” insieme A che
verifica I’antecedente. Dunque poniamo
A ={A CR": Ainsieme di Borel, u(R"\ A) = 0}.

Per ogni k € N esiste A, € & tale che

) 1
jlelgj v(A) + z > v(Ayg).

Se definiamo B = [,y Ak si ottiene un insieme boreliano che verifica per k € N

) 1
W(B) < v(A) < inf v(A) + 1.
e dunque, v(B) < infsc5 v(A). D’altra parte
p(R™\ B) = p®" 0 | A) = p(JR"\ A) <Y R\ Ay) =0,
keN keN keN
e dunque B € # e pertanto v(B) = mingez v(A).
Definiamo le misure
Vae(A) =v(ANB), vs(A)=v(AN(R"\ B)).

Essendo restrizioni su boreliani di misure di Radon, v,. e v, sono anch’esse di Radon.
Mostriamo che v,. < p. Se u(A) = 0, allora R" \ A € & e dal momento che Z ¢
chiuso per intersezioni anche A'N B € A, per cui v(A' N B) > v(B). Quindi

Vae(A) =v(ANB) =v(B)—v(A NB)<0.
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Inoltre ¢ immediato verificare che vg L pu, infatti v3(B) = v(BN(R*\ B)) =0 e
uw(R™\ B) =0.

Infine, dal momento che D, v = D, v, + D,vs, I'ultima affermazione del teorema
segue se si mostra che D,v,(z) = 0 per pu—quasi ogni . Posto A = {z € R" :
D,vs(x) > a} con a > 0, per il Lemma 6.3.28 si ha

vi(A) > ap(A),

da cui si deduce che p(A) = 0. O



