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CAPITOLO 1

Introduzione alla teoria della misura

1. Misure esterne e misure su o-algebre. Criterio di Carathéodory

In questa sezione introduciamo la definizione di misura esterna, di o-algebra, e di
misura su una o-algebra. Per il Criterio di Carathéodory, a partire da una misura
esterna si puo produrre una o-algebra, detta “degli insiemi misurabili”. La misura
esterna ristretta a tale o-algebra ¢ una misura.

Nel seguito X ¢ un insieme e &(X) e I'insieme delle parti di X.

DEFINIZIONE 1.1 (Misura esterna). Una funzione pu : £(X) — [0,00] ¢ una
misura esterna se:

i) u(®) =0;
ii) se A C B allora u(A) < u(B) (proprieta di monotonia);
iii) per ogni successione di insiemi (Ag)gen in X vale la subadditivita numerabile

(1) i G A) < iumk).

Una o-algebra e una famiglia di insiemi chiusa per complemento, intersezioni ed
unioni numerabili. Piu precisamente:

DEFINIZIONE 1.2 (o-algebra). Un insieme o/ C (X)) ¢ una o—algebra dell'insieme
X se:
) 0,X e o,
ii) se A€ o allora A= X\ A € &,
iii) se Ay € &7 per ogni k € N, allora | J;-, Ay € .

OSSERVAZIONE 1.3. Se Ay € &7 per ogni k € N allora si ha A} € &/ e quindi dalla

iii) segue che
oo ’ [e.e]
(ﬂAk> =M e
k=1 k=1

Di conseguenza, dalla ii) si deduce che [~ Ay € <.
Analogamente, se A, B € o allora A\ B=ANB € «.

DEFINIZIONE 1.4 (Misura e spazio di misura). Sia o/ una o—algebra su un insieme
X. Una funzione p : &/ — [0, 00| ¢ una misura (positiva) se:

i) u(0) = 0;
ii) se Ay € o7, k € N, & una successione di insiemi mutualmente disgiunti, allora
vale I"additivita numerabile

(1.2) M( G Ak) = ZM(Ak)-

00
k=1 k=1

7



8 1. INTRODUZIONE ALLA TEORIA DELLA MISURA

La terna (X, o7, ) si dice spazio di misura.

EseEmpIO 1.5 (Misura di Dirac). Sia X un insieme e fissiamo un punto zy € X.
La funzione ¢ : Z(X) — [0, o]

] 1 sexy € A,
6<A>_{O sexg € X\ A,

¢ una misura sulla o-algebra & (X), detta delta di Dirac concentrata in x.

EseEmPIO 1.6 (Counting measure). Sia X un insieme e definiamo la funzione y :
P(X) = [0, 00]

(4) #A = Card(A) se Card(A) < oo,
X ] o se la cardinalita di A non é finita.

La funzione x & una misura su X detta counting measure.

ESERCIZIO 1.7. Sia p una misura esterna su R tale che u([o, 8]) < (8 — «)? per
ogni —oo < a < f < o0o. Provare che p = 0.

EsERcizio 1.8. Sia p una misura esterna su R", n > 2, tale che
w(B(x)) < rhte

per ogni r > 0, x € R" e per un fissato € > 0. Provare che © = 0. Notazione:
B, (z) ={y € R" : |y — x| < r} ¢ la palla Euclidea.

Torniamo alle misure esterne, e definiamo la nozione di insieme misurabile.

DEFINIZIONE 1.9 (Insieme misurabile). Sia X un insieme e sia p una misura
esterna su X. Un insieme A C X si dice p—misurabile se per ogni £ C X vale la
proprieta di spezzamento

(1.3) WE)=pu(ENA) +u(EnA).

Indicheremo con .Z (X, ;1) o pitt semplicemente con .# la famiglia degli insiemi mis-
urabili di X rispetto alla misura esterna .

OSSERVAZIONE 1.10. La disuguaglianza u(E) < u(ENA) + u(E N A") & sempre
verificata, per la subadditivita della misura esterna.

La costruzione di Caratheodory ci assicura che .# ¢ una o-algebra su X.

TEOREMA 1.11 (Criterio di Carathéodory). Sia p una misura esterna su un in-
sieme X. La famiglia .# degli insiemi py—misurabili & una o—algebra ed inoltre la
restrizione p : 4 — [0,00] ¢ una misura. Inoltre, questa misura ¢ completa nel senso
che p(A) = 0 implica A € .

DiM. E immediato vedere che () € .. Inoltre, dalla simmetria della definizione
di insieme misurabile segue che A € .Z se e solo se A" € A .
Proviamo che se Ay € .4 per ogni k € N allora si ha anche

A:DAke///.

k=1
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Per induzione, usando la definizione (1.3) di insieme misurabile si trova, per ogni

k eN,

p(E) = pn(E N A) + p(E N AY)
=u(ENA)+p(ENAiNAy)+u(EnANA)
WENA) +p(ENANA) 4+ p(ENATNA, N A;)

+u(ENA; N A, N AY)

S (e WQAJ.)) “u(en (Ua))

=1

Dalla proprieta di monotonia della misura esterna segue che

(E0(Ua)) <u(en (Ua))

e quindi per ogni k£ € N vale la disuguaglianza

B>y u(er (Ai\gw) cu(En(Ua))

Passando al limite per £ — oo e poi usando la subadditivita numerabile della misura
esterna si ottiene:
/
4))

CEYICh @AQAJ.)) ea(En(]
= (mn (UanUa)) +n(en (U4))
> 1(m0 (Ua)) (e (U4)) 200

Null'ultima disuguaglianza abbiamo usato di nuovo la subadditivita della misura es-
terna. Si conclude che le disuguaglianze precedenti sono tutte uguaglianze, e quindi

p(E) = p(ENA)+p(EnA),

per ogni E, ovvero A € .. Abbiamo in effetti trovato I'identita piu ricca di infor-
magzioni:

(1.4) W(E) = i (Eﬁ(A\UA))Jru(Eﬂ(QA,-),).

=1

(@:

1

s
Il
—
-
Il

C8

..
Il

Mostriamo che p & o—additiva su .#. Sia A = |J;2, A; con unione disgiunta, e
nell'uguaglianza (1.4) scegliamo E = A. Usando il fatto che u(0) = 0 si ottiene

M(DA¢> = iﬂ(A
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Rimane da verificare che p ¢ completa. Se u(A) = 0, allora dalla subadditivita e
dalla monotonia della misura esterna si trova

p(E) < p(ENA) + (BN A) < p(A) + u(E) = u(E),

e dunque si hanno uguaglianze e pertanto A € .. Questo termina la dimostrazione

del teorema.
OJ

2. Misura di Lebesgue e misure di Hausdorff in R”

2.1. Misura di Lebesgue. Introduciamo la misura di Lebesgue " in R", n >
1, e la o-algebra degli insiemi .Z"-misurabili in R".
Un plurintervallo 7 C R™ ¢ un insieme del tipo

I=1la1,b1) X ... X [an,b,), cona; <b; peri=1,...,n.

La misura del plurintervallo I e definita in modo naturale

n
mis(1) = [ [ (b — a:).
i=1
Un ricoprimento Lebesguiano di un insieme A C R"™ & una successione di plurintervalli

(It)ren di R™ tale che
Ac |

keN
Definiamo la misura esterna di Lebesque £" : P (R") — [0, 00] ponendo per ogni
ACR"

= inf { Z mis(Iy) : (Ix)gen ricoprimento Lebesguiano di A}

Verifichiamo che la funz1one di insiemi £ : Z(R") — [0,00] & una misura
esterna. Certamente Z"(()) = 0 e £"(A) < Z"(B) se A C B, dal momento che
tutti i ricoprimenti Lebesguiani di B sono anche ricoprimenti di A.

Proviamo la subadditivita numerabile (1.1). Sia (Ag)ren una successione di insiemi
di R™. Se il membro di destra in (1.1) non e finito, ovvero

> LA =0

allora non c¢’e nulla da provare. Possiamo allora supporre che la serie converga e quindi
ZL"(Ag) < oo per ogni k € N. Fissato € > 0, per ogni k£ € N esiste un ricoprimento
Lebesguiano {IF : i € N} di A, tale che

> mis(If) < 2"(Ay) + /2%,

i=1
La famiglia di plurintervalli {IF : i, k € N} & un ricoprimento Lebesguiano di | J,- , Ay,
e dunque

o0

21U £ 33 w2 3 (#7040 + ) =+ 2240

k=1 i=1 k=1 k=1
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Dall’arbitrarieta di € > 0 si ottiene la tesi.

Per il Criterio di Carathéodory, gli insiemi .Z"-misurabili formano una o-algebra
A su cui £ ¢ una misura completa: la misura di Lebesgue. Un insieme A € .# si
dice Lebesgue misurabile.

Esercizio 1.1. Sia p : Z(R™) — [0,00] la funzione u(A) = /Z"(A), con
A C R™. Stabilire se 1 ¢ una misura esterna su R". Stabilire se 1 ¢ una misura sulla
o-algebra dei Lebesgue misurabili.

2.2. Misure di Hausdorff. Sia n > 1 un intero e sia s > 0 un parametro
dimensionale reale. Definiamo la costante
WWQ
Ws = ==
I'(s/24+1)
dove

[(s) = / e " tdr, s> 0,
0
¢ la funzione I' di Eulero. 1l significato di questa costante ¢ che per s = k € N si ha
wrp = ZL*{x e RY : |z| < 1}),

la misura di Lebesgue della palla unitaria k-dimensionale. Ricordiamo che il diametro
di un insieme E C R™ e per definizione

diam(E) = sup |z —y|.
zyel
Per ogni § > 0, definiamo la “premisura” di Hausdorff s-dimensionale in R", la
funzione 75 : Z(R") — [0, 0o], ponendo per ogni A C R”

5 _ diam(Ey)\* 01
A3 (A) = inf {wsz (T> : By CR", diam(FEy) <6, AC U Ek}.

keN keN
Definiamo quindi la misura di Hausdorff s-dimensionale #* : Z(R") — [0, o0,
ponendo

H°(A) =sup 5°(A) = lim 5 (A).

>0 6—0t
La funzione #° ¢ una misura esterna su R”. La dimostrazine di questo fatto ¢

del tutto analoga a quella fatta per la misura di Lebesgue e viene omessa. Per ogni
s > 0, gli insiemi .##°°-misurabili formano una o-algebra su cui #° ¢ una misura, la
misura di Hausdorff s-dimensionale in R™.

EsempIio 1.1. (Formula della lunghezza, senza dimostrazione) Sia v : [0, 1] — R?
una curva iniettiva di classe C' e sia ! la misura di Hausdorff 1-dimensionale nel
piano. Allora vale la seguente formula della lunghezza:

A (1([0.1])) = / 50l
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EsemMPIO 1.2. (Dimensione dell'insieme di Cantor, senza dimostrazione) Sia K C
[0,1] C R 'insieme di Cantor 1/3 e sia ##® la misura di Hausdorff s-dimensionale su
R, 0 < s < 1. Allora si ha:

oo se0<s<log2/log3
H°(K)=< 1 ses=1log2/log3
0 selog2/log3 <s<1.

Esercizio 1.3. Sia f : [0,1] — R una funzione a-Hélderiana, ovvero tale che
|f(z) — fly)| < Llxz — y|* dove a € (0,1] ed L > 0 & una costante, e sia G =
{(z, f(z)) € R*: z € [0,1]} il suo grafico.

i) Provare che £?(G) = 0.
ii) Determinare valori di s € [0, 2] tali che 7%(G) = 0.

Soluzione.  Discutiamo il punto ii). Fissato 6 > 0 vogliamo trovare un ricopri-
mento (numerabile o meglio ancora finito) di G che sia “accurato”. Vogliamo insiemi
E; tali che diam(E?) < 4,

GclJE,
i=1

e tali che sia possibile determinare dei valori di s € [0, 2] tali che

lim Y diam(E?)* = 0.

0—0 p
Per tali s avremo

0 < °(G) = lim H45(G) < 2 1im S diam(E?)* = 0.
§—0 25 60

i=1
Iniziamo la costruzione del ricoprimento. Fissato n € N consideriamo per i =
1,...,nej € Ziquadrati

- [51 <[5

n n

Chiaramente, si ha

Diciamo che un quadrato @Q;; ¢ “attivato” se Q;; N G # (. Contiamo il numero
massimo di quadrati (1 che sono attivati. Supponiamo ad esempio che sia (0, f(0)) €
()1; per un certo j € Z. Per 0 < x < 1/n si ha

1£(2) = £(0)] < Llzf* < ni

Quindi la cardinalitd massima dei quadrati attivati nella prima colonna ¢ L/n®!
(approssimativamente). La stessa stima vale per ogni colonna, e in tutto si hanno n
colonne. Di conseguenza

Z diam(Qy;)* = Z (?)83%;

Qij attiv. Qij attiv.
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dove C' s > 0 ¢ una costante che dipende da L e da 5. Se s > 2 — a l'ultima quantita
¢ infinitesima per n — co. Questo prova la seguente affermazione:

s>2—a = H°(G)=0
3. Teoremi di continuita per successioni monotone di insiemi misurabili

Una successione (Ay)gen di sottoinsiemi di X si dice monotona crescente se Ay, C
Agyq per ogni k € N. Si dice monotona decrescente se A1 C Ay per ogni k € N.

TEOREMA 1.4. Sia p una misura esterna sull’insieme X e sia (Ag)reny una succes-
sione di insiemi p-misurabili di X. Allora:

(i) Se la successione e crescente si ha hrn u(Ag) = ( U Ak>

(i) Se la successione ¢ decrescente e p(A;) < oo si ha hm pu(Ag) = ( ﬂ Ak>

Dim. (i) Usiamo la proprieta di additivita numerabile della misura per gli insiemi
misurabili:

N(QAk:> = (UAk\UA> :gM(Ak\UAj>

j=1 Jj=1

- (U ) = (U4 Un)
- =1 k=1 j=1

= im (U 40) = J iAo

Abbimo usato il fatto che la successione ¢ crescente per dire che |J;", Ay = A,,.
(ii) Consideriamo la successione B, = A; \ Ag, k € N, che e crescente, e dunque

Jim (A1 \ Ay) = lim ju(By) = (UBk) —M(UAI\Ak) —M(Al\ﬂAk)

Siccome p(A;) < oo si ha u(Ay) < oo per ogni k € N e quindi 'identita
p(Ar) = p((Ar\ Ap) U Ag) = p(Ar \ Ap) + (A
implica che pu(A; \ Ax) = p(A1) — p(Ag) e la tesi (ii) segue. O






CAPITOLO 2

Teoria dell’integrale

1. Funzioni misurabili

In tutta questa sezione X € un insieme e p € una misura esterna su X. Diremo
misurabili gli insiemi di X che sono p-misurabili.

DEFINIZIONE 2.1 (Funzioni misurabili). Una funzione f : X — R si dice mi-
surabile se per ogni insieme aperto A C R 'antimmagine f~'(A) C X ¢ un insieme
misurabile di X.

Ricordiamo che 'antimmagine ¢ 'insieme f~!1(A) = {z € X : f(z) € A}.

OSSERVAZIONE 2.2. Una funzione f : X — [—o00,00] si dira misurabile se gli
insiemi f~'({—o0}) ed f~!({oo}) sono misurabili ed & verificata la condizione della
definizione precedente.

PrOPOSIZIONE 2.3. Sia f : X — R una funzione. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni.

1) f74(] — oo, af) & misurabile per ogni o € R.

2) f7Y(] — oo, a]) & misurabile per ogni a € R.

3) f7'(Ja, 00[) & misurabile per ogni a € R.

4) f~1([or, 00[) & misurabile per ogni a € R.

5) f~'(]a, B]) ¢ misurabile per ogni a, 8 € R.

6) f~1(A) ¢ misurabile per ogni insieme aperto A C R.

Dim. La prova ¢ elementare e viene omessa. La dimostrazione che 1) implica 2)
¢ la seguente:

[e.e]

f_l(]—oo,a]):{xeX:f(a:)§a}:ﬂ{xeX:f(:c)<a+%},

e 'insieme a destra e misurabile in quanto intersezione numerabile di misurabili. []

PROPOSIZIONE 2.4. Siano f,g : X — R funzioni misurabili. Allora anche le
funzioni f + g, fg, f/g con g # 0 su X, max{f, g}, min{f, g} e |f| sono misurabili.

DiM. Proviamo che la somma f + ¢g € misurabile. Infatti, dato @ € R l'insieme
{r € X: f(z) + g(x) < a} coincide con 'insieme
{:1: € X :esistono s,t € Q tali che f(z) <s, g(z) <tes+t <« }

ovvero si ha

(f+9) 7 (1 —ocal) = |J (1 —o00,8)Ng7"(] = o0,t]),

s,teQ
st+Ht<a

15
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e insieme a destra ¢ misurabile in quanto unione numerabile di misurabili.

Poi osserviamo che, dato o > 0, si ha {f* > a} = {f > Va}U{f < —a} e
quindi f? & misurabile. Dunque, anche il prodotto di funzioni fg = 3((f+9)*—f*—g°)
¢ misurabile. Lasciamo al lettore il compito di verificare la misurabilita di 1/g.

Le funzioni f* = fxs>0y ed f~ = —fx{s<oy sono misurabili in quanto prodotto
di funzioni misurabili. Quindi ¢ misurabile anche la funzione |f| = f™ + f~.

O

Nella dimostrazione precedente abbiamo usato la notazione x4 = 14 per la fun-
zione caratteristica di un insieme.

DEFINIZIONE 2.5. La funzione caratteristica di un insieme A C X ¢ la funzione
X4 : X — R definita nel seguente modo:

(z) = 1 sex €A,
XA =1 0 sex € X\ A

La funzione x4 € misurabile se e solo se A ¢ misurabile.

OSSERVAZIONE 2.6 (Richiami su liminf e limsup). Il limite inferiore e il limite
superiore di una successione di numeri reali (a,),en sono definiti nel seguente modo:

liminf a,, = sup inf a,, = lim inf a, € [—o0,00],
n—00 keN N>k k—oon>k

limsup a,, = inf supa,, = lim supa, € [—o0,00].
n—00 keN >k k=00 >k

Equivalentemente, risulta L = liminfa, € R se e solo se:
n—oo

i) Per ogni ¢ > 0 esiste n € N tale che per ogni n > n si ha a, > L — ¢;
ii) Per ogni e > 0 e per ogni n € N esiste n > n tale che a, < L +¢.

Una caratterizzazione analoga vale per il limite superiore. Di conseguenza, il limite
inferiore puo essere visto come l’estremo inferiore dell’insieme dei limiti delle sotto-
successioni convergenti di (a,)nen. Precisamente, detto A C [—o0, 0o] I'insieme

A ={lim a,, € [—00,00]: (ay,)ken sottosuccessione di (a,)nen con limite},
k—o0

avremo

liminfa, =infA e limsupa, = sup A.
n—roo n—00

Infatti, il limite superiore ¢ ’estremo superiore dell’insieme dei limiti delle sottosuc-
cessioni convergenti.
Elenchiamo alcune proprieta dei limiti inferiore e superiore:

1) Il limite lim a, esiste finito o +00 se e solo se lim inf a,, = limsup a,,.
n—r00 n—00 n—00

2) Si ha sempre liminf a,, < limsupa,
n—00 n—o0
3) liminf a,, 4+ liminf b,, < liminf(a, + b,).
n—o0 n—oo n—oo
4) limsup a,, + limsup b,, > lim sup(a,, + by,).
n—oo n—oo n—oo
5) Se una delle due successioni (a,)n,en oppure (by,)nen ha limite, allora in 3) e

4) vale I'uguaglianza.

6) Sihaliminf(—a,) = —limsupa,, ese a,, > 0 valeliminfa,' = (limsupa,)™".
n—00 n—0o0 n—0o0 n—oo
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PROPOSIZIONE 2.7. Siano f; : X — [—00, 0], k € N, funzioni misurabili. Allora
anche le funzioni

inf fr, supfr, liminf fi, limsup fx
keN keN k—o0 k—o0

sono misurabili. In particolare, il limite puntuale di funzioni misurabili, se esiste, e
una funzione misurabile.
Dim. Proviamo che la funzione g = litnlg fr € misurabile. Infatti, per ogni a € R si
€
ha
{xGX:g(x)<a}:U{xeX:fk(x)<oz}

keN

e quindi g7 (] — 00, a]) = Upey f5 (] — 00, @) & un insieme misurabile.

In modo analogo, detta h = sup fi, per ogni a € R si ha
keN

{xEX:h(x)>oz}:U{IEX:fk(x)>a}

keN

e quindi A7 (Jov, 00[) = Upen /i (Jov, 00[) & un insieme misurabile.
Infine, anche le funzioni

liminf fy(z) = sup inf f,(z), limsup fx(z) = inf sup f,,(x)
k—o0 keN n>k k—00 keN >k

sono misurabili. 0

Ora proviamo che le funzioni misurabili non negative si possono approssimare con
funzioni di struttura speciale.

DEFINIZIONE 2.8 (Funzione semplice). Una funzione misurabile ¢ : X — R si
dice funzione semplice se I'insieme (X ) C R ha cardinalita finita.

Data una funzione semplice ¢, esistono un numero finito di insiemi misurabili
Aq,..., A, C X e delle costanti ¢q,...,c, € R, n € N, tali che

n
X = U A;, con unione disgiunta,
i=1

ed inoltre

n

(2.1) p(r) = cixa(z), zeX.

i=1

Se richiediamo che i valori ¢y, ..., ¢, siano distinti e che gli insiemi Ay, ..., A, siano
disgiunti, allora la rappresentazione ¢ unica.

TEOREMA 2.9. Sia f : X — [0, 00] una funzione misurabile non negativa. Esiste
una succesione crescente (¢, )nen di funzioni semplici tali che

lim o, (z) = f(z)

per ogni punto z € X. Inoltre, la convergenza e uniforme se f e limitata.
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DiM. Pern e Ned i =1,2,...,n2" consideriamo gli intervalli
1
In= | 50).
on 7 9on

Ain:fil(jin) € An:fil([naoo])

sono misurabili. Per ogni n € N definiamo la funzione semplice

Gli insiemi

n2"

1—1

Chiaramente si ha ¢, (z) < f(z) per ognin € Ned z € X.

i) Affermiamo che @, (z) < p,11(x) per ogni x € X ed n € N. Se x € A,,; allora
f(z) >n+1e@ui(xr) =n+1. Dunque, banalmente f(z) > n e pertanto = € A, da
cui ¢, (x) = n, e la monotonia segue. Se invece x € A; 41, coni=1,...,(n+1)2""
allora si ha

1—1 1 1—1
f(z) € [W’ ﬁ) e pnp1(z) = il

E possibile scegliere 7 € N tale che « < 25 < 7+ 1. In questo modo si hanno le
disuguaglianze
j—1_2j—2<i—1 1 J
omn o oant+l  — on+l on+1l — 2_n’

ovvero I; 41 C Ij,. Di conseguenza x € A; 41 implica che x € Aj,, e pertanto

=1 1—-1
on(T) = < ontl Pn+1(T).

ii) Affermiamo che per ogni x € X si ha la convergenza puntuale

lim ¢, (z) = f(z).

n—oo

Se f(z) = oo allora x € A, ovvero p,(z) = n per ogni n € N. La tesi segue. Se
invece f(x) < N € N ¢ finito, allora per ogni n € N esiste i, € {1,..., N2"} tale che

f) e [m ),

2n - 2n

ma allora

(2.2) f(@) —on(z) <

—, e N.
o’

Se f & limitata, allora esiste N € N tale che f(x) < N per ogni z € X. Di
conseguenza si ha A, = () per ogni n > N, e dunque ogni x € X verifica la stima
(2.2). Questa e la convergenza uniforme. O
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2. Convergenza quasi ovunque. Teorema di Egorov

Sia p una misura esterna su un insieme X . Diciamo che una successione di funzioni
fn: X = R, n €N, converge quasi ovunque (q.0.) ad una funzione f : X — R se
esiste un insieme N C X di misura nulla, u(N) = 0, tale che per ogni x € X \ N si
ha

T f,(x) = f(z).
Il Teorema di Egorov mostra che la convergenza quasi ovunque di funzioni misurabili
implica la convergenza uniforme su un insieme di misura grande.
TEOREMA 2.10 (Egorov). Sia (X, <7, i) uno spazio di misura finito, u(X) < oo,
esiano f, f, : X — R, n € N, funzioni misurabili tali che lim f,(z) = f(z) per quasi
n—oo
ogni z € X. Per ogni € > 0 esiste un insieme X, C X tale che u(X \ X.) <ee

lim sup [fo(z) = f(2)] = 0.

X zeX,

DimM. A meno di togliere da X un insieme di misura nulla, non e restrittivo sup-
porre che f,(z) = f(x), quando n — oo, per ogni x € X. Per ogni n, k € N definiamo
gli insiemi

1
S =V {z e X 1fi@) — f@)] < 7}
jzn
Ogni insieme S, j, ¢ misurabile, si ha la monotonia S,, x C Sy11, € inoltre | J -, Sy =
X per ogni k£ € N. Infatti, fissato x € X, in virtu della convergenza puntuale esiste
n € N tale che |f;(z) — f(z)| < 1 per ogni j > n, ovvero x € S, .
Per la continuita della misura per successioni monotone, si ha

Tim (S k) = p(X),

ed essendo la misura p finita, si deduce che per ogni k£ € N fissato
Jim (XN Sy 8) = 0.

Pertanto, dato € > 0, per ogni k£ € N esiste n; € N tale che

ILL(X \ Sﬂk,k) <

2_’6'
Definiamo l'insieme X, = ﬂ Spk-  La misura del complementare si stima nel
seguente modo:
oo [e.e] c
p(X \ X.) (UX\SW) <X\ Sun) 3 =
k=1 k=1
Chiaramente, per ogni k € N si ha X, C 5, » e dunque per ogni n > ny, si ha
1
sup | fu(x) = f2)] < 7.
reXe

Questa e la convergenza uniforme su X.. ([l
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3. Integrale di Lebesgue

Sia (X, ., ) uno spazio di misura. In questa sezione definiamo l'integrale di
Lebesgue di funzioni misurabili. Partiamo dalle funzioni semplici, poi definiamo
I'integrale di funzioni non negative e solo alla fine definiamo l'integrale di funzioni
con segno.

Ricordiamo che una funzione semplice e della forma

o(x) = ZCiXAi($)> xr € X,
i=1

con A; insiemi misurabili disgiunti e ¢; € R.
DEFINIZIONE 2.11 (Integrale di una funzione semplice). L’integrale di una fun-

zione semplice non negativa ¢ : X — [0,00) ¢ per definizione

/X P = Y cm(Ar) € [0, 0]

CONVENZIONE. In questa definizione, conveniamo che ¢;uu(A;) = 0 quando ¢; = 0
e u(4;) = oc.

DEFINIZIONE 2.12 (Integrale di una funzione misurabile non negativa). Definiamo
'integrale di una funzione misurabile non negativa f : X — [0, o] come

/ f(z)dp = sup {/ e(x)dp = ¢ fs. tale che 0 < ¢ < f su X} € [0, o0].
X X
Se I'integrale e finito diremo che la funzione f e integrabile su X.

EsErcizio 2.13. Una funzione semplice numerabile ¢ una funzione ¢ : X — R
tale che p(X) C R & numerabile, ed ¢ della forma

pla) =3 cxala), wEX,

=1

con A; C X disgiunti e ¢; € R. Provare — con gli strumenti visti finora — che per una
funzione semplice numerabile non negativa vale ancora la formula

/X P =Y (A,

La dimostrazione sara immediata con il teorema della convergenza monotona.

Definiamo ora l'integrale per le funzioni con segno. Data una funzione f : X —
[—00, 0], definiamo la sua parte positiva e la sua parte negativa

fr(@) =max{f(z),0}, [~ (z) =—min{f(x),0},
di modo che f(z) = f*(x) = f~(x) ed |f(2)] = f7(2) + [~ (z).
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DEFINIZIONE 2.14. Diciamo che una funzione misurabile f : X — [—o00, 0]

sommabile se la funzione |f| ¢ integrabile. In questo case scriviamo f € L'(X)
LY X, o, 1) e definiamo l'integrale di f su X in du

/X f(x)dp = /X f* @)y~ /X f (@)dp

Non c¢’¢ una convenzione universale sul significato dei termini “integrabile” e
“sommabile”. Noi li useremo come sinonimi. Un limite dell’integrale di Lebesgue
¢ che, nel caso di indeterminazioni co — oo, non rileva eventuali cancellazioni fra le
“aree positive” e le “aree negative” nel sottografico della funzione integranda f, come
invece riesce a fare 'integrale improprio di Riemann.

Nel seguente teorema elenchiamo le proprieta standard dell’integrale di Lebesgue.
La dimostrazione ¢ lasciata come esercizio.

Il o

TEOREMA 2.15. Sia (X, 7, i) uno spazio di misura.
i) Se f,g € L}(X) allora per ogni a, 3 € R si ha af + g € L'(X) ed inoltre

[ @t + sotandn=a [ sans [ s

Questa ¢ la proprieta di linearita dell’integrale.
ii) Se f,g: X — [0, 00] sono funzioni misurabili (oppure f,g € L'(X)) tali che
f(x) < g(x) per p-q.0. z € X, allora

[ @< [ gt

Questa e la proprieta di monotonia dell’integrale.
iii) Per ogni f € L*(X) si ha la proprieta di subadditivita

)/f du‘</|f )| dp-

iv) Se A C X ¢ misurabile ed f € L'(X), allora f € L'(A) e si ha

/A F()dp = /X £ (2)xa(e) dp.

La dimostrazione delle proprieta i)—iv) si basa sulla prova delle analoghe affermazioni
per l'integrale di funzioni semplici.

ESERCIZIO 2.16. Siano f,g € L'(X) due funzioni positive, f,g > 0.
1) Provare che

/Xf(m)d/L‘F/)(g(x)d#ﬁ/){(f(x)_i_g(x))dlu.

Questa e la parte facile.
2) Provare — con gli strumenti visti finora — che vale anche la disuguaglianza
opposta

/)(f(m)dﬂ+/)<g(x)dﬂz/X(f(x)+g($))dﬂ-

Con il teorema della convergenza monotona la dimostrazione ¢ immediata.
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OSSERVAZIONE 2.17. Anticipando il Teorema di Fubini-Tonelli sullo scambio del-
I'ordine di integrazione, possiamo dare la seguente interpretazione dell’integrale di
Lebesgue. Sia f € L'(X) una funzione non negativa, allora

/X F(2)da = / / " )

/ / X ()t dya(x)  [Fubini-Tonelli, ad es. con pu(X) < o]
| [ st anta)

|7 [ ximaauto

/Oou({xEX cf(x) >t} dt

0

8
b

>

La funzione ¢¢(t) = u({x € X : f(x) > t}) si dice funzione di ripartizione o funzione
di distribuzione di f. Siccome ¢; ¢ monotona decrescente, I'ultimo integrale ¢ definito
anche come integrale di Riemann.

Ad esempio per una funzione f : [0,1] — R della forma

f(x) = CG1XA (J}) + C2X A, <I> + C3X 4, (I)ﬂ

con la misura di Lebesgue su [0, 1] la situazione ¢ la seguente:

t
}C‘
C; |
Or
(o —
51
44 4, A,
X
:ff(x)d# :f @ (0) dt
X 1]

4. Assoluta continuita dell’integrale

Vedremo nel seguito del corso le definizioni di funzione assolutamente continua e di
misura assolutamente continua. Qui verifichiamo I’assoluta continuita dell’integrale
rispetto alla sua misura di riferimento.
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TEOREMA 2.18 (Assoluta continuita dell’integrale). Sia (X, .o/, u) uno spazio di
misura e sia f € L'(X) una funzione sommabile. Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
per ogni insieme misurabile A C X vale I'implicazione

) <5 = | [ @ <e

Dim. A meno di sostituire f con |f|, non & restrittivo supporre f > 0. Siccome
f € LY(X), il suo integrale ¢ finito, e quindi, per la definizione di integrale, per ogni
€ > 0 esiste una funzione semplice ¢ : X — R tale che

)

0<e<f ©=)Y cxa, /Xf(fr)du—/XsO(x)duﬁ
=1

DN ™

dove n > 1, A; C X sono insiemi misurabili e ¢; > 0 sono costanti tali che pu(A;) = oo
implica ¢; = 0.

Se f non e identicamente nulla, & possibile supporre che anche ¢ non sia nulla
identicamente (q.0.). L’integrale di ¢ su un insieme misurabile A C X &

n n

/Ago(x)d,u = ZCW(A NA;) < u(A) Zci.

i=1 =1

Dunque, con la scelta
€

2 i C;
i=1

4]

si ha

0< [ r@in < [ (@) = plandn+ [ et
non appena p(A) < 4. O

5. Teorema della convergenza monotona e Lemma di Fatou

Il Teorema della convergenza monotona, noto anche come Teorema di Beppo Levi,
permette di passare con il limite dentro il segno di integrale quando la successione di
funzioni integrate ¢ puntualmente crescente. La dimostrazione si basa sulla continuita
della misura per successioni crescenti di insiemi.

TEOREMA 2.19 (Beppo Levi). Sia (X, .47, 1) uno spazio di misura, e sia (f,)nen
una successione crescente di funzioni misurabili positive, 0 < f,(z) < f,11(x) per
ogni n € N e per q.o. z € X. Detta f(z) = lim f,(x) la funzione limite, si ha

n—oo

i [ fu)dn= [ fle)d

n—o0

DiM. La funzione limite f & misurabile in quanto limite q.o. di funzioni misurabili.
Siccome f, < f,ir1 < f, per la monotonia dell’integrale si ha

0< /X Fula)dp < /X Fur (2)dp < /X F(x) dp.
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Dunque, il seguente limite esiste e si ha

L=tm [ £ Muéﬁjﬁwu

n—o0

Verifichiamo la disuguaglianza opposta. Se mostriamo che ogni funzione semplice

0 < < f verifica
| ewdn<r,
X

allora la tesi segue. La funzione semplice ¢ ¢ della forma p(z) = Zle cixa,(z) dove
¢; > 0e A; C X sono insiemi misurabili. Fissato 6 € (0, 1), per ogni n € N definiamo
gli insiemi

B = {r € X : 0p(x) < ful@)}.
Dalla monotonia f, < f, 41 segue che E,, C E,, 11, e inoltre dalla convergenza puntuale

segue che
X=|]JE.
n=1

Infatti, se x € X ed f(x) > 0 allora si ha f,(z) — f(z) > dp(x), e dunque f,(x) >
do(x) per tutti gli n sufficientemente grandi.

Integrando la disuguaglianza dp(z)xg, (z) < fu.(x) per x € X, e passando al limite
per n — oo si ottiene

lim 5<p( )XE, (z)dp < lim fn( )dp = L.

n—oo n—o0

L’integrale al membro d1 sinistra e

/X(Sap(:v)XEn(x)du = Z deip(A; N EY).

i=1
Per la continuita della misura sulle successioni crescenti di insiemi si ha

JLIEOM(AOE (UAﬂE)—/L(AﬂU )

e dunque
k
lim [ dp(x)xe, (@)du =0 cip(A;) = 5/ o(x) dp.

Per § — 17 nella disuguaglianza

(5/ x)dp < L

si ottiene la tesi. O
Dal teorema della convergenza monotona segue il Lemma di Fatou.

TEOREMA 2.20 (Lemma di Fatou). Sia (X, 7, u) uno spazo di misura e sia f, :
X — [—00,00], n € N, una successione di funzioni misurabili non negative, f, > 0.

Allora
/liminffn( d/L<hm1nf/ falz
X

n—oo n—oo
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DiM. Per ogni n € N definiamo la funzione misurabile g,, : X — [0, o0]
gn(@) = inf fiz), @€ X.

La successione (g, )nen © crescente. Dal Teorema di Beppo Levi segue che

lim gn(iﬂ)d,u:/ lim g, (z)dp.
b b

n—oo n—o0

Dal momento che g, < f,, si ha

liminf/ fu(x)dp > 11m gn(:v)du:/ lim gn(m)d,u:/ liminf f, (z)dpu.

n—oo n—oo

Questa e la tesi.

6. Convergenza dominata e Teorema di Lebesgue-Vitali

Il teorema della convergenza dominata ¢ uno degli strumenti piu flessibili per
passare al limite sotto il segno di integrale.

TEOREMA 2.21 (Convergenza dominata). Sia (X, <7, ) uno spazio di misura e
sia (fn)nen una successione di funzioni misurabili tali che il limite

f(@) = Tim fu(2)

esista per p-q.o. x € X.
Se esiste una funzione g € L'(X), detta maggiorante, tale che |f,(x)| < g(x) per
p-q.o. € X, per ogni n € N, allora f € L'(X) e si ha

lim / | ful )| dp = 0.
n—oo

In particolare, questo implica che

lim fn )duzfxf(w)du

n—oo
Dim. Le funzioni g, : X — [O, o0,

gn(x) = 29(x) = [fu(z) = f(2)], z€X,
sono misurabili e positive, g, > 0, in quanto |f,| < g ed |f| < ¢g. Usando la conver-

genza puntuale f,(x) — f(x) per q.0. z € X quando n — oo, per il Lemma di Fatou
si ha

2/ g(x) d,u:/liminfgn(a:)du
<timinf [ gu(e)di=2 [ glo)du-+limint ~ [ |fule) = F(o)ld

n—oo

che ¢ equivalente a

n—oo

limsup/ |fulz) — f(z)|dp <0,

che a sua volta e equivalente al fatto che il limite e zero. [l
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ESERCIZIO 2.22. Siano fy, f € L'(R), k € N, funzioni non negative, f; > 0 ed
f > 0. Provare che le condizioni

liminf fy(z) > f(z) per qo. z € R e lim sup/ fr(z)de < / f(x)dx
k—ro0 R R

k—o0

implicano

k—o0

Il teorema della convergenza dominata non descrive in modo preciso (con un se
e solo se) quando la convergenza puntuale implica quella in L'(X). Tale caratteriz-
zazione e data dal Teorema di Lebesgue-Vitali e la nozione chiave e quella di uniforme
integrabilita.

DEFINIZIONE 2.23. Sia (X, 7, 1) uno spazio di misura. Una famiglia di funzioni
F C L'(X) si dice uniformemente integrabile se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

p) < = s [ [f@ldu<e
feF JA
per ogni insieme A C X misurabile.
TEOREMA 2.24 (Lebesgue-Vitali). Sia (X, .7, 1) uno spazio di misura e sia f,, €

L'(X), n € N una successione di funzioni tale che f,(z) — f(x) per p-q.0. x € X.
Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

(A) f e LX) ¢ lim /X ) — F(2)]dpa = 0;

(B) Valgono le due affermazioni:
(i) La successione (f,)nen € uniformemente integrabile.
(ii) Per ogni e > 0 esiste X. C X tale che pu(X.) < oo e

sup/ | fo(2)]|dp < e.
X\X-

neN

Dim. A) = B). Proviamo la (i). Dato € > 0, per ipotesi esiste n € N tale che

/|fn x)|dp < e, per ogni n > n.
Per I'assoluta continuita dell’integrale esistono dg,d, > 0, k = 1,...,n, tali che
< = [If@di<e w<s » [ Ia@d<e
Scegliamo § = min{dy, d1,...,05}. Ora, per n > i si ha

/Ifn Idu</|fn — |d,u+/|f Vdp < 2e

non appena p(A) < 0. Con questo la (i) & provata.
Passiamo alla (ii). Fissato € > 0, per ¢t > 0 consideriamo 'insieme Ay; = {z €

X :|f(z)| > t}. Allora
A = | s 2 [ r@ldn < o
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e inoltre, essendo |f| € L'(X), dal teorema della convergenza monotona deriva che

lim [ [f(@)ldu =0,

t—0 X\AO,t

/ F@)ldu < e,
X\AO,tO

Per ipotesi esiste n € N tale che

/|fn — f(x)|du < e, per ogni n > f.

Per k£ = 1,...,n si considerano gli insiemi Ay; = {x € X : |fi(z)] > t}. Per
I’argomento precedente questi insiemi hanno misura finita e inoltre esistono t; > 0
tali che

e quindi esiste ¢y > 0 tale che

/ Soldp<e k=1 .n
X\ Apy,

A questo punto si definisce X, = UZ:O Aj 1, Risulta p(X.) < oo e inoltre
[ s [ p@ldise k=t
X\ X, X\Ap,t,

D’altra parte, per n > n si ha

n(2)|du < w(x) — flx)|d z)|ldu < 2e.
LWM(NM‘LVU ﬂMM+LWUUHLE

Con questo anche la (ii) ¢ provata.

B) = A). Mostriamo preliminarmente che (i) e (ii) valgono anche per la funzione
f. Ad esempio, usando il Lemma di Fatou

/ |f(z)|dp = / liminf | f,,(x)|dp < liminf/ | fr(2)|dp < e.
X\ X. X\X. "o n—oo  Jx\x.

Analogamente si prova l'estensione della (ii).
Sia £ > 0 fissato. Esiste X, C X tale che pu(X.) < 0o e

wgéw\hw»—ﬂmwMSa

neN

Inoltre esiste § > 0 tale che, se u(A) < § allora

sup [ 1f,(a) = f(@)ld < =

neN

Per il teorema di Egorov esiste un insieme Y; C X; tale che u(X:\Y:) <ded f, = f
uniformemente su Y.. Ora si puo scomporre l'integrale da stimare in questo modo

tAUM@—ﬂ@MWZAvﬂh@%f@WMﬁA“jh@%fwwwﬁLUM@—ﬂ@Ww

Grazie alla convergenza uniforme esiste n € N tale che per n > n si ha

. [f(x) = f(2)|dp <.
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Per la scelta di Yz, per lipotesi (i) si ha

/X | Male) — f@l < ¢

uniformemente per n € N. In conclusione si ottiene
/ |fu(x) — f(x)|dp < 3e,  per ogni n > n.
b's

Segue immediatamente che f € L'(X). Il teorema & cosi interamente provato. O

EseEmpio 2.25. Sia X = (0,1) con la misura di Lebesgue. La successione di
funzioni f,, : (0,1) - R, n € N,

_fn se0<xz<1/n,
f"(x)_{o se 1/n <z <1,

converge a 0 in ogni punto z € (0, 1) ed inoltre

/ ()] = 1
[0,1]

per ogni n € N. Non vale dunque la tesi del teorema della convergenza dominata. La
successione (f,)neny nON puod avere una maggiorante integrabile.

Nell'ottica del Teorema di Lebesgue-Vitali, la successione (f,)nen non verifica
Iipotesi di uniforme integrabilita.

EsEMmP1o 2.26. Sia X = R con la misura di Lebesgue. La successione di funzioni
fn:R—=R, neN,
fn(x) - X[n,n-i—l](x)? S Rv
converge a 0 in ogni punto ed inoltre

[ 1@z =1

per ogni n € N. Non vale dunque la tesi del teorema della convergenza dominata e
la successione (f,)neny nON pud avere una maggiorante integrabile.

A differenza dell’esempio precedente, la successione ¢ uniformemente integrabile.
Tuttavia non verifica la condizione (ii) nel Teorema di Lebesgue-Vitali.

EsERrcizio 2.27. Derivare il Teorema della convergenza dominata dal Teorema di
Lebesgue-Vitali.

7. Derivata sotto il segno di integrale

Usiamo il teorema della convergenza dominata per provare un teorema di derivazione
sotto segno di integrale.

TEOREMA 2.28. Sia (X, .o/, u) uno spazio di misura e sia f : X x R — [—00, 0]
una funzione con queste proprieta:

i) Per ogni t € R la funzione = — f(z,t) ¢ integrabile.
ii) Per quasi ogni x € X la funzione ¢t — f(xz,t) & derivabile.
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iii) Fissato ¢y € R esistono § > 0 e g € L'(X) tali che

of(x,t
7] < ot
per ogni t € (tg — d,to + J) e per q.o. z € X.

Allora la funzione F : R = R
F(t) = [ 1)
X

¢ derivabile nel punto ¢y e risulta

/ _ af(l‘,to)
Flty) = /X L) g,

DiM. Osserviamo preliminarmente che per il punto iii) si ha

@f(l‘,to) 1
S e (X).

La misurabilita della funzione segue dal fatto di essere limite di funzioni misurabili (i
rapporti incrementali).

Per la caratterizzazione sequenziale del limite e sufficiente verificare che per ogni
successione (t,),en convergente a ty si puo portare il limite del rapporto incrementale
dentro l'integrale:

(2.3) fim () = F (o) :/ fi L&) =@ h) )

n—00 t, — to n—00 t, — to

Per il Teorema di Lagrange, per ogni n € N tale che ¢, € (to — d,tg + 9) e per
p-q.o. x € X esiste 7,(x) € (to,t,) tale che
o f(‘r7tn) — f(l',to) _ 3f(:1c,7‘n(x))
gn(z) = = g
tn — to ot

e di conseguenza |g,(z)] < g(x) per ogni n € N sufficientemente grande e per u-
g.o. ¢ € X. Siamo dunque nelle ipotesi del Teorema della convergenza dominata, che
giustifica il passaggio al limite (2.3). O

8. Integrale di Riemann e integrale di Lebesgue

In questa sezione proviamo che una funzione e Riemann-integrabile precisamente
quando l'insieme dei suoi punti di discontinuita ha misura di Lebesgue nulla. Poi
proviamo che tutte le funzioni Riemann-integrabili sono Lebesgue integrabili e che i
due integrali coincidono.

Ricordiamo che l'oscillazione di una funzione f : [0,1] — R su un insieme I C [0, 1]
¢ definita nel seguente modo

W(f,l) = Sup{f(x) _f<y) HEUPNTS I}
Poi, l'oscillazione locale di f nel punto z € [0,1] &
w(f,z) = 52%1+ w(f, Is(z)) = g;gw(f? I5(z)),

dove I5(z) = {y € [0,1] : |z — y| < d}.
Osserviamo che per ogni ¢ > 0 l'insieme E; = {z € [0,1] : w(f,x) < t} ¢ aperto
relativamente a [0,1], ovvero il complementare ¢ chiuso, ovvero la funzione x —
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w(f, ) e superiormente semicontinua. Infatti, se © € E; allora esiste § > 0 tale che
w(f,Is(x)) <t e quindi per ogni y € Is(z) esiste un ¢’ > 0 tale che Iy (y) C I5(z) e
dunque

w(fa y) < W(f7 Iy (y)) < w(fa 15(‘1:)) <t

La funzione f ¢ continua nel punto x € [0, 1] se e solo se w(f,x) = 0, e I'insieme

D(f) = {z € [0,1] : w(f,2) > 0}
¢ l'insieme dei punti di discontinuita di f.

LEMMA 2.29. Sia f : [0,1] — R una funzione limitata. Supponiamo che per ogni
x € [0, 1] risulti w(f, x) < e. Allora esiste 6 > 0 tale che w(f, I) < € per ogni intervallo
I C[0,1] con LHI) < 6.

DiM. Per ogni x € [0, 1] esiste 6, > 0 tale che w(f, s, (x)) < . La famiglia di
intorni {/5,/2(x) : € [0,1]} € un ricoprimento aperto di [0,1] dal quale ¢ possibile
estrarre un sottoricoprimento finito {75, /2(x;) : ¢ = 1,...,n}, dove 6; = d,,. Scegliendo
d =min{d;/2:i=1,...,n}, allora per ogni = € [0, 1] esiste i tale che Is(z) C Ij,(x;),
e pertanto

W, 15(2)) < Iy (1)) < .
U

TEOREMA 2.30. Una funzione limitata f : [0,1] — R ¢ Riemann-integrabile se e
solo se ZY(D(f)) = 0.

DiM. Proviamo che se Z*(D(f)) > 0 allora f non ¢ Riemann-integrabile. Siccome

D(f)={z€[0,1] : w(f,z) >0} = U {xE 0,1] : w(f,z) > %} = UDk’

esiste k € N tale che £1(Dy,) > 0.

Sia ¢ una suddivisione di [0, 1] e indentifichiamo ¢ con la famiglia degli intervalli
associati ¢ = {I}. Indichiamo con S(f,o) e s(f,o) le somme inferiori e superiori di
f relative a o. Allora avremo

S(f,0)=s(fro) =D w(f, D)LY L) > Y w(f,DL)

Ieo int(I)NDy#0

1 L oa
Z Z ([)Zgiﬂ (Dr).

int(1)NDy#0

>

| =

Infatti si ha
20y< Y 2
int(I)NDy#0
e inoltre w(f,I) > w(f,x) > 1/k per qualche x € int(I) N Dy. Questo prova la non
integrabilita di f.

Proviamo che se .Z*(D(f)) = 0 allora f ¢ Riemann-integrabile. Mostreremo che
per ogni € > 0 esiste una suddivisione o di [0, 1] tale che S(f, o) — s(f,0) < e. Come
sopra, avremo D(f) = U, Dk, e siccome £ (D(f)) = 0 risulta £ (D) = 0 per
ogni k € N.
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Per ogni k& € N, esiste una famiglia al pit numerabile .#; = {I} di intervalli
(aperti o, equivalentemente, chiusi) tali che Dy C ;e I e

Y L)<«

Ie 7

L’insieme Dy, & un sottoinsieme chiuso di [0, 1] e quindi &€ compatto. Dunque, possiamo
supporre che la famiglia .%7 sia finita. Avremo allora

0.1\ | J ()= |J 1

Ie Ie 7y

per una famiglia finita %, di intervalli chiusi disgiunti. Poiche w(f,z) < 1/k per
ogni z € I, I € F, dal Lemma 2.29 segue che ;. », I = ez, I per una famiglia
finita %3 di intervalli chiusi essenzialmente disgiunti tali che w(f, ) < 1/k per ogni
I € Z3. Due intervalli I e J sono essenzialmente disgiunti se Z(I N J) = 0, cioe se
si intersecano al pitl in un punto.

Sia o la suddivisione di [0, 1] univocamente determinata dalla famiglia di intervalli
F1U F3. Allora, detto M = sup ¢y | f], si trova

dow(f. DL ) =D w(f, DL+ Y w(f. 1)L (1)

Ico Ie 7 I1€.%3

<2M > 2N +% < (2M + 1)e,

Ies
non appena k > 1/e. O

TEOREMA 2.31. Sia f : [0,1] — R una funzione limitata Riemann-integrabile.
Allora f e integrabile secondo Lebesgue e gli integrali coincidono.

DiM. Mostriamo che f e una funzione misurabile. Sia ¢ € R e proviamo che
I'insieme F; = {x € [0,1] : f(z) < t} & misurabile. Sia D(f) = {z € [0,1] : w(f,z) >
0} I'insieme dei punti di discontinuita di f. Per il Teorema 2.30 risulta £ (D(f)) = 0.
Per un esercizio visto in classe segue che f € misurabile.

Sappiamo che se f e Riemann-integrabile, allora anche le parti positiva e neg-
ativa fT(x) = max{f(z),0} e f~(x) = max{—f(z),0}, = € [0,1], sono Riemann-
integrabili. Quindi non & restrittivo supporre f > 0. Indichiamo con S(f) l'insieme
delle funzioni semplici minoranti di f ed indichiamo con S([0, 1]) I'insieme delle sud-
divisioni di [0, 1]. Allora avremo

1
_ 1 _
/0 f(z)dx = sup Z.ﬁf mff < sup /[0’1] o(z)de = o f(z)dx

cesS([0,1]) Ieo peS(f)

Infatti, ad ogni suddivisione o = {I} di [0, 1] corrisponde la funzione semplice p(z) =

> reo(infr fxi(z) € S(f).

Proviamo la disuguaglianza opposta. Sia o una suddivisione di [0, 1] e sia ¢ € S(f)
una funzione semplice che minora la funzione f, 0 < ¢ < f su [0,1]. Avremo

= ZciXAi(x), z € [0,1],
i=1
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dove ¢; > 0, gli insiemi A; sono misurabili e |J_; A; = [0,1] con unione disgiunta.
Allora
J dx_zcz/ wal dx_zczz/m dx_z/zw

[o, 1] [0,1] Ico Ieo

<Z$1 )sup f(z).

Ieo zel

Dall’arbitrarieta di ¢ € S(f) nell’insieme delle funzioni semplici minoranti e di o
nell’insieme delle suddivisioni di [0, 1] segue che

1
d d
s / f(z)de



CAPITOLO 3

Misure di Borel

1. Misure di Borel

Sia (X, 7) uno spazio topologico. La o-algebra di Borel su X & la piu piccola
o-algebra contenente 7

B(X) = ﬂ {« : o o-algebra contenente T}.

DEFINIZIONE 3.1 (Misura boreliana). Sia (X, 7) uno spazio topologico.
i) Una misura esterna p : Z(X) — [0, 00| si dice di Borel se gli insiemi di Borel
sono p-misurabili. La restrizione p : #(X) — [0, 00] si dira misura di Borel.
ii) Una misura esterna p : Z(X) — [0, 00] si dice di Borel regolare se per ogni
insieme E C X esiste B € #(X) tale che E C B e u(F) = u(B).

In modo naturale si definiscono poi le funzioni Boreliane.

DEFINIZIONE 3.2 (Funzione Boreliana). Una funzione f : X — R si dice di Borel
se per ogni @« € Rsi ha {z € X : f(x) < a} € A(X).

2. La misura di Lebesgue e di Borel regolare

In questa sezione vogliamo studiare alcune proprieta della misura di Lebesgue £
su R". In particolare, vedremo che gli insiemi aperti sono misurabili e che gli insiemi
misurabili possono essere approssimati da sopra con aperti e da dentro con chiusi.
Della misura (esterna) di Lebesgue conosciamo gia le seguenti proprieta:

i) Z"(FE)=%"(x+F) perognix € R"ed E C R" (invarianza per traslazioni).
Vedremo che questa proprieta caratterizza la misura di Lebesgue.
i) Z"(AE) = \"Z"(F) per ogni A > 0 ed E C R" (omogeneita rispetto alle
dilatazioni).
Prossimo obiettivo e di vedere che £ ¢ una misura di Borel regolare. Premettiamo
alcuni lemmi.

LEMMA 3.3. Ogni plurintervallo I C R" verifica mis(I) = Z"(I).

DiM. Poiche I ¢ un ricoprimento Lebesguiano di se stesso si ha Z"(I) < mis(I).
Proviamo la disuguaglianza opposta.
Sia {J} e y un ricoprimento di /. Facciamo le seguenti riduzioni:

1) Per la definizione di £" come estremo inferiore, possiamo supporre che i
plurintervalli J € ¢ siano insiemi aperti.

2) Quindi per la compattezza di I possiamo supporre che il ricoprimento sia
finito.

33
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3) Siccome la differenza insiemistica di due plurintervalli ¢ un’unione finita di
plurintervalli, possiamo supporre che il ricoprimento sia costituito da plur-
intervalli essenzialmente disgiunti, cioe tali che si intersechino al piu sulle
frontiere. Sostituendo poi ciascun J con la sua chiusura J, possiamo anche
supporre di avere un ricoprimento finito di plurintervalli chiusi.

4) Sostituendo ciascun J con il plurintervallo I N .J, possiamo supporre di avere

una partizione
I=\J7

con unione finita ed essen21almente disgiunta.

6) A meno di suddividere ogni plurintervallo in opportuni sottoplurintervalli,
possiamo supporre che il ricoprimento sia di tipo prodotto. Spieghiamo
questa cosa in dimensione n = 2. Intendiamo dire che esistono numeri reali
ap < a; < ...<ayeby <b <... <bytalicheiplurintervalli J € ¢ sono
della forma

J = Jij = [ai-1,ai] X [bj_1, byl
peri=1,....hej=1,... k.
In definitiva, abbiamo una partizione finita ed essenzialmente disgiunta

A questo punto, usando la proprieta dlstrlbutlva di somma e prodotto si trova

mis(/ rms( U Jzy)— Z mis(J;;).

i=1,...,h i=1,...,h
Jj=1,...,k j=1,....k

Questo termina la dimostrazione perche a partire da un qualsiasi ricoprimento di [

ne abbiamo trovato un altro di misura totale minore (non maggiore) che realizza il
valore mis([). O

Dal lemma precedente segue in particolare che .£" & una misura esterna finita
sugli insiemi compatti. Ora verifichiamo che il test di misurabilita e sufficiente da
fare sui plurintervalli.

LEMMA 3.4. Un insieme A C R" & Z"-misurabile se e solo se per ogni plurinter-
vallo I C R" si verifica Z"(I) = L*(INA)+Z"(I\ A). In particolare, i plurintervalli
sono misurabili.

DiM. Un’implicazione ¢ immediata. Supponiamo che i plurintervalli spezzino la
misura di A. Dobbiamo provare che anche ogni altro insieme FE verifica Z"(E) >
L(ENA)+Z"(E\ A). Possiamo supporre Z"(E) < co. Dato ¢ > 0, esiste un
ricoprimento Lebesguiano {/};c di E tale che

ME) e mis() =Y L) = L(INA)+. LI\ A)

ley ley ley
zgn(gmA) +$n(g1\A)

> " (ENA)+ . 2ME\ A),
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e la tesi segue.

O

Possiamo ora provare che £ & una misura di Borel. Vedremo che questo risultato
segue anche da un teorema generale, il Teorema 3.11.

PROPOSIZIONE 3.5. Gli insiemi aperti di R™ sono .Z"-misurabili.

DiM. Infatti, un aperto A C R™ & un’unione al pitt numerabile di plurintervalli.
O

Ora proviamo il teorema di approssimazione per insiemi misurabili.

TEOREMA 3.6. Sia ' C R™ un insieme Z"-misurabile. Per ogni ¢ > 0 esistono
un aperto A C R™ contenente £ ed un chiuso C' C E tali che £"(A\ C) <e.

DiM. Supponiamo preliminarmente che #"(E) < oo. Fissato € > 0, esiste un
ricoprimento Lebesguiano {1, : k € N} di E tale che

522-3" (Ix).

Per ogni k € N esiste un plurintervallo aperto Jj, contenente I, tale che Z"(Ji \ I) <
orrr- L/insieme

™

A=K
k=1
e aperto in quanto unione di aperti, e inoltre
G n n n S n €
A <Y () Zz (1) + 2"\ 1) < Y (LU0 + 37
k=1 k=1 k=1

< ZLME) +e
Essendo E misurabile si ha Z"(A) = Z"((A\ E)UE) = L"(A\ E) + Z"(E).
Dunque, per differenza si trova
LA\ E) <e.

Togliamo l'ipotesi che E abbia misura finita. Detta B; = B(0, 1) la palla di raggio
1 centrata in 0 e posto By, = B(0,k) \ B(0,k — 1), si ha

E:OEﬁBk:GEk.
k=1 k=1

Poiche ogni Fj, ha misura finita, per la prima parte della dimostrazione per ogni k € N
esiste un aperto A, contenente Ej, e tale che

£
LA\ Eg) < o

L'insieme A = J,—, Ay ¢ aperto ed inoltre

LA\ E) < Zg”Ak\E ign(Ak\Ek)SS
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Passiamo alla costruzione del chiuso. Poiche F € misurabile anche il comple-
mentare F/ = R" \ F ¢ Z"-misurabile. Dunque, esiste un insieme aperto A; che
contiene F' e tale che Z"(A; \ E') < e. L’insieme C' = A} = R™\ A; ¢ chiuso ed ¢
contenuto in £. Inoltre si ha

LYE\NC)=ZL"(ENC)=%"(A\F) <e.
In conclusione, si ottiene la stima desiderata
LMANC) = ZL"((A\E)U(E\C)) < ZL"(A\E)+ Z"(E\C) < 2.
O

OSSERVAZIONE 3.7. Anche togliendo l'ipotesi che E sia misurabile, possiamo
comunque dire che per ogni k£ € N esiste un aperto Ay contenente E e tale che

L Ag) < L™M(E) + 1/k. L'insieme

oA
k=1

¢ un Boreliano che contiene E ed inoltre Z"(B) = £"(F). Dunque, .£" ¢ una
misura di Borel regolare.

DEFINIZIONE 3.8 (Insiemi Gj). Un insieme G C R” si dice Gy, e scriveremo
G € Gs(R™), se esiste una successione di insiemi aperti (Ag)ren tale che

o A
k=1

Il Teorema 3.6 ha la seguente conseguenza.

COROLLARIO 3.9. Un insieme E C R" e Z"-misurabile se e solo se esistono
G € G5(R™) e un insieme N di misura di Lebesgue nulla tali che E = G\ N.

DiM. Se E ¢ misurabile, allora per ogni k& € N esiste un insieme aperto A, con-
tenente A tale che Z"(A; \ E) < . L'insieme G = ;2 4y ¢ Gs ed inoltre, posto
N =G\ E si ha, per ogni k € N,

1
LUN) < LA\ E) < 7.
e dunque Z"(N) = 0.

Viceversa, se E = G\ N come nelle ipotesi, allora E ¢ misurabile in quanto

differenza di insiemi misurabili. 0

3. Le misure metriche sono boreliane
In questa sezione consideriamo uno spazio metrico (X, d).

DEFINIZIONE 3.10 (Misura metrica). Diciamo che una misura esterna u : Z(X) —
[0, 00] & una misura metrica se per ogni coppia di insiemi A, B C X si ha
dist(A4,B) >0 = p(AUB)=pu(A)+ nbB).

In altri termini, una misura esterna ¢ metrica se ¢ addittiva sulle unioni di insiemi
“staccati”. Vogliamo provare il seguente teorema.
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TEOREMA 3.11. Siano (X,d) uno spazio metrico e p una misura metrica su X.
Allora p ¢ una misura di Borel.

Per farlo partiamo dal seguente lemma.

LEMMA 3.12. Sia p una misura metrica su X. Sia Fp C Epyq, K € N, una
successione crescente di insiemi di X e sia E = J,-, Ey. Se dist(E \ Ej41, Ex) > 0
per ogni k£ € N, allora

lim p(Ey) = p(E).

k—o0

DiM. Per monotonia, il seguente limite esiste
L= lim p(Ey),
k—o0
e dal momento che Ey C E per ogni k € N, si ha L < u(FE). E dunque sufficiente

mostrare che L > u(E) e non e restrittivo supporre L < co.
Per ogni k € N si ha

w(B) = n( | Be) < u(B) + > nlBya \ By),
k=1 j=k
e dunque il risultato segue se si mostra che converge la seguente serie
> B\ Ej) < 0.
j=1

Sia F; = E;+1 \ Ej e osserviamo che per ogni m € N si ha

ZM(FJ') = ZM(sz) + ZM(szfl)-

Ora osserviamo che
diSt(F2j7 FQj_Q) = diSt(Egj_H \ E2j7 Egj_l \ EQj_Q) Z dlSt(E \ EQj, EQj_l) > 0,

e analogamente per gli insiemi con indice dispari. Possiamo dunque passare dalla
somma delle misure alla misura dell’unione:

%Zin:u(Fj) = u( C) sz) + u( Q ng_1> < w(BEam) + p(Bop1) < 2L

per ogni m € N. Questo prova che la serie converge e il lemma & dimostrato. 0

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.11. Dobbiamo dimostrare che ogni insieme
A C X aperto e p-misurabile, e cioe che per ogni £ C X si ha

(3.1) p(E) > p(ENA) +p(EnA).

L’altra disuguaglianza e sempre vera.
Per k € N consideriamo gli insiemi

Ay = {x € A:dist(z, A") > %}
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Possiamo supporre che A’ # (), altrimenti A = X e non ci sarebbe nulla da provare.
Poiche si ha dist(E N Ag, ENA’") > 0, la misura esterna p ¢ addittiva per tale coppia
di insiemi

pWENA) +p(ENA) = p(ENA) U (ENA)) < p(E).
Se proviamo che
(3.2) lim p(ENAgy) = p(ENA)

k—o0
la tesi (3.1) segue.
Consideriamo la successione di insiemi E, = E N A, £ € N. Si tratta di una
successione crescente ed inoltre

DEk:EﬂDAk:EﬂA.
k=1 k=1

Nell'ultima uguaglianza di insiemi abbiamo usato il fatto che A ¢ aperto. Vogliamo
dedurre la validita di (3.2) dal Lemma 3.12. Osserviamo che, essendo ENA\ Ey41 C
A\ A1 e By C Ay, si ha
1 1
dlSt((E N A) \ Ek-Jrl, Ek> > dlSt(A \ AkJrl’ Ak) > E — k——|—1 > 0,

per ogni k € N. Dunque, le ipotesi del lemma sono verificate e la (3.2) segue. 0
Usiamo il Teorema 3.11 per provare che le misure di Hausdorff in R™ sono di Borel.

TEOREMA 3.13. Per ogni s > 0, la misura di Hausdorff s-dimensionale ¢ su R™
¢ di Borel.

DiM. Proviamo che ¢ & una misura metrica su R"”. Siano A, B C R" due insiemi
staccati, dist(A, B) > 0, e proviamo che

(AU B) > #°(A) + #°(B).

L’altra disuguaglianza & sempre verificata. E sufficiente provare che H5° (AU B) >
J6°(A) + 7 (B) per ogni § > 0 sufficientemente piccolo. Non ¢ restrittivo supporre
che sia J5°(A U B) < oo. Fissato € > 0, esiste una famiglia di insiemi Ej C R”,
k € N, tali che

dlam(Ek) < 5, AUB C U Ek, Ws Z (
keN keN

dlamT(E’“))s < HF(AUB) +e.

Se 0 < 0 < dist(A, B), ogni insieme Ej non puo intersecare contemporaneamente sia A
che B. Dunque gli insiemi Ny ={k e N: ExtNA# 0} ed Ny ={k € N: E;NB # (I}
sono disgiunti e pertanto
< < diam(Ej)\ s diam(Ej)\ s
AN+ A B) S 30 () e 3 (T )

kEN4 keNp
diam(Ej)\ s 5
SwskEZN(T) < HFP(AUB) +e.

Ora, per 0 — 0% si trova J#°(A) + #°(B) < #°(AU B) + ¢, e data Parbitrarieta di
¢ sl ottiene la tesi. d
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OSSERVAZIONE 3.14. Nella definizione di misura di Lebesgue i plurintervalli pos-
sono essere presi di diametro piccolo a piacere. Dunque, la dimostrazione del teorema
precedente si adatta anche ad .£", che dunque ¢ una misura di Borel, come abbiamo
gia visto.

4. Insiemi non misurabili ed insiemi misurabili non Boreliani

4.1. Insieme non misurabile di Vitali. Assumendo la validita dell’Assioma
di scelta ¢ possibile “costruire” (dimostrare che esistono) insiemi in R che non sono
Z1-misurabili.

Consideriamo l'intervallo [0, 1] C R e introduciamo la relazione di equivalenza ~
su [0, 1] dicendo che z ~ y se e solo se x — y € Q. L’intervallo [0, 1] viene suddiviso
nell’unione disgiunta delle classi di equivalenza della relazione ~, che indicheremo con
[z] ={y € [0,1] 1 y ~ z}.

Utilizziamo 'assioma di scelta per selezionare da ogni classe di equivalenza [z] un
elemento y € [z]. Definiamo Iinsieme V' C [0, 1] come 'unione di questi rappresen-
tanti.

Per ogni numero razionale ¢ € @ = [—1,1]NQ e per ogni z € R sia 7,(z) = ¢+ z.
Osserviamo che ¢ # ¢’ implica che 7,(V) N7, (V) = 0, in quanto V' contiene elementi
che stanno in classi di equivalenza distinte. Inoltre, essendo ogni x € [0,1] in una
delle classi di equivalenza, si ha

[07 1] - U TQ(V> - [_172]
q€Q
Dalle inclusioni precedenti segue che
(3.3) 1§$%U%W0§3
qeQ

Per linvarianza di £* rispetto alle traslazioni si ha (V) = £ (7,(V)) per ogni
q € Q. Supponiamo ora per assurdo che V sia .Z!- misurabile. Se fosse £ (V) = 0,

si avrebbe
.,zﬂl( U Tq(v>) =Y L) =Y 2 (V) =0.

q€Q q€Q q€Q
Se invece fosse £1(V') > 0, allora

$1< U Tq(V)> = o0.

q€Q

In entrambi i casi si contraddice la (3.3).

4.2. Insieme di Cantor. In questa sezione costruiamo 'insieme di Cantor K C
[0,1]. Si tratta di un insieme compatto con interno vuoto, di cardinalita piu che
numerabile, di misura di Lebesgue nulla. L’insieme K ¢ 'esempio piu semplice di
insieme frattale autosimilare. E possibile provare che K ha dimensione di Hausdorff
pari a log 2/ log 3.
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4.2.1. Costruzione. Consideriamo le due trasformazioni 77,75 : R — R

r 2
Tl([E) = = ¢ TQ(I’) = g"‘g, r e R.

Sia T} che T, sono due contrazioni con fattore di contrazione 1/3. Definiamo K, =
[0,1] e sia

K, =T (Ky) UTy(Ky) =[0,1/3]U[2/3,1] C K,.
Completiamo la costruzione per induzione. Per n € N, siano K,,_1 C K,,_o C ... C
K, C K, gia definiti e poniamo

K, =T(Kn,-1) UT5(Ky-1) C K1,

L’insieme K, ¢ formato da 2" intervalli compatti disgiunti di lunghezza 1/3", detti
intervalli della generazione n-esima:

K,=I)uru...urz,

dove chiaramente I! = [0,1/3"] e I?" = [1 — 1/3",1]. Gli intervalli sono ordinati in
modo naturale.

Siccome gli insiemi K, sono compatti e la successione (K,),en € decrescente,
I'intersezione

[e.e]
K=()K.clo,1]
n=1
e un insieme compatto non vuoto, detto insieme di Cantor.

Proviamo che K ha interno vuoto. Siano z,y € K, © # y, e sia n € N il piu
grande intero tale che esiste i = 1,...,2" per cui z,y € I'. Questo intero massimo
esiste, perche la lunghezza degli intervalli della generazione n-esima tende a 0 con
n e dunque ¢ definitivamente minore di |z — y|. L’intervallo I} si suddivide in tre
intervalli consecutivi essenzialmente disgiunti di lunghezza 1/3":

o Eok+1
L= BV (o o )

per opportuni interi j, k, dove (k/3"™, (k+1)/3"™) N K = (). Per la massimalita di
n deve essere x € I}, ey € Iflﬁ, o viceversa. Dunque, fra ogni coppia di punti di
K ¢’¢ un punto fuori da K.

Proviamo che Z'(K) = 0. Gli intervalli della generazione n-esima formano un

ricoprimento Lebesguiano di K. Dunque, si ha

j+1
UL,

on

20 < 2w < (3)"

e con n — oo si deduce che Z(K) = 0.

4.2.2. Interpretazione aritmetica. Nella rappresentazione ternaria, ogni numero
reale « € [0, 1] si scrive nella forma

n=1

Y

oo|®
33

dove le cifre verificano a,, € {0,1,2}. Si puo verificare che K e 'insieme dei numeri
reali € [0, 1] tali che a,, € {0,2} per ogni n € N.
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4.2.3. Interpretazione metrica (K come punto fisso). Consideriamo l'insieme di
tutti i compatti non vuoti di R

H = {K C R: K compatto non vuoto }

A questo insieme e possibile dare una struttura di spazio metrico completo con la
distanza di Hausdorff

ou(K,H)=inf{¢>0: K C H. e H C K.},

dove K. = {x € R : dist(z, K) < ¢}.
Sia T : % — & la trasformazione

T(K)=Ti(K)UTyK).
Questa trasformazione ¢ una contrazione di fattore 1/3 in questo spazio metrico. Per

il Teorema di punto fisso di Banach 7" ha un unico punto fisso K = T(K), che ¢
precisamente 'insieme di Cantor. In questo senso, K ¢ un insieme autosimilare.

4.3. Funzione di Vitali-Cantor. Insiemi .#!-misurabili non boreliani.
4.3.1. Scala del diavolo. Sia K C [0,1] I'insieme di Cantor. Costruiamo una
funzione ¢ : [0,1] — [0, 1] che verifica le seguenti proprieta:
i) © & continua e crescente (non strettamente).
ii) ¢ ¢ derivabile in ogni punto = € [0, 1]\ K ed inoltre ¢'(z) = 0. In particolare,
¢ ¢ derivabile con derivata nulla in Z*-q.0. ogni punto in [0, 1].
iii) ¢ : K — [0,1] ¢ suriettiva. In particolare, K ha la potenza del continuo.

Questa funzione e nota come scala del diavolo o funzione di Vitali-Cantor.
Costruiamo per induzione una successione di funzioni (¢, )nen su [0, 1] a partire
dalla funzione @g(x) = z. Per n =1, ¢ : [0,1] — [0, 1] & definita nel seguente modo:
3 1

%x = §g00(3x) x €1[0,1/3]
p1(z) = % z e (1/3,2/3)
5—1— ;<x— g) = % +%g00(3x—2) x € [2/3,1]
Data ¢,_1 : [0,1] — [0, 1], definiamo ¢, : [0, 1] — [0, 1] nel seguente modo:
%%_1(3@«) ve0,1/3
9071(1:) = 5 = Qpn—l(x) S (1/37 2/3)

T
5—1-530”_1(3:16—2) T € [2/3, 1].

Ogni funzione ¢, € continua e crescente. Dalla costruzione si deduce che per ogni

n,m € N si ha
1

— <
lon — @mlloo < omin{n,m} ’
e dunque la successione (¢, )nen € uniformemente di Cauchy. Dunque il suo limite, la
funzione ¢ : [0,1] — [0, 1]

o(x) = lim p,(z), =z €][0,1],

n—o0
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e continua e crescente. Questa e la funzione di Vitali-Cantor.

L’insieme A = [0, 1]\ K ¢ aperto e la funzione ¢ ¢ costante su ciascuna componente
connessa di A. Dunque, ¢ ¢ derivabile su A con ¢/(z) = 0 per ogni z € A. L’insieme
di non derivabilita ¢ contenuto in K (coincide con K) che ha misura nulla.

Proviamo che la funzione ¢ : K — [0,1] & suriettiva. Dato y € [0, 1], per il
Teorema dei valori intermedi esiste = € [0, 1] tale che p(z) = y. Se x € K abbiamo
finito. Se invece z € [0,1] \ K, sia J = (a,b) la componente connessa di [0, 1] \ K
contenente x. Allora ¢(a) = p(z) = ¢(b) con a,b € K.

4.3.2. Insieme misurabile non Boreliano. Ora usiamo la funzione di Vitali-Cantor
per costruire un insieme .#’!-misurabile non Boreliano. Partiamo dal seguente lemma.

LEMMA 3.1. Sia (X, &7, 1) uno spazio di misura e sia f : X — R una funzione
misurabile. La famiglia di insiemi

&={ECR: f'(E)ed}
¢ una o-algebra su R e inoltre B(R) C &.

DiM. In primo luogo siha X = f(R) € & e ) = f~1(0) € . Inoltre, se £ € &
allora f[~1(E') = f~Y(F) € &/, e dunque E’' € &. Infine, supponiamo che sia E; € &

per ogni j € N e proviamo che E = . E; € &. E sufficiente osservare che

jen
F(UB)=Ur'®) e
jeN jeN

Quindi & e una o-algebra.

Sia ora A C R un insieme aperto. Dal momento che f e misurabile risulta
Y A) € & e dunque A € &. Questo prova che la o-algebra dei boreliani %(R)
e contenuta in &. dJ

Sia K C [0,1] I'insieme di Cantor e sia ¢ : [0,1] — [0, 1] la funzione di Cantor-
Vitali. Definiamo la funzione ¢ : [0, 1] — [0, 1] nel seguente modo:

U(y) = inf{z € [0,1] : p(z) = y}.
Siccome la funzione ¢ & continua I'inf & un minimo e si ha ¢(¢(y)) = y. Elenchiamo
alcune proprieta di :
i) Si ha ¥(y) € K per ogni y € [0,1]. Infatti, se fosse ¥(y) € [0,1] \ K, detta
(a,b) C [0,1] \ K la componente connessa di 1(y), si avrebbe a < 1(y) < b
con p(a) = ¢(¥(y)) =y, contro la definizione di .
ii) La funzione 1 & crescente, essendo ¢ crescente. In effetti, ¢ & strettamente
crescente (provare) e quindi iniettiva.
iii) La funzione ¢ : [0,1] — [0, 1] ¢ una funzione Boreliana, ovvero gli insiemi
v 1({z € [0,1] : # < a} sono Boreliani per ogni @ € R. Infatti questi
insiemi sono intervalli. In particolare, 1) € misurabile (rispetto alla misura di
Lebesgue).

Per il lemma precedente, la famiglia di insiemi
&={EcCl0,1]: ¢y (E) ¢ £ -misurabile}

¢ una o-algebra che contiene i Boreliani di [0, 1].
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Per costruire un insieme E C [0, 1] che ¢ Z'-misurable ma non ¢ di Borel, proce-
diamo nel seguente modo. Sia V' C [0, 1] un insieme non .#*-misurabile, ad esempio
I'insieme di Vitali, e consideriamo l'insieme E = ¥ (V). Per quanto visto sopra si
ha F C K e dunque, per la completezza della misura di Lebesgue e per il fatto che
LK) =0, l'insieme F ¢ Z!'-misurabile, essendo .Z!(E) = 0.

Tuttavia, E non ¢ Boreliano. Se infatti fosse Boreliano allora dovrebbe essere
E € &, ovvero l'insieme V = ¢~ }(F) dovrebbe essere .#!-misurabile, ma questo non
€ vero.






CAPITOLO 4
Spazi di funzioni integrabili
1. Spazi LP. Disuguaglianze di Holder e Minkowski

Sia (X, <7, ) uno spazio di misura e indichiamo con . (X) lo spazio vettoriale
(reale) delle funzioni f : X — [—00,00| che sono p-misurabili ed f(z) € R per

u-q.o. r € X.
Per 1 < p < o0, si definisce I'insieme di funzioni
(4.1) () ={f et (x): [ If@pdn <o},

Vedremo che si tratta di uno spazio vettoriale reale. E ben definita la funzione
I llp = LP(X) = [0, 00)

(42) 1= ([ rra)’

Quando p = 2 questa seminorma nasce da un prodotto scalare. Date f,g € L? si

definisce
(f. 9 rcx / fa

Vedremo fra breve che l'integrale converge.
Estendiamo la definizione al caso p = oco. L’estremo superiore essenziale di una
funzione f € #(X) ¢
| flloo = inf {M >0:|f(z)] < M per p-q.o. z € X }.
Se 'insieme di cui si prende I'estremo inferiore ¢ vuoto, si pone || f||o = 0o. Possiamo
dunque definire I'insieme delle funzioni essenzialmente limitate

(4.3) LX) ={feM(X):|fllo < o0}
Diciamo che due esponenti 1 < p, g < oo sono Holder-coniugati se si ha
1 1
4D =1,
p q

dove usiamo le convenzioni 1/00 =0 e 1/0 = co. L’esponente p = 2 coincide col suo
coniugato.

PROPOSIZIONE 4.1 (Disuguaglianza di Holder). Siano 1 < p, ¢ < oo esponenti di
Holder coniugati. Se f € LP(X) e g € L4(X) allora fg € L'(X) e

(4.0 [ 1s@at@ld < 151l

Inoltre, nel caso 1 < p,q < oo, se si ha uguaglianza e || f||, # 0, allora esiste A > 0
tale che |g(z)| = Al f(x)[P~! per p-q.0. x € X.

45
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DiM. Il caso limite p =1 e ¢ = oo € chiaro, perche

J 15@a@de < Lol [ 17 dr

Se c¢’¢ uguaglianza dovra essere |g(z)| = ||g|| per p-q.o0. z € {|f| > 0}.
Passiamo al caso 1 < p < oo e quindi ¢ = 1%. Ricordiamo la disuguaglianza di
Young. Se x,y > 0 sono numeri reali, allora
yq
(4.5) xy < < —1— =
p q

Dividendo per y? # 0, e ponendo t = =/ yrll > 0 si ottiene la disuguaglianza equiva-
lente

P 1

t<—+1——-, t>0,

p p
la cui validita puo essere verificata facilmente con uno studio di funzione. Si ha
uguaglianza se e solo se t = 1, e quindi in (4.5) si ha uguaglianza se e solo se y = xP~1.

Passando alla disuguaglianza di Holder, usando la disuguaglianza di Young pun-

tualmente dentro l'integrale si trova

ST gl / s |9/
T dp < + dp
x 11y llgllq (MU% qmm>

pufup/'f‘ “‘m/'g'
1,

:__|___
p q

e quindi si ottiene la (4.4). Se si ha uguaglianza in (4.4), allora deve esserci uguaglianza
g.o. nella disuguaglianza dentro I'integrale. Quindi deve essere

p—1
9 ’f’p 7, M-q.0.su X.
lolle — 11715
Questo termina la dimostrazione. Abbiamo usato lipotesi f € LP(X) e g € LY(X)
per poter dividere per le norme di f e g all’inizio dell’argomento. 0

PROPOSIZIONE 4.2 (Disuguaglianza di Minkowski). Per ogni 1 < p < oo e per
ogni f,g € LP(X) si ha

(4.6) 1+ glle < 171l + llgllp-

DiMm. Il caso p = oo € elementare e la verifica e lasciata come esercizio.
Ricordiamo innanzi tutto che per ogni 1 < p < 0o esiste una costante C),, > 0 tale
che per ogni coppia di numeri reali z,y > 0 si ha

(4.7) (x+y)P < Cpz? +9P).

Da tale disuguaglianza segue che f + g € LP(X).
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Sia ora 1 < g < oo l'esponende di Holder coniugato di p. Usando la disuguaglianza
di Holder si trova

I+ gl = / 1+ gPdu = / £+ gl + gldu
X X
< / 1+ gl f / 1+ gl lgldu
X X

< ILf + gl Hla (1l + Ngllp)-

Ora dividiamo a destra e a sinistra per [|[f 4+ g[*~'||, = [|f + g[[5~". Lo possiamo fare
perche questa quantita e finita e possiamo anche supporla diversa da zero. Se fosse
| f + gll, = 0 non ci sarebbe infatti nulla da dimostrare. Ma || f +g[/2[||f +g[* ||, ' =
|f + gllp e la tesi segue. O

EsempPIO 4.3. Sia X = [0,1] con la misura di Lebesgue e siano 1 < p < oo e
0<ac< é. Sia {¢; € QN [0,1] : i € N} = QN [0, 1] una enumerazione dei razionali e
definiamo la funzione f : [0, 1] — [0, o]

flz) = Z ;, z € [0,1].

< 2|z — qil*

La funzione f ¢ misurabile ed assume il valore co almeno su tutto Q@ N [0, 1]. Per la
disuguaglianza di Minkowski e per il teorema della convergenza monotona, si ha

1/p n 1 P 1/p
|f(x)P dx) = lim (/ _ d:c)
(/[071] =00\ Jo,1] Z 2z — gi|*
- 1 1/p
< (/ —_— dac)
Z 0.] 27|z — qi|*®

=1
=1 1 1/p
<>5(/ )
; 2 [=1,1] |z|oP
2

Dunque si ha f € LP([0,1]) ed in particolare la serie che definisce la funzione f
converge ad un valore finito per q.o. z € [0, 1].

2. Inclusioni fra spazi L?

In questa sezione esaminiamo alcune relazioni di inclusione fra spazi LP(X).

1. Supponiamo che X sia di misura finita, u(X) < oo, e siano 1 < p < ¢ < 0.
Allora L9(X) C LP(X). Se, infatti, f € LI(X), allora

/ P < p(x) @ ( / /1) T o,

dove (¢/p)’ indica 'esponente di Holder coniugato di ¢/p.

2. Se una funzione sta in due diversi spazi di Lebesgue, sta anche in tutti quelli
intermedi, independentemente dalla misura di X. Siano 1 < p < ¢ < 00, e supponi-
amo che f € LP(X) N LY(X), allora f € L"(X) per ogni p < r < ¢. Infatti, si ha
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r =1tp+ (1 —t)g per un certo t € (0,1), e dalla disuguaglianza di Holder segue che

Joisraus ([ asran) ([ 1svan) " <

3. Se una funzione sta in tutti gli spazi L? (sufficientemente elevati) con norma
uniformemente limitata, allora sta anche in L*°. Precisamente, supponiamo che f €
LP(X) con || f|l, < M < oo per ogni 1 < p < oco. Allora || f|le < M.

DiM. Fissiamo € > 0 e proviamo che I'insieme
Ac={rx e X :|f(x)| > M+ ¢}

ha misura nulla. Infatti

u(As) = /A i< Gy [k < ()" 0

per p — oo. Poiche € > 0 ¢ arbitrario segue che || f]|o < M. O

EseEmpIO 4.4. Sia X = [0, 1] con la misura di Lebsgue e si consideri la funzione
f(z) = |logx|, z € [0,1]. Per ogni 1 < p < oo esiste una costante C,, > 0 tale che

Vz|logzP < C,, x € (0,1].

Siccome 1//x € L'([0,1]) segue che f € L*(]0,1]) per ogni p > 1. Tuttavia f ¢
Le=([0,1]).

3. Teorema di completezza

Dalla disuguaglianza di Minkowski segue che LP(X) ¢ chiuso per somma di fun-
zioni, e dunque € uno spazio vettoriale. Per ogni 1 < p < oo, la semininorma
|- lp - LP(X) — [0, 00) verifica le seguenti proprieta:

i) || f]l, > 0 per ogni f € LP(X) ed || f||, = 0 implica che f =0 p-q.0.;
i) [|Afll, = [Alllf[l, per ogni A € R e per ogni f € LP(X);
ii) |1 + gll, < [fll, + lgll, per ogmi £.g € LP(X).
Per avere uno spazio normato (invece che solo seminormato) occorre identificare le
funzioni che sono uguali quasi ovunque. Sia ~ la relazione di equivalenza su LP(X)

f~g < p{zeX:[f(z)#g(x)})=0.

Indichiamo con £?(X) = LP(X)/ ~ il quoziente munito della norma || - ||,, che non
dipende dai rappresentanti delle classi di equivalenza. Ora (Z?(X),]| - ||,) € uno
spazio normato.

TEOREMA 4.5 (Completezza). Sia (X, .7, 1) uno spazio di misura. Per ogni 1 <
p < oo, ZP(X) & uno spazio di Banach. In particolare, £?(X) ¢ uno spazio di
Hilbert.

DiM. Abbiamo gia osservato che .ZP(X) & uno spazio vettoriale normato. Dobbi-
amo provare che ¢ uno spazio metrico completo per la distanza indotta dalla norma.
Vediamo la prova nel caso 1 < p < oco. Scegliamo a nostro piacere rappresentanti
nelle classi di equivalenza. Sia f,, € LP(X), n € N, una successione di Cauchy. Esiste
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una sottosuccessione (fy, )ien tale che || fn,,, — fui|l, < 35 per ogni i € N. La funzione
g: X — [—o0, 0]

Z | i (@) = fri(2)], 7€ X,

¢ misurabile ed ¢ finita in ,u—q.o. punto z € X. Infatti, per la disuguaglianza di
Minkowski generalizzata al caso di somme numerabili si ha

lglly < 3 s = Fuclly < Z; <1
i=1

Dunque, ¢ definita per u—q o. punto x € X anche la funzione f: X — R
(@) = fo,(x) + Z Frir(2) = fui(2)) = le)rgo fn;(z), perqo.z€X.

Proviamo che la funz1one f ¢ il limite della successione (f,,)nen nella distanza indotta

dalla norma || - ||,. Precisamente, affermiamo che
lim Ifn( ) — f(@)[Pdp = 0.

Infatti, fissato € > 0 usando il Lemma di Fatou e la condizione di Cauchy si vede che
esiste n € N tale che

/ |fn )|pdu / ilim |fn(;p) — fm(xﬂpdu
X
< liminf/ | fo(@) = fo, () Pdp < €,

11— 00

pur di prendere n > n. Dalla disuguaglianza (4.7) si trova

/ f@)Pdu < C, / (@) = fal@) + |ful2)P)ds

e dunque f € LP(X

Consideriamo 11 caso p = 00. Sia (fn)nen una successione di Cauchy in L>(X) e
definiamo per ogni m,n,k € N gli insiemi

Apn = {2 € X2 |fn(2) = fu(@)] > [ fmn = fulloo},
By ={x € X : [fu(@)| > [[felloo}-

Tutti questi insiemi hanno misura nulla, e dunque anche 'insieme

E=JB.U |J A

keN m,neN

ha misura nulla, u(E) = 0. Sul complementare X \ E, la successione di funzioni
(fn)nen € uniformemente di Cauchy e dunque converge uniformemente ad una funzione
limitata f. 0

COROLLARIO 4.6. Sia (X, .o/, ) uno spazio di misura e sia 1 < p < oo. Sia
fn € LP(X), n € N, una successione di funzioni convergente in norma ad una funzione
f € LP(X). Allora esiste una sottosuccessione (f,,, )Jreny convergente puntualmente ad

[ w-q.o.



50 4. SPAZI DI FUNZIONI INTEGRABILI

DiM. Poiche (f,)nen € di Cauchy, I'affermazione segue dalla dimostrazione del
teorema di completezza. ([l

4. Convergenza forte, debole, in misura e q.o.

Sia (X, 47, ) uno spazio di misura. Introduciamo e confrontiamo fra alcune
nozioni di convergenza per successioni di funzioni (convergenza sequenziale). In gen-
erale, (f,)nen sara una successione di funzioni misurabili su X a valori in [—o0, o]
ed f sara una candidata funzione limite.

4.1. Convergenza forte. Sia 1 < p < co. Diremo che f, — f fortemente in
LP(X) se fu, f € LP(X) e
lim || f, — fll, =
n—o0
Sappiamo che in questo caso esiste una sottosuccessione (f,,)ien che converge q.o. ad

7.

ESEMPIO 4.1. In generale la convergenza forte non implica che f,(z) — f(z) per
q.0. x € X. Si consideri X = [0, 1] con la misura di Lebesgue e la successione di
funzioni definita in questo modo:

fi= X[0,1]5

fo= X[0,1/2]5 fs= X[1/2,1]5

fa= X4, f5s = X2, Jo = X234, fr= Xp/a
J8 = X[0,1/8)»

Chiaramente, per ogni z € [0,1] si ha
liminf f,(z) =0, limsup f,(z) =1,

n—00 n—00

mentre || f,|, — 0 per ogni 1 < p < oo (ma non per p = 00).

4.2. Convergenza debole. La nozione di convergenza debole nasce dalla nozione
di topologia debole su LP(X) e dal teorema di dualita fra spazi LP(X). Ne diamo qui
una presentazione autosufficiente ed equivalente.

Sia 1 < p < co. Diremo che la successione (f,,)nen converge debolmente ad f in
LP(X) se fn, f € LP(X) e per ogni g € LI(X), con 1 < g < oo esponente di Holder
coniugato di p, si ha

lim [ fula)aadn - /f

n—oo

La convergenza debole si mdlca talvolta in questo modo f, — f in L”.
La convergenza forte implica quella debole. Questo segue dalla disuguaglianza di
Holder:

[ fadn= [ sadu] < [ 18~ flokdn < 15, 1Nl

Questa considerazione ha senso anche quando p = co. Ma per p = oo quella data
sopra non sarebbe la definizione corretta di convergenza debole ed abbiamo per tale
motivo escluso questo caso.

In alcuni casi e sufficiente verificare il test di convergenza debole per una classe
ristretta di funzioni.
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LEMMA 4.1. Sia A C R™ un insieme aperto con la misura di Lebesgue e sia (fi)ren
una successione di funzioni in LP(A), 1 < p < oo, tale che sup;cy || fx||, < 0o. Allora,
si ha fp = f € LP(A) in LP(A)-debole se e solo se

b [ o [ s

per ogni funzione ¢ € C°(A), di classe C* con supporto compatto in A.

Dim. Proviamo I'implicazione non banale. Data g € LY(A), per ogni € > 0 esiste
una funzione ¢ € C°(A) tale che ||g — ¢||; < €. La dimostrazione di questo fatto e
nel Teorema 4.5. Dunque, con la disuguaglianza di Holder si trova

’/Afkgd$—/Afgdl"S’/AkaOdI—/Afgodl"—i-‘/Afk(g—QO)d]?—/Af(g—go)dg;)

<| [ epda= [ rods]+ (Ul + 151l = ol
S’/Afksodx—/Afsodx‘JrC&

per una costante 0 < C' < oo indipendente da k, e quindi

limsup‘/fkgdx—/fgdx‘ < (¥,
A A

k—o0

con € > 0 arbitrario. La tesi segue. 0

EsEMPIO 4.2. La convergenza debole non implica quella forte. Si consideri X =
(0, 7) con la misura di Lebesgue e sia f,,(x) = sin(nz) € LP(0,7),n € Ne 1 < p < oc.
La successione ¢ anche in L' ed L®, ma non consideriamo questi casi. Affermiamo
che

fn. — 0 debolmente in LP(0, 7).

Per il Lemma 4.1, e sufficiente verificare che

™

lim o(x)sin(nx)dr =0

n—oo 0
per ogni ¢ € C°(0, 7). Con un’integrazione per parti si trova
s 1 K
/ o(x) sin(nx)dr = —/ ¢'(x) cos(nx)dz,
0 0

n

essendo p(0) = ¢(m) = 0. Siccome ||¢’ cos(nz)|le < [|¢']|ee < 00, laffermazione
segue. In ultima analisi, la convergenza debole a 0 & prodotta dalle oscillazioni della
successione, che diventano sempre piu frequenti.

D’altra parte, si ha

™ 1 nm s
/ | sin(nz)[Pdr = —/ |sint|Pdt = / |sint|Pdt > 0,
0 nJo 0

e quindi la successione non converge fortemente a 0 in L?(0, 7).
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ESEMPIO 4.3. La convergenza puntuale non implica quella debole. Ad esempio,
la successione f,, = nx(0,1/n] € L'(R), n € N, converge a 0 in ogni punto, tuttavia

lim g fa(@)p(z)dr = (0)

n—oo
per ogni funzione continua ¢ € C(R). Quindi non c¢’¢ convergenza a () in L'(R)-debole.

EsErcIziO 4.4. La convergenza debole non implica quella puntuale, nemmeno
per opportune sottosuccesioni. Cercare di provare questa affermazione costruendo un
esempio.

4.3. Convergenza in misura. Sia (X, .o/, ) uno spazio di misura, e siano
f, fn € A (X) funzioni misurabili, n € N. Si dice che la successione di funzioni
(fn)nen converge in misura ad f (e scriveremo “f,, — f in misura”) se per ogni € > 0
si ha
Tim pu({r € X+ |fu(e) — f(2)] = 2}) =0,
Prima di descrivere il legame fra convergenza in misura, convergenza quasi ovunque
e convergenza in L' premettiamo alcuni fatti generali.

DEFINIZIONE 4.1. I limiti inferiore e superiore di una successione di insiemi F,, C
X, n € N si definiscono nel seguente modo

hgggng" = U ﬂ E, e hmsupE = ﬂ [OJEk

n=1k=n n=1k=n

LEMMA 4.2 (Borel-Cantelli). Sia (X, .o/, u) uno spazio di misura e sia (E,)nen
una successione di insiemi misurabili in X. Allora:

Zu ) <oo = [L(hHlSLlpE) 0.

n—oo

DiM. E sufficiente osservare che

A(aISEEVI(VENE) SIS

n=1k=n

per ogni n € N. L’espressione a destra converge a zero in quanto resto di una serie
convergente. OJ

Nella seguente proposizione descriviamo il legame fra convergenza in misura e
quasi ovunque.

TEOREMA 4.3. Sia (X, &7, 1) uno spazio di misura, e siano f, f,, € .#(X) funzioni
misurabili, n € N. Allora:

i) Se u(X) < oo ed f,(x) — f(z) per p-q.o. allora f, — f in misura.
ii) Se f, — f in misura, allora esiste una sottosuccessione (f,, )ren tale che
fo,(x) = f(x) per p-q.0. v € X.

Dim. Proviamo la i). Dato n > 0, per il teorema di Egorov esiste un insieme
misurabile X, C X tale che u(X \ X,) < n ed f, — f uniformemente su X,.
Dunque, fissato € > 0 si ha

p{z e X |fulz) = f(@)] 2 e}) < n+p({z € Xy : [ fulz) — f(2)] = €}).
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Daltra parte, per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per n > 7 si ha

MHwEKwUM@—f@NZQJSELﬂh@?—ﬂ@WMSU

3

e la tesi segue.
Proviamo la ii). Dalla definizione di convergenza in misura segue che per ogni
k € N esiste n; € N tale che

p({re X1t - 1@ 2 1)) < o

Posto Ay = {z € X : |fu,(z) — f(z)| > 1/2*}, la seguente serie converge

k=1

e per il lemma di Borel-Cantelli
,u(limsupAk> = u( m U Ak> =0.
hree j=1k>j
Pertanto, l'insieme
A=A
j=1k>j
ha misura nulla e per ogni x € X \ A esiste j € N tale che per ogni k > j si ha

1
fuel@) = f(@)] < 51

Questo prova che f,, (x) — f(x) per p-q.0. z € X. d

TEOREMA 4.4. Sia (X, .4, ;) uno spazio di misura, e siano f, f,, € L'(X), n € N.
Se f, — f in LY(X) forte allora f, — f in misura. Il viceversa non ¢ vero nemmeno
per sottosuccessioni.

DiM. Per ogni € > 0 si ha

1
quEX:M&@—f@ﬂzd)ég/Wh@%—ﬂ@Wm
X
e la tesi segue. La costruzione di un controesempio e lasciata come esercizio. 0

TEOREMA 4.5. Sia (X, 47, ) uno spazio di misura finito, u(X) < oo, e siano
f, fu € A (X) funzioni misurabili, n € N. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f, — f in misura.
B) Si ha

nooo Jx 14 [fu(z) — f(2)|
Dmm. A)=-B) Non é restrittivo supporre f = 0. Partiamo dall’identita

/X 1|+fTJ(ff()a|;)yd$ - /Olﬂ({x € X :|fulw)] > %})dt - /01 onlt)dt,
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dove abbiamo posto

t
= : > — ).
eult) = u({z e X1 1fu@) = 71
Se vale A), allora per ogni ¢ € (0,1) esiste il limite puntuale
lim ¢, (t) =0.
n—oo

Dunque, per il Teorema della convergenza dominata si ottiene

1
lim Mdm = / lim ¢, (t)dt = 0.
0

La prova dell'implicazione inversa e lasciata come esercizio.

5. Regolarizzazioni

In questa sezione introduciamo la teoria delle regolarizzazioni di funzioni in R™,
su cui fissiamo la misura di Lebesgue.

5.1. Nucleo di regolarizzazione. Sia x : R" — [0, c0) la funzione

1
T — <1
=] 2= (Gp=r)
0 |z| > 1.

Chiaramente si ha y € C*°(R"). La costante ¢q > 0 ¢ fissata in modo tale che

/nx(x)dac .Y

Per ogni ¢ > 0, definiamo le funzioni . : R™ — [0, 00)

Queste funzioni verificano le seguenti proprieta:

i) xe € C=(R");
ii) xe > 0e x(z) > 0se e solo se |z| < ¢;
iii) Per le proprieta di invarianza della misura di Lebesgue rispetto alle di-
latazioni si ha

(4.8) / Xe(z)dz = Ein . X(f)dl’ = / x(y)dy = 1.

Dunque, per € — 0 lintegrale si concentra in z = 0. La famiglia di funzioni (x:)e=o
si dice nucleo di regolarizzazione o anche approssimazione dell’unita.
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5.2. Regolarizzazione di funzioni localmente integrabili. Una funzione
Z"-misurabile f : R" — [—o0, 00| si dice localmente integrabile, e scriveremo f €
Li .(R"), se per ogni compatto K C R" si ha f € L'(K).

1
loc

DEFINIZIONE 4.1. Data una funzione f € L
funzione f. : R™ — R

fe(z) = / Xe(@ =) f(y)dy = xe * f(x), xeR™

(R™), per ogni € > 0 definiamo la

Abbiamo usato la notazione * per la convoluzione. L’integrale converge perche
'integrazione ¢ ristretta alla palla B.(z) = {y € R" : |y — x| < £}. Con il cambio di
variabile x — y = z, fatto a x fissato, I'integrale puo essere trasformato nel seguente
modo

fa(x) = f(.CE - y)X&(y)dy = f* X&(x)a r € R"
R"
Ricordiamo che il supporto di una funzione f : R™ — [—o0, 00] ¢ I'insieme (chiuso)
spt(f) = {z € R": f(x) # 0}.
TEOREMA 4.2 (Proprieta della regolarizzazione). Sia f € L} _(R™).
i) Per ogni ¢ > 0 si ha f. € C*(R").
ii) Detto K = spt(f) si ha spt(f.) C K. = {z € R : dist(z, K) < e}, per ogni
e>0.
iii) Se f € C(R™) & continua, allora f. — f per ¢ — 07 uniformemente sui

compatti.
iv) Se f € LP(R") con 1 < p < oo allora || £, < ||f]l,-

Dim. i) Proviamo che f. ¢ una funzione continua in un generico punto zo € R™.
Se |z — 29| < 1 allora spt(x.(- — 2)) € K = Bi;.(7g). Siccome y. & limitata ed
f € LY(K), per il Teorema della convergenza dominata si pud portare il limite z — x
dentro l'integrale

lim f.(z) = lim [ x.(z—y)f(y)dy

T—T( T—T0 Rn
— [ Jim o))y
R™ T—rITQ
— [ xeloo = )F @)y = 1)
In modo analogo, essendo per ogni ¢ = 1,...,n e per ogni =,y € R"
aXs (l’ B y) ‘
———| < [[VXelloos
P < 19
¢ possibile derivare sotto segno di integrale
Of-(x)

0
2= [ Gl — s

Come per la continuita di f; si dimostra che la funzione

0
T . a—xixa(ﬂf —y)f(y)dy
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¢ continua, e quindi f € C'(R"). Ora per induzione si prova che f € C°(R").

ii) Sia x € R" tale che dist(z, K) > . Per continuita della funzione distanza,
esiste 6 > 0 tale che dist(z, K) > ¢ per ogni z € Bs(z). Se f(y) # 0 alloray € K e
dunque

|z —y| > dist(z, K) > e.

Quindi f(y) # 0 implica x.(z —y) = 0 e questo prova che f.(z) = 0. Dunque, z ¢ un
punto interno dell'insieme {f. = 0} e pertanto spt(f.) C K-..

iii) Se K C R™ ¢ compatto allora anche 'insieme K; = {z € R : dist(z, K) < 1}
e compatto, essendo chiuso e limitato. Essendo f continua su K7, allora e uniforme-
mente continua: per ogni o > 0 esiste € > 0 tale che

ryeKielr—yl<e = |f(z)-fly)l <o

Siano x € K e 0 < ¢ < 1. Dalla proprieta (4.8) del nucleo di regolarizzazione
segue che

)= @) = [ xele =) 0) - Ty
dove l'integrazione ¢ ristretta all’insieme B.(z) = {y € R" : |z —y| < e} C K;. Di

conseguenza, per ogni ¢ > 0 sufficientemente piccolo si ha |f(y) — f(z)| < o per ogni
x € K e per ogni y tale che |x — y| < ¢, e quindi

() — f()] < / Yel@ — () — f@)ldy < o / (e — y)dy = 0.

n n

Abbiamo usato il fatto che y. > 0. Questo prova la convergenza uniforme su K.

iv) Sia ora f € LP(R") con 1 < p < oo e sia 1 < ¢ < oo l'esponente di Holder
coniugato. I casi p =1 e p = oo sono piu facili. Per la disuguaglianza di Holder si ha

£@) < [ xele =)y

< (/nxg(w—y)d?J)‘l’(/n xe(x—y)lf(y)l”dy>’l’
= ([ xete-lsera)”

Di conseguenza, usando il Teorema di Fubini-Tonelli sullo scambio dell’ordine di in-
tegrazione si trova

[r@rac< [ [ x-wlforayd
= [ Ul [ xete =y = [ 1P

Nella prossima sezione proveremo che f. — f in LP-forte. ([l
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6. Le funzioni continue a supporto compatto sono dense in L”

In questa sezione proviamo il teorema di densita in LP(A) delle funzioni continue
a supporto compatto quando A e un aperto di R™ con la misura di Lebesgue. Il
teorema ha una formulazione piu generale negli spazi metrici localmente compatti
con una misura di Radon.

TEOREMA 4.3 (Densita). Sia A C R™ un insieme aperto. Per ogni 1 < p < oo,
I'insieme delle funzioni continue con supporto compatto in A & denso in LP(A):

Lr(A)

Co(A) LP(A).

DiM. Dobbiamo provare che per ogni f € LP(A) e per ogni € > 0 esiste g € C.(A)
tale che ||f — g|l, < . Possiamo supporre che f abbia supporto compatto in A e
che sia f > 0. Dal Teorema 2.9 e dal teorema della convergenza dominata segue
’esistenza di una funzione semplice ¢ tale 0 < ¢ < f ed

/A (@) — ple)Pdz < e.

La funzione semplice e della forma

N
p(r) = ZCkXAk.(x), x € A.
k=1

con A, C A insiemi .Z"-misurabili disgiunti fra loro e ¢, > 0. Dunque, le funzioni
semplici sono dense in LP(A).

Possiamo supporre che gli insiemi A siano sottoinsiemi del supporto di f (al-
trimenti ¢, = 0) e quindi che siano a chiusura compatta in A. E sufficiente allora
dimostrare che per ogni insieme Z"-misurabile £ C A con chiusura compatta in A e
per ogni € > 0 esiste una funzione g € C.(A) tale che

/ |XE<$) — g(x)‘pdz < e.
A

Per il Teorema 3.6 esistono un aperto 2 C A ed un chiuso C tali che C C E C Q ed
inoltre .Z"(Q2\ C') < e. Siccome E ha chiusura compatta in A, possiamo supporre
che anche €2 abbia chiusura compatta in A e che C sia compatto.

Definiamo le seguente funzione g : R — R

(2) dist(xz, R™ \ Q)

x) = ,
g dist(z, R™ \ Q) + dist(z, C)
Osserviamo che il denominatore non ¢ mai 0, grazie alle inclusioni C' C £ C €2 con C'
compatto. Dunque g e ben definita ed € una funzione continua, essendo quoziente di

funzioni continue. Inoltre si ha: 1) g(z) = 1 per ogni z € C; 2) g(x) = 0se z € R™\ Q;
3) 0 < g(x) <1 per ogni z € R". In particolare, si ha g € C.(A). Infine, si stima

/A IxXe(@) — g(o)|de = / D) —glar < 2@y 0 <

r € R"™

Questo termina la dimostrazione.
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7. Convergenza in media e Teorema di Riemann-Lebesgue

TEOREMA 4.4. Sia f € LP(R") con 1 < p < oo. Allora:

i) Vale la “continuita in media”

lim |f(z+h)— f(z)|Pdx = 0.

h—0 R™

ii) Le regolarizzazioni convergono in LP-forte:
lim — = 0.
Jim .~ 71,

Dim. i) Fissato o > 0, per il Teorema di densita esiste una funzione g € C.(R")
tale che || f — g||, < 0. Detto K = spt(g) il supporto di g e posto K; = {x € R" :
dist(x, K) < 1}, per la uniforme continuita su R™ di g esiste € > 0 tale che per ogni
x € K e per ogni h € R" con |h| <1 si ha

o

_ PO
h|<e = lglz+h)—g(z) < O

Di conseguenza, per |h| <& <1 si ha

( Rn e+ h) = f(x”pdx)l/p = < o |f(z+h) —g(z+ h)lpdx>l/p+
+ ( - lg(z + h) — g(x)|pdx> 1/p

1/p

1/p
=20f = glp+ ([ lgtw+h) = gla)"dz)
< 3o.
Questo prova la prima affermazione.

ii) Per ogni x € R™ si ha, come nella dimostrazione Teorema 6.9 parte iv),

/p
0 =1@l =] [ xemresn—s@nan] < ([ xlrarn-r@ra)”
e dunque, usando il Teorema di Fubini-Tonelli,

@ - srde< [ [ bl n - f@pdnds

< [ e [ Ve )= s@ldsdn
. R~
Ora l'affermazione segue dalla continuita in media. 0
Il Teorema 4.3 puo essere migliorato.

TEOREMA 4.5 (Densita). Sia A C R™ un insieme aperto. Per ogni 1 < p < oo,
l'insieme delle funzioni C*° con supporto compatto in A € denso in LP(A):

=A™ = p(a).
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Dim. Per ogni § > 0, 'insieme
Ks={x € A:dist(x,0A) > d e |z| <1/}

e un sottoinsieme compatto di A ed inoltre, per il teorema della convergenza dominata

lim / (@) = f(2)va, (@) Pz = 0.

6—0t

Senza perdere di generalita possiamo allora supporre che f abbia supporto compatto
in A (ed estendere la funzione f su tutto R™ ponendola uguale a 0 fuori da A).

Per ogni € > 0 sufficientemente piccolo la regolarizzazione f. € C*°(R") ha sup-
porto compatto contenuto in A. Questo & vero perche dist(K,0A) = inf{|lx —y| : x €
K,y € 0A} > 0. Per il Teorema 4.4 parte ii) si ha

li — =0
lim [ fo = fll, =0,
e 'affermazione segue. 0

Presentiamo ora un’applicazione del Teorema di densita alla trasformata di Fourier.
Data una funzione f € L'(R"), si definisce la funzione f : R" — C

fle) = [ @) p(oye

dove (z,&) ¢ il prodotto scalare standard in R™. L’integrale converge perche conver-

gono la sua parte reale e la sua parte immaginaria. E elementare controllare che f e
una funzione continua (usare il Teorema della convergenza dominata).

TEOREMA 4.6 (Riemann-Lebesgue). Per ogni funzione f € L'(R") si ha

~

lim f(£) =0.

|§|—o0

DiM. Proviamo il teorema quando n = 1. Il caso n > 2 si riduce al cason =1
usando il Teorema di Fubini-Tonelli. Per il Teorema 4.5, dato ¢ > 0 esiste una
funzione g € C°(R) tale che || f — g|[1 < €. Con una integrazione per parti si trova

o LT i LT
56 = [ g@wemide = o1 [ g
R ¢ Jr
e siccome |¢'(z)e*™¢| = |¢'(z)| € L}(R), segue che

lim §(¢) = 0.

|§]—00

La tesi ¢ ora una conseguenza della disuguaglianza

~ ~

IFOI <) =g + 19| < IIf — gl + [9(E)]-
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8. Cenni sulla separabilita

Consideriamo uno spazio di misura (X, .o/, u). La o-algebra o7 si dice separabile
se ¢ generata da un insieme numerabile di insiemi, cioe se e la piu piccola o-algebra
che contiene questo insieme numerabile. In questo caso, lo spazio LP(X) & separabile
per ogni 1 < p < oo. Ad esempio, la g-algebra degli insiemi .Z"-misurabili di R"” e
generata dai plurintervalli di estremi razionali e quindi ¢ separabile.

Non ci interessa vedere le dimostrazioni di queste affermazioni, osserviamo sola-
mente che L in generale non e separabile.

PROPOSIZIONE 4.7. In generale L>°(X) non ¢ separabile.

Dim. Consideriamo X = R™ con la misura di Lebesgue. Posto B, = {z € R" :
|z| < 7}, definiamo per ogni r > 0 la famiglia di funzioni

B, ={F € LR : ]~ xo,ll < 5.

Osserviamo che ogni %, & un aperto di L>®(R"), e che %,, N %,, = () ogni volta che
r1 # r9. Si e in questo modo costruita una famiglia piu che numerabile di aperti
disgiunti.

Consideriamo ora un insieme di funzioni .# C L*°(R™) che sia denso. Allora per
ogni v > 0 esiste f, € % tale che f € %,. La funzione F : Rt — % tale che
F(r) = f. ¢ iniettiva. Quindi .# ha cardinalita pit che numerabile. O

9. Teorema di dualita di L”
Siano 1 < p,q < oo due esponenti di Holder coniugati. Data una funzione g €

L(X) definiamo 'operatore lineare T, : LP(X) — R

T,(f) = /X f(@)g(x)dp.

Dalla disuguaglianza di Holder segue che |T,(f)| < || fll»llgllq € quindi la norma di 7},
come operatore verifica

17 = sup | [ Flelgta)an] < gl
[ fllp=1"JX

Scegliendo f(z) = ||glls“"g(x)/? si deduce the ||T,|| = ||g|l,- Dunque, ogni funzione
g € LX) definisce in modo naturale un operatore lineare e limitato su LP(X) con
norma operatoriale ||g||,. Nel seguente teorema proviamo anche il viceversa: ogni
operatore lineare e limitato su LP(X) puo essere identificato in modo isometrico (con
uguaglianza di norme) con una funzione di L9(X).

TEOREMA 4.8 (Dualita). Sia (X, <7, 1) uno spazio di misura, e siano 1 < p < o0
el<q§ootaliche%+%:1. Allora si ha

LP(X)" = LU(X),

dove l'uguaglianza rappresenta una identificazione isometrica. Nel caso p = 1 si
assume che la misura yu sia o-finita.
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Dmm. Sia T € LP(X)* un funzionale lineare e continuo su LP(X). Dobbiamo
dimostrare che esiste una funzione h € L?(X) tale che

T(f)z/thdu

per ogni f € LP(X) e che risulta ||T'|| = ||h||,. Per semplicita, dimostreremo questo
fatto nelle seguenti ipotesi: i) u(X) < oco. ii) Il funzionale & positivo: f > 0 implica
T(f) > 0.

Si inizia ad introdurre una nuova misura. Per ogni A € & definiamo

A(A) =T(xa)-

Si osserva che x4 € LP(X) e che A(A) > 0 per le ipotesi fatte. Controlliamo che A sia
numerabilmente additiva. Sia A = J 7, A, con unione disgiunta e insiemi misurabili.
Per il teorema della convergenza dominata, per N — oo risulta

N
Z XA, =7 XA
n=1

nella norma L”. Dunque, usando la continuita e la linearita di 7" si trova

N N N 0
A(A) = T(xa) = ];gnooT(;xAn) = lim ;Tmn) = lim Z A(Ay) = Z A(4,).
Inoltre, la misura A e assolutamente continua rispetto a p, infatti

MA) = T(xa) < ||| (A

In particolare anche la misura A e finita. Siamo nelle ipotesi del teorema di Radon-
Nikodym, si veda il Teorema 6.3, e dunque esiste una funzione misurabile h > 0 tale
che

AA) = /A hdp.

Per ogni funzione semplice ¢ = Y " | ¢;xa, si ha

T(p) =Y oiT(xa,) = Z%’/XXAJLCZM = /X @ hdp.
1=1 =1

Se, poi, f >0 ¢in LP(X), allora esiste una successione crescente di funzioni semplici
on tali che ¢, (z) — f(z) per ogni z € X, e dunque con il teorema della convergenza
monotona si ottiene
T(f) = lim T(¢,) = lim [ o hdu= / f hdpu.
Infine, se f non & positiva si scrive f = f+ — f~, etc.
Rimane da dimostrare che h € LY(X) e ||h|, = ||T]|. Da un lato, per ogni p > 1
si ha

7= sup (7D < sup | [ hd| <l

Ifllp<1 Ifllp<1
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Consideriamo ora il caso p > 1. Esiste una successione di funzioni semplici 0 <
@n < h che convergono in modo monotono crescente ad h in ogni punto. Si ha per
k > 1 da determinare in seguito

T(of) = / erhdp > / ekt dp,
X X

e poiche
1

7)< ITI( [ elran)”.

scegliendo k in modo tale che kp =k + 1 e cioe k = zﬁ’ si trova

([ o) = [ e
1
([ etan)” <1y
X

Passando al limite con il Teorema della convergenza monotona, la stessa maggio-
razione vale per h. Questo prova che ||T'|| = ||h||; nel caso p > 1.

Consideriamo il caso p = 1 e ¢ = 0o. Bisogna provare che ||h||o < ||T||. Per ogni
n € N stimiamo la misura

p({r e X n@) = 1T+ 1) = nan).

e quindi

Poiché si ha

ITI(A) > T(xa,) = /

1
hdp = p(4,) (IT]) + =),
An n
si deduce che u(A,) =0, e poiche n € N & arbitrario si trova
plfe € X h(z) > [|IT]}) =0,
e quindi ||h|le < ||T.
U

OSSERVAZIONE 4.9. L’ipotesi u(X) < oo si toglie con un argomento di scom-
posizione. L’ipotesi che T' sia positivo si toglie scrivendo T' come differenza di due
operatori positivi.

OSSERVAZIONE 4.10. Risulta L'(X) € L>®(X)* con inclusione stretta. Per vedere
questo fatto si consideri ad esempio il funzionale di Dirac su C(|—1, 1]).



CAPITOLO 5

Misure prodotto e Teorema di Fubini-Tonelli

In questo capitolo dimostriamo il teorema di Fubini-Tonelli ed esaminiamo alcune
sue applicazioni. Premettiamo alcune considerazioni sulle misure su semianelli che
sono propedeutiche alla costruzione delle misure prodotto.

1. Misure su semianelli

Incominciamo con la definizione di misura su semianello. Nel seguito, X e un
insieme.

DEFINIZIONE 5.1 (Semianello). Una famiglia di sottoinsiemi . C (X)) si dice
un semianello su X se:
i) 0e.;
ii) Se A, B € . allora anche AN B € .¥;
iii) Per ogni coppia di insiemi A, B € . esiste una famiglia finita di insiemi
disgiunti C; € ., 1 =1,...,k, tale che

k
1=1

La proprieta al punto iii) si estende al caso di differenze finite del tipo A \ U;”:l B;
con m > 1.

EseEMPIO 5.2. Un esempio di semianello e la famiglia dei plurintervalli aperti a
destra di R".

EseEmMpP1O 5.3. Un altro esempio di semianello ¢ il prodotto Cartesiano di due o-
algebre. Siano &/ una c-algebra su un insieme X e Z una o-algebra su un insieme
Y. Verifichiamo che I'insieme

S ={AxBePXxY):Ac o, Bec A}
¢ un semianello sul prodotto Cartesiano X x Y. Infatti:

)0 x0e.s;
ii) Se H,K € .¥ con H=A; x By e K = Ay X By, allora

HOK:(AlﬂAQ)X(BlﬂBQ)Ey,

dal momento che A1 N Ay € & e BiN By € A.
iii) Siano H, K come sopra e proviamo che H \ K & un’unione finita di elementi
di .. Infatti, si ha

H\K: (Al XBl)\(A2 XBQ)
= (Al\A2 X Bl)U(AlﬂAQ X Bl\Bg)
e 'ultimo insieme € un’unione disgiunta di elementi di .%.

63
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In effetti, queste considerazioni mostrano che il prodotto di semianelli ¢ ancora un
semianello.

DEFINIZIONE 5.4 (Misura su semianello). Una funzione p : . — [0,00] & una
misura sul semianello . di X se:

(1) u(0) = 0;
(i) Se A = U~ Ay, con A A, € .7, n € N, e unione disgiunta, allora vale
I'adittivita numerabile

p(A) =D pu(An).

A partire dalla misura g sul semianello . definiamo una misura esterna p* :
P(X) — [0, 00] ponendo

(5.1) 4*(A) = inf { S u(A) AC | A A€ 5/}.

Se non c’é un ricoprimento numerabile di A con insiemi del semianello, allora si pone
p*(A) = oco. Mostriamo che p* ¢ una misura esterna. Dati A = (J)_, A,, con
A, A, C X, dobbiamo provare che

w(A) <Y (An).

Se la serie a destra e oo 'affermazione ¢ vera. Supponiamo che la serie converga ad
un valore finito e, dato € > 0, per ogni n € N scegliamo degli insiemi A,,; € .% tali
che

o . 6
D H(An) < (An) + o
=1

La famiglia di insiemi {4,;, € Z(X) : n,j € N} C . ¢ un ricoprimento di A e
dunque

* N — > * 19 > *

WA <D Y A <3 it (An) + o =2+ ) i (An).
n=1 j=1 n=1 n=1

Dalla arbitrarieta di € > 0 si ottiene la tesi.

I seguenti lemmi ricalcano quanto gia visto per la misura di Lebesgue.
LEMMA 5.5. Per ogni A € .7 si ha p*(A) = u(A).

Dim. Poiche A ¢ un ricoprimento di se stesso risulta p*(A) < p(A). Bisogna
provare la disuguaglianza opposta u(A) < p*(A). Se p*(A) = oo non vi & niente da
dimostrare. Supponiamo allora che sia p*(A) < oo e, fissato € > 0, siano A, € .
tali che

AcC G Ay, iu(z‘ln) <e+p(A).
n=1 n=1

A meno di scegliere B, = A, \ U?:_ll A; € ., non ¢ restrittivo supporre che gli
A, € & siano disgiunti. Qui stiamo usando la proprieta iii) di un semianello.
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Osserviamo che si ha

A:AmDAn:DAmAn,
n=1

n=1

con ANA,, € .. Dalla proprieta di adittivita della misura e dal fatto che u(ANA,) <
w(A) (provare), si trova

Zu (AnA, si ) < e+ (A).

Dalla arbitrarieta di € si ottiene la tesi. O

Indichiamo con .# la o-algebra degli insiemi di X che sono p*-misurabili. In-
dichiamo ancora con p la restrizione di p* ad .Z.

LEMMA 5.6. Sia g una misura sul semianello .¥ C Z(X), e sia p* la misura
esterna su X generata da p. Allora gli insiemi nel semianello sono p*-misurabili,
ovvero . C M .

DiM. Dobbiamo provare che per ogni A € .% e per ogni ¥ C X si ha
p(E) = p(ENA)+p (ENnA).

Consideriamo un ricoprimento E C |J 7, 4, con A, € .. Dal fatto che p* ¢ una
misura esterna e dal Lemma 5.5 si trova

p(ENA)+p(ENA) < iu*(/ln NA)+ iu*(An nA"

n=1 n=1
=) AN A)+ > p(A,NA)
n=1 n=1

D’altra parte, avremo
Ay = (A, NA)UA,NA) = (A, nAU ] C
ceé,
per una certa famiglia finita &, C .¥’ e con unioni tutte disgiunte. Dunque, si ottiene
p(A) = (AN A) + 3 uC),
Ceén

e sommando su n

SURES SEHIES 95 SIED SILMMIES SE ¥

n=1 n=1Ceé&, n=1 n=1

In conclusione, per ogni ricoprimento di F si ha la disuguaglianza
Z“ ) > u(ENA) 4+ p (ENA),

e dunque la disuguaglianza segue anche per F. ([l
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OSSERVAZIONE 5.7 (Insiemi “coperchio”). Dato un insieme £ C X di misura
esterna finita, per ogni n € N esistono degli insiemi 4,,; € ., 7 € N, tali che

o0 oo . 1
B w3 nAg) < (B) + -
j=1 j=1

n

L’insieme A,, = U]Oil Ay; ¢ di tipo ., cioe € un’unione numerabile di insiemi di ..
L’unione puo essere scelta disgiunta per la proprieta iii) dei semianelli.

L’insieme
o
A=A
n=1

e di tipo #,s, cioe € una intersezione numerabile di elementi di .7,. Per la proprieta
ii) dei semianelli si puo supporre che la successione (A,,),en sia decrescente (provare).

Risulta £ C A e dunque p*(F) < p*(A) = p(A), essendo A p*-misurabile. D’altra
parte, per ogni n € N si ha

H(A) < ) £ 3 ilAns) < (B) +

n

e quindi p(A) < p*(FE). In conclusione, ogni insieme E puo essere ricoperto con un
insieme (misurabile) di tipo .%,s con la stessa misura (esterna) di E.

TEOREMA 5.8. Sia f € L'(X, ) una funzione tale che

(5.2) / flz)dp=0
per ogni A € .. Allora f(z) = 0 per p-q.0. z € X.

Dim. Estendiamo la (5.2) ad ogni insieme misurabile A C X. Se A € .%,, ovvero
A=, A, con A, € . e unione disgiunta (ci si pud sempre riportare a questo
caso), allora per il teorema della convergenza dominata

faddn=3" [ t@in—o
forem=3 ],

Se poi B = ﬂzo:l A, con A, € S, e A1 C A,, allora sempre per il Teorema
della convergenza dominata si ha

/ f(x)dp = lim f(z)dp = 0.
B n—oo 4

Se, infine, F ¢ un insieme p-misurabile con misura finita allora esiste un insieme
B e 5”05 tale che u(B\ E) =0, e dunque

/f )it = /f Jdji = 0.

Sia ora Af = {x € X : f(z) > 1/n}. Questo insieme ¢ p-misurabile in quanto f
€ misurabile, ed ha misura ﬁmta in quanto f e integrabile. Dunque si ha

F@)du > Su(AD),
Af n
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e pertanto u(Al) = 0 per ogni n € N. In modo identico si prova che, posto A, =
{r € X : f(z) < —1/n}, si ha u(A,) = 0. Questo prova che f =0 q.o. O
2. Misure prodotto. Teorema di riduzione
Siano (X, o7, ) e (Y, A, v) due spazi di misura. Abbiamo visto che I'insieme
S ={AXxBeP2AXxY):Ac o, Bec A}

e un semianello di X x Y. Su .¥ si definisce la misura prodotto
4@ v(A X B) = (A (B)

per A € o e B € A. Verifichiamo che y ® v e effettivamente una misura:
) p@vdx0)=pv®) =0;

ii) Supponiamo che sia Ax B = |J,;~, A, X B,, con unione disgiunta, e mostriamo

che o
puRV(AX B)= Z,u@y(An x B,).
Se x € A, allora "
{z} x B = D {z} x B,,
n=1
.

con unione disgiunta, e dunque

v(B)xa(z) = Z v(Bn)xa, ().

n=1

Integrando tale identita si trova

) = [ wByin=>"u5) |

n=1 X

Yo (@) = 3 p(A(B,).

Questa e la tesi.

La misura p ® v su . si prolunga con il procedimento di Carathéodory ad una
misura completa sulla o-algebra .# degli insiemi misurabili in X x Y. Indicheremo
questa misura ancora con 4 ® v e la chiameremo misura prodotto di p e v.

DEFINIZIONE 5.9 (Spazio di misura oc—finito). Diciamo che uno spazio di misura
(X, 7, 1) & o-finito se esiste una successione di insiemi X, € &/, n € N, tali che
w(X,) <ocoeX =2, X,.

DEFINIZIONE 5.10. Diciamo che uno spazio di misura (X, .o/, ) ¢ completo se
dati A, BC X con AC B, Be .o/ e u(B)=0allorasi ha A € /.

OSSERVAZIONE 5.11. Ogni misura si puo esterndere ad una misura completa.
Dato uno spazio di misura (X, .o, ), la o-algebra &/ ¢ un semianello. Dunque la
misura g su .o/ definisce una misura esterna p* : Z(X) — [0, 00] come in (5.1). Per
il Lemma 5.5 ogni insieme A € &7 verifica p*(A) = p(A), e per il Lemma 5.6 si ha
o/ C M, la o-algebra degli insiemi p*-misurabili. La funzione u* : .# — [0,00] &
una misura completa che estende la misura pu.
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Il primo passo verso il Teorema di Fubini-Tonelli ¢ il seguente teorema di riduzione.

TEOREMA 5.12 (Teorema di riduzione). Siano (X, <7, u) e (Y, %,v) due spazi di
misura o-finiti. Supponiamo che v sia una misura completa e sia A C X x Y un
insieme misurabile rispetto alla misura prodotto y ® v. Per z € X definiamo la
sezione A = {y € Y : (z,y) € A}. Allora:

i) L’insieme A” & v-misurabile per p-quasi ogni x € X.
ii) La funzione z — v(A*) & p-misurabile.
iii) Vale la formula di riduzione

puRv(A) = /X v(A®)du(x).

DiMm. Supponiamo che p e v siano misure finite.
Casol. Sia A=H x K con H e o/ e K€ %A. Allora

AT — K sexeH
10 sexeX\H

e dunque A® & v-misurabile per ogni x € X. Inoltre, la funzione z — v(A%) =
v(K)xpg(z) & p-misurabile per la misurabilita di H, e si ha

/X V(A")dp = (K /X yar(@)dp = p(H)w(K) = p® v(A).

Caso II. Sia A = J;~; A,, con A, insiemi del tipo I ed unione disgiunta. Allora si
ha A® = (J)7 | A?, con unione disgiunta, e I'insieme A” ¢ misurabile in quanto unione
numerabile di insiemi misurabili. Usando I'additivita numerabile della misura si ha

oo

v(AT) =) v(AD),

n=1

e dunque la funzione z — v(A*) ¢ misurabile in quanto limite (somma numerabile)
di funzioni misurabili. Infine, usando il teorema della convergenza monotona si trova

/XV(Ax)du =Y /X v(AD)dp = p@v(A,) = 1@ v(A).

Caso III. Sia B = ﬂff:l A, dove (A,,)nen € una successione descrescente di insiemi
di tipo II. L’insieme B* = (°; A? & misurabile in quanto intersezione numerabile
di insiemi misurabili. Inoltre la successione di sezioni (A¥),en € decrescente e per la
continuita della misura su successioni decrescenti si ha

v(B*) = lim v(A;).

Qui stiamo usando l'ipotesi che v sia una misura finita. Infine, se anche p e finita
possiamo usare il Teorema della convergenza dominata per concludere che

/ V(B )dp = Tim | v(AT)dp = lim j® v(A,) = 5@ v(B),
X

n—o0 X n—oo
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Caso IV. Supponiamo ora che A sia un insieme di misura nulla: p ® v(A) = 0.
Esiste un insieme B di tipo III tale che A C B e pn®@v(B) = p®v(A) = 0. Poiché si
ha

0=pu®v(B)= / v(B¥)du
b's
segue che v(B”) = 0 per p-quasi ogni z € X. Poiche la misura v ¢ completa e poiche
A* C B, segue che A* & misurabile per quasi ogni z € X e v(A*) = 0. Ora, si ha
chiaramente

L@ V(A) =0 = / V(A)dp.

X

Caso V. Sia ora A un insieme misurabile (di misura finita). Esiste un insieme B
di tipo III tale che A C Be pu®@v(B) = p® v(A). L'insieme C = B\ A ha misura
nulla. Poiché A* = B*\ C%, 'insieme A® & misurabile per pu-q.o. x € X e inoltre
v(A*) = v(B*). Dunque, la funzione x — v(A*) ¢ misurabile, poiche lo ¢ z — v(B®).
In conclusione, si trova

M@V(A)ZM@V(B):/

X

V(B‘”)du:/Xy(Am)d,u.

Il teorema e provato nel caso che le misure siano finite. Lasciamo il compito al
lettore di provare il teorema quando sia p che v sono o-finite. [l

EsEMPIO 5.13. Su [0,1] consideriamo la misura di Lebesgue Z' e la counting
measure . La misura x non ¢ o-finita. Sul quadrato [0, 1] x [0, 1] abbiamo la misura
prodotto x ® . Consideriamo la diagonale A = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : z = y} con
le sezioni A” = {z}. Allora si ha

LN (A")dx(z) =0,
0.1

mentre
/ VAL () = 1.
[0,1]

Quindi il teorema di riduzione non vale per la misura prodotto y ® Z*.

3. Teorema di Fubini-Tonelli

Partiamo dal Teorema di Fubini per le funzioni integrabili.

TEOREMA 5.14 (Fubini). Siano (X, <7, u) e (Y, %, v) due spazi di misura o-finiti,
supponiamo che v sia una misura completa, e sia g ® v la misura prodotto su X x Y.
Se fe LMX xY,u®v) allora:

i) La funzione y — f(x,y) & v-integrabile p-quasi ogni =z € X.

ii) La funzione z — / f(z,y)dv(y) ¢ p-integrabile.
%

iii) Si ha L(Lf(x,y)du(y))du(m) = | Jwyduer.
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Dim. Caso I. Sopponiamo che f: X XY — [0, 00) sia una funzione semplice non

negativa
n

f<x7y) = ZCiXAi(x;y),

i=1
dove ¢; > 0 e X xY = |, A; con unione disgiunta e A; insiemi 1 ® v-misurabili
per ogni i = 1,...,n. Poiche¢ f € L'(X x Y, u ® v), in considerazione del fatto che

Y enovd)=|  flay)duor<oco
i XxY

segue che 1 ® v(A;) < oo quando ¢; > 0.
Fissato € X risulta x4,(2,y) = xaz(y) e quest’ultima funzione ¢ v-misurabile
per u-q.o. x, per il teorema di riduzione. Dunque, anche la funzione

y = flo,y) ZCzXAT

¢ misurabile per p-q.0. x € X, e poiche v(A¥) < oo, si ha

/fxydu ZCZ/XAI )dv(y Z V(A?) < .

=1
Questo prova che y — f(z,y) e v-integrabile. Inoltre, dal teorema di riduzione segue

che x +— / f(x,y)dv(y) € misurabile. Infine, si ha
Y

//fﬂfydv )du Zc,/ (A%)dp

= ZQM@IJ(AD = f(z,y)dp @ v.

XxXY

Caso II. Sia ora f € LY(X x Y, ® v) una funzione non negativa. Esiste una
successione crescente di funzioni semplici positive (¢, )nen tali che v, (z,y) — f(z,y)
per n — 0o, per ogni punto (z,y) € X x Y.

Siccome y +— @, (z,y) € v-misurabile per p-q.0. z € X, dalla convergenza puntuale
segue che y — f(x,y) & v-misurabile per u-q.o. z € X. Inoltre, essendo la funzione

xH/yson(I,y)dV(y)

p-misurabile, ed essendo per convergenza monotona

lim [ on(z,y)dv(y /fxydu

n—oo Y

allora anche la funzione

xH/yf(ﬂf,y)dV(y)
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e p-misurabile. Infine, si ha

f(z,y)dp ® v = lim on(z,y)dp @ v
XxXY n=0 Jxxy

= tim [ ([ ouaniv))duta)

n—oo

:/X(/Yf(x,y)dV(deu(x)-

Questo termina la dimostrazione nel Caso II.

Caso I1L. Se f € LY(X x Y, u®v) & a valori reali, si scrive f = fT— f~ e si applica
il Caso II separatamente alla parte positiva ed a quella negativa della funzione.
O

OSSERVAZIONE 5.15. Se entrambe le misure p e v sono X-finite e complete, allora
I'integrale sul prodotto puo essere scritto come integrale ripetuto in entrambi gli ordini
e si ottiene il teorema sullo scambio dell’ordine di integrazione

//ffvydv ))du //fwydu()>dV()

Con la stessa dimostrazione del Teorema di Fubini si prova la variante di Tonelli
del teorema, per le funzioni misurabili positive.

TEOREMA 5.16 (Tonelli). Siano (X, .o, u) e (Y, %, v) due spazi di misura o-finiti,
con v-misura completa, e sia u®v la misura prodotto su X xY. Sia f : X xY — [0, oo]
una funzione p ® v-misurabile non negativa. Allora:

i) La funzione y — f(z,y) € v-misurabile per p-quasi ogni x € X.
ii) La funzione x — / f(z,y)dv(y) € p-misurabile.
Y
iii) Si ha
[ ([ t@narw)ine) = [ swpiper
x™Jy XXY

Possiamo omettere la dimostrazione.

ESERCIZIO 5.17 (Integrale e sottografico). Sia f € L'(X) una funzione non neg-
ativa. Il sottografico di f ¢ il sottoinsieme di X x R

I'r={(z,t) e X xR:0<t< f(z)}.

Consideriamo su R la misura di Lebesgue 1. Provare che risulta

pe L) = /Xf(l’)du

EsErc1z10 5.18 (Disuguaglianza di Minkowski integrale). Siano (X, .o, u) e (Y, A, v)
due spazi di misura o-finiti con misure complete e sia f : X XY — [0, oo] una funzione
misurabile sullo spazio prodotto, non negativa. Provare che per 1 < p < oo risulta

/ /fx?/dlf>d/t S/ /fxypdu dv.
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La dimostrazione ¢ analoga alla disuguaglianza di Minkowski “discreta”. Si utilizza
il Teorema di Fubini-Tonelli.
4. Convoluzione

Siano f,g : R* — [—00,00] due funzioni .#"-misurabili con proprieta di inte-
grabilita da discutere. Se possibile, vogliamo definire il prodotto di convoluzione
fxg:R" = [—00, 0]

frg(@)= [ flz—-y)gly)dy, xeR"
Rn
Con il cambiamento di variabile z = x — y si vede che
frg=gxf,
ovvero il prodotto di convoluzione e commutativo.

Caso I. Siano f,g € L'(R"). Allora, per il Teorema di Tonelli si ha
frg@lde < [ [ 1@ p)lg)dy o
Rn Rn JRn
— [ lowl [ \#te = pldzdy = 171hlg]
Rn Rn
Caso II. Se f € LY(R"™) e g € L>*(R"), allora per ogni x € R" si ha

1 gla)|de < / @ — 9)llgwldydz < £ 1gllo.

n Rn
e dunque [|f * glloo < [[fll1ll9lco-

Caso III. Siano f € L'R") e g € LP(R") con 1 < p < oo. Allora, per la
disuguaguaglianza di Minkowski integrale si ha

([ regtoras)” < ([ ([ st - lds)"as)

1/p

1/p
< | 1WI( [ Jotw=wde) " dy = fllgl
In definitiva, i Casi I-III si riassumono nel seguente modo
(5.3) 1f = gllp < flallgllp, 1 <p<oc

Caso IV. Ora supponiamo che sia f € LP(R") con 1 < p < oo e g € LI(R™) con
1/p+1/q = 1. Con la disuguaglianza di Holder si trova per ogni x € R™

Fra@l < [ Ue=allsldy < ([ 1#@-ran) ([ lowrar)” = 151l

e quindi
1 1
(5.4) 1S * glloe < 1 £llpllgllg: PRI

Le disuguaglianze (5.3) e (5.4) possono essere “interpolate” per ottenere una dis-
uguaglianza piu generale, nota come disuguaglianza di Young.
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TEOREMA 5.19 (Young). Siano 1 < p,qg < oo e 1 <7 < oo tali che

1 1 1
"
r p q

Allora si ha
1f < gllr < [ fllqllgllp-

La dimostrazione di questo teorema e fuori dalla nostra portata, si veda Stein-
Weiss, Introduction to Fourier Analysis in Fuclidean Spaces, Capitolo 5.






CAPITOLO 6

Teoremi di differenziazione

1. Teorema di Radon-Nikodym

In questa sezione presentiamo la dimostrazione di von Neumann del Teorema di
Radon-Nikodym. Richiamiamo preliminarmente il Teorema di Riesz sugli operatori
lineari continui su uno spazio di Hilbert.

Sia H uno spazio di Hilbert reale con prodotto (-,-). Un operatore lineare T :
H — R si dice limitato se esiste una costante 0 < C' < oo tale che |T'(z)| < Clz|| =
Cl{z,x)Y? per ogni x € H.

TEOREMA 6.1. Sia 7' : H — R un operatore lineare e limitato su uno spazio di
Hilbert H con prodotto (-,-). Allora esiste o € H tale che T'(x) = (x,xy) per ogni
reH.

Il Teorema di Riesz e parte del programma del Corso di Analisi Funzionale 1. Lo
applicheremo per lo spazio di Hilbert H = L*(X). In effetti, questo teorema ¢ il il
teorema di dualita L*(X)* = L*(X), si veda il Teorema 4.8. Il Teorema di Radon-
Nikodym stabilisce un legame preciso fra due misure, una assolutamente continua
rispetto all’altra.

DEFINIZIONE 6.2. Siano p e v due misure su (X, .2), dove & ¢ una o-algebra su
X. Diciamo che v ¢ assolutamente continua rispetto a p e scriviamo v < pu se per
ogni A € &/ la condizione p(A) = 0 implica v(A) = 0.

TEOREMA 6.3 (Radon-Nikodym). Siano p e v due misure o-finite su (X, .o7) e
supponiamo che v < p. Esiste una funzione misurabile i : X — [0, 00) non negativa
tale che per ogni funzione misurabile f : X — [0, 00) si ha

[ t@ar = [ s b d

Dim. Proviamo il teorema nel caso che p e v siano due misure finite su X. Defini-
amo la misura somma A\ = pu + v : &/ — [0, 00] ponendo per ogni A € &7

AA) = pu(A) + v(A).

Osserviamo che per ogni funzione misurabile f : X — [0, 00| si ha
/ f(z)d\ = /00 A{z e X : f(x) > t})dt
X 0
—/‘Mwekaw>mﬁ+/‘wweXEﬂ@>ﬂMt
0

=Zﬂ@m+éﬂﬂw
75
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Definiamo 'operatore lineare T : L*(X;\) — R

= [ f@a

Proviamo che T ¢ limitato. Per la disuguaglianza di Holder si ha:

1)< [ 1f@ldr <o00M [ @) <0 o,

Per il Teorema di Riesz esiste una funzione g € L*(X; \) tale che

/f f) <fgL2(X>\ /f

per ogni f € L*(X;\). Questa identita & equivalente a

(6.1) /f hwmwzémmww

Consideriamo 'insieme A = {x € X : g(z) < 0} e inseriamo nell’identita prece-
dente la funzione f = x4 € L*(X;\):

[ = stanar = [ gtayin

L’integrale a sinistra ¢ maggiore o uguale a 0. Se fosse u(A) > 0, quello a destra
sarebbe strettamente negativo, assurdo. Quindi deve essere p(A) = 0 e per assoluta
continuita anche v(A) = 0. Considerando invece I'insieme B = {x € X : g(x) > 1}
e inserendo la funzione f = xp € L?(X; \) l'integrale a sinistra ¢ minore o uguale a
0. Se fosse u(B) > 0, quello a destra sarebbe strettamente positivo, assurdo. Quindi
deve essere u(B) = 0 e per assoluta continuita anche v(B) = 0. Con C = {z € X :
g(x) = 1} si deduce in modo analogo che u(C) = v(C') = 0. La conclusione ¢ che si
ha 0 < g(x) <1 per v-q.0. z € X.

Per convergenza monotona, 'identita (6.1) si estende ora ad una qualsiasi funzione
misurabile f : X — [0,00]. Inserendo al posto di f in (6.1) la funzione ﬁ, dove
f > 0 e una funzione misurabile, si trova la tesi

Lﬂ@wzéﬂ@f%%ﬂu

OSSERVAZIONE 6.4. Nel Teorema 6.3, I'ipotesi che le misure siano o-finite ¢ neces-
saria. Si consideri X = [0, 1] con la o-algebra &7 degli insiemi .#!-misurabile, u = x
misura counting, e v = %! misura di Lebesgue. Chiaramente ! < y. Supponiamo
che esista una funzione h : [0, 1] — [0, o0) misurabile tale che

O

f(@)de = [ f(z)h(x)dx
[0,1] [0,1]
per ogni funzione misurabile f > 0. Non puo essere h(z) = 0 per ogni = € [0,1] e
quindi esiste « € [0,1] tale che h(x) > 0. Allora con la funzione f = x,) I'integrale
a destra e strettamente positivo, mentro quello a sinistra e 0.
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2. Misure di Radon in R"”. Teorema di Lusin
In questa sezione consideriamo R"™ con la struttura metrica e topologica standard.

DEFINIZIONE 6.5 (Misura di Radon). Una misura (esterna) u : Z(R") — [0, 0]
si dice di Radon se ¢ di Borel regolare e per ogni compatto K C R™ si ha u(K) < oo.

In particolare, la misura di Lebesgue ¢ di Radon. Analogamente alla misura di
Lebsgue si ha il seguente risultato.

TEOREMA 6.6. Sia g una misura di Radon su R™. Allora:
i) Per ogni insieme £ C R" si ha
pu(E) =inf{u(A): E C A, A C R" aperto}.
ii) Per ogni insieme misurabile A C R” si ha
p(A) =sup{u(K): K C A, K C R" compatto}.

Per la prova si veda il Teorema 4 nella Sezione 1.1 di Evans-Gariepy, Measure Theory
and Fine Properties of Functions.

TEOREMA 6.7 (Lusin). Siano p una misura di Radon in R", f : R* — R una
funzione p-misurabile ed A C R™ un insieme p-misurabile tale che p(A) < co. Per
ogni € > 0 esiste un insieme compatto K C A tale che y(A\ K) <eed f: K - R ¢
continua.

DiM. Senza perdere di generalita supponiamo che sia f > 0. Per ogni 7, j € N sia
L; =[(t—1)/4,i/7). Gli insiemi A;; = AN f~!(I;;) sono p-misurabili in quanto f &
p-misurabile. Inoltre si ha pu(A;;) < oo per ognii,j € N, e

A=]J4;
ieN
per ogni j € N. Per il Teorema 6.6 esistono degli insiemi compatti K;; C A;; tali che
€
Ay \ Kig) < o5

Dal momento che

(0U) = (U Use) = (U (401 U )

< Zu(Azj U Kfj) <> A\ Kyy) < %,
=1 /=1 =1

per il teorema di continuita della misura per intersezioni decrescenti esiste n; € N

tale che .
! €
i=1

L’insieme K; = U?;l K;; ¢ compatto in quanto unione finita di compatti, e pertanto

anche l'insieme
oo
K=K,
Jj=1
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e compatto. Si ha
a1 = (A (115) = (AN K) € S ma 1) <=

Proviamo che f: K — R & continua. Si ha

f(K;) :f(Linij) C @IM

dove diam(/;;) < 1/j. Consideriamo delle funzioni costanti a tratti g; : K; — R tali
che g;(x) = t;; € L, tutte le volte che z € K;;. Dal momento che gli insiemi Kj,
i = 1,...,n;, sono compatti e disgiunti, le funzioni g; : K; — R sono continue e
inoltre 1

|f(x) = g;(2)] < 7
per tutti i punti € K;. Dunque, la successione (g;),en converge uniformemente a f
su K e pertanto f e continua su K, essendo limite di funzioni continue. 0]

3. Differenziazione di misure di Radon in R"

In questa sezione indichiamo con B(z,7) = {y € R" : |[y—z| < r} la palla Euclidea
chiusa di raggio r > 0 e centro z € R".

Siano p,v : Z(R™) — [0, 00| due misure di Radon su R”. Definiamo la derivata
inferiore e superiore di v rispetto a u nel seguente modo:

V(B ) .
D, v(z) = hrrg(l)?f PER)) se u(B(z,r)) > 0 per ogni r > 0
00 se pu(B(x,r)) = 0 per qualche r > 0,
. v(B(x,r)) .
— limsup ———==  se u(B(x,r)) > 0 per ogni r > 0
Durte) = { P (B ) BT > Oper s
00 se pu(B(x,r)) = 0 per qualche r > 0.

DEFINIZIONE 6.8. La misura v si dice differenziabile rispetto a p nel punto x € R"
se risulta D v(z) = D,v(r) < oo. In questo caso il valore comune si indica con
D,v(z), la derivata di v rispetto a p in z.

TEOREMA 6.9 (Differenziazione). Siano u, v due misure di Radon su R". Allora la
derivata D,v(x) esiste finita per p-quasi ogni € R” ed € una funzione p-misurabile.

DiM. La dimostrazione si basa sul seguente risultato preliminare.

LEMMA 6.10 (di confronto). Siano A C R™ un insieme ed a > 0. Allora:
i) ACc{z eR": D,v(z) <a} = v(A) < au(A);
ii) AC {z € R": Dw(z) > a} = v(A) > au(A).

Posponiamo la dimostrazione del Lemma di confronto.

Non ¢ restrittivo supporre che u(R"),v(R") < oco. Consideriamo l'insieme dei
punti dove la derivata superiore ¢ infinita:

I={xeR":D,v(z)= o0}
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Dal momennto che I C {x € R" : D,v(x) > a} per ogni o > 0, per il Lemma di
confronto si ha v(I) > au(I) per ogni a > 0. Questo implica che p(I) = 0.
Ora fissiamo a,b € Q% con a < b e consideriamo l'insieme
R(a,b) ={z € R": D, v(z) <a <b< D,v(x) <oo}.
Per il Lemma di confronto si ha
v(R(a,b)) < ap(R(a,b)) < bu(R(a,b)) < v(R(a,b)),

e dunque si hanno tutte uguaglianze e pertanto p(R(a,b)) = 0, perche a < b. Poi,
osserviamo che, ignorato 'insieme I, si ha

{z € R" : non esiste finita D,v(z)} = {z € R" : D,v(x) < D, (x)} = U R(a,b),
0<a<b
con a,b € Q, e dunque

p({z € R™ : non esiste finita D,v(x)}) < Z p(R(a,b)) =0,
0<a<b
con somma per a,b € Q. Questo prova l'esistenza finita della derivata D,v(z) per
u-q.o. x € R™
Mostriamo che la funzione z — D,v(z) ¢ p-misurabile. Dal momento che si ha

B
D,v(z) = lim v(B(z,r) (x,r))’
=0 (B, 7))
¢ sufficiente provare che le due funzioni x — p(B(z,r)) ed x — v(B(x,r)) sono
p-misurabili. Essendo le palle B(x,r) chiuse, si ha la semicontinuita superiore
limsup xpym(2) = im  sup  xpEs»(2) < XBEr(2), ze€R™
y—x 6—=0F o<|y—z|<d
Quando z € B(z,r) la disuguaglianza & chiara. Quando z € R"\ B(z,r) allora
XB(zr)(2) = 0 ed in particolare |z — x| > 7. Se 0 < § < |z —x| =7 e [y — x| < 0, allora

lz—y|>|z—2|—|lz—y|>|z—zx]|—-0>r
e quindi xp(y,n(2) = 0. Anche in questo caso la disuguaglianza ¢ verificata (esiste
proprio il limite).
Ora con il lemma di Fatou si trova

W(RY) — p(B(z, 1)) = / (1 = xXnpen (2))du

n

Yy—x

§/ lim inf(1 — x gy (2))dp

< lim inf/ (1 = XB.n(2))du

Yy—x

= pu(R") — limsup u(B(y,r)),

y—x
e quindi
limsup p(B(y,r) < p(B(z,r)).

Yy—x
Questo prova che la funzione x — f(z) = u(B(x,r)) ¢ semicontinua superiormente,
ovvero gli insiemi {x € R"™ : f(z) < a} sono aperti per ogni a € R, dunque Boreliani
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e dunque p-misurabili. Un argomento del tutto analogo vale per la funzione x —

v(B(z,r)). 0

Per le misure di Radon in R™ il Teorema di Radon-Nikodym assume la seguente
piu precisa forma, che potremmo chiamare forma geometrica.

TEOREMA 6.11 (Radon-Nikodym). Siano p,v : Z(R") — [0,00] due misure di
Radon su R™ tali che v < p. Allora, per ogni insieme p-misurabile A C R", si ha

_ /A Dy ()

DiM. Osserviamo preliminarmente che A & v-misurabile. Infatti, esiste un insieme
di Borel B contenente A tale che u(B \ A) = 0. Per 'assoluta continuita v < p,
B\ A ¢ v-misurabile e dunque lo & anche A.

Non ¢ restrittivo supporre che u(R") < oo e ¥(R™) < 0o. Consideriamo gli insiemi

Z ={xeR": D,v(x) =0},
I ={zeR": D,v(z) = o0},
N ={z € R": D,v(z) non esiste}.
Sappiamo che p(I) = p(N) = 0 e dunque per I'assoluta continuita di v rispetto a p

sara anche v(/) = v(N) = 0. Inoltre Z C {z € R": D,v(z) < o} per ogni a > 0, e
dunque v(Z) < au(Z) per ogni o. Quindi & necessariamente v(Z) = 0, e dunque

Z):O:/Dul/(x)du, v( —0—/D1/
z

Con questo, il teorema risulta provato nel caso che A C I U Z U N. Si puo dunque
supporre che sia A CR"\TUZUN.
Fissato t > 1, definiamo per ogni k € Z gli insiemi

Ay ={z e A: "1 < Dw(r) <tF}.
Per il Lemma di confronto si ha
v(Ag) <t u(Ar), v(Ar) > 7 u(Ay).

Dal momento che A = (J, ., Ax con unione disgiunta, si puo scrivere

/DV Ydp = Z Di/ du<Ztk (Ag)

keZ kEZ
= tZtk—lu(Ak) <ty v(Ar) = tu(A),
k€EeZ keZ

e in modo analogo si stima / D,v(x)du >t 'v(A). In conclusione, per ogni t > 1 si
A
ha 1
) < [ Due)dn < ev(a),
A

e dunque per t — 17 si trova la tesi. 0

Per provare il lemma di confronto occorre un lemma di ricoprimento. Il teorema
che sta alla base della dimostrazione ¢ il lemma di ricoprimento di Besicovitch.
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TEOREMA 6.12. Esiste una costante dimensionale N > 0 dipendente da n € N
con questa proprieta. Sia .# una famiglia di palle chiuse non degeneri di R" tale che

sup {diam(B) : B € Z} < oo,

e sia A C R" I'insieme dei centri delle palle.
Allora esistono sottofamiglie 41, ...,%y C %, con ogni ¥; numerabile e disgiunta
pert=1,...,N, tali che

N
AclJ U B
i=1 Be¥,

La dimostrazione di questo teorema e elementare ma complessa, e viene omessa.
Si veda Evans-Gariepy. Una conseguenza ¢ il teorema sul ricoprimento fine di Vitali.

TEOREMA 6.13. Siano p : Z(R") — [0,00] una misura di Borel su R" ed .#
una famiglia di palle chiuse non degeneri di R". Sia A C R” l'insieme dei centri,
supponiamo che p(A) < oo e che per ogni x € A sia

inf {r >0 : B(z,r) € Z} =0.

Allora per ogni insieme aperto U C R™ esiste una sottofamiglia numerabile e disgiunta
¢ C F tale che

u((AﬂU)\UB)zO e |JBCU

BeY BeY

Nella dimostrazione si usa il Teorema di Besicovitch, ed e omessa.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 6.10. Proviamo la parte i). Sia
Ac{zeR": D, v(zr) <a}

per qualche o > 0. Fissiamo € > 0 ed un insieme aperto U contenente A. La famiglia
di palle

F ={B(xz,r):x € A, v(B(z,r)) < (a+ e)u(B(z,7)), B(x,r) C U},

¢ un ricoprimento fine di Vitali di A perche D, v(r) < a +e. Per il Teorema 6.13
esiste un sottoricoprimento numerabile e disgiunto 4 C .# tale che

UBCU e V(A\UB)zo.
Be9 Be9
Dunque, si ha

v(A) < 1/( U B) = ZV(B)

BeY BeY

<(a+2) 3 uB) = (a+e)u( | B) < (a+)u(v).

Be¥ BeY

Dalla arbitrarieta di e si ottiene v(A) < au(U) e dal Teorema 6.6 si ottiene la tesi. [
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4. Teorema di differenziazione di Lebesgue

In questa sezione consideriamo la misura di Lebesgue su R™, ma risultati analoghi
valgono per una misura di Radon.

TEOREMA 6.14. Sia f € L{._(R"). Allora per £"-q.0. * € R" si ha

loc

1
I Fly)dy = f(x).
im A@ﬂ<wy (2)

r—0T Wy "

Dim. Senza perdere di generalita possiamo supporre che sia f > 0 su R". Sia .#
la o-algebra degli insiemi .Z"-misurabili e definiamo la misura v : .#Z — [0, oo]

IJ(A):/Af(y)dy, Ae /.

Allora v ¢ una misura di Radon su R” (i dettagli sono omessi) ed inoltre v < p = £".
Per il Teorema 6.11, dato un insieme misurabile A C R” si ha

/Af(y)dyZV(A) Z/ADW(y)dy,

e dunque per Z"-q.o. x € R” risulta

_ Do) = i XB@) e L
1(0) = Dyvle) =l ST 0 g S

O

COROLLARIO 6.15. Sia f € L} (R™) con 1 < p < co. Allora £"™-per quasi ogni
x € R" si ha

(6.2) 1mw—é(¢ﬂw—fwwwzo

Dim. Sia {¢; € R : ¢ € N} un insieme denso in R. Esiste un insieme A C R" tale
che Z™"(R™\ A) =0 e per ogni x € A ed i € Nsiha

lim — / () — alPdy = | £(x) — gl
B(z,r)

r—0t W, r"

Dato € > 0 esiste ¢ € N tale che |f(z) — ¢;|’ < e. Dunque si trova

. ) 1
fimsup [ 7() ~ f@)Pdy <tmswpGy (S [ 1) - aldy + (@) - ap)
r—0t WaT B(z,r) r—0t WnT B(z,r)
< Gye,
ed essendo € > 0 arbitrario la tesi segue. U

DEFINIZIONE 6.16 (Punto di Lebesgue). Sia f € Li. _(R"). Un punto z € R" tale
che

. 1
lim
r—0T W, "

‘é(Jﬂw—f@Ww:O

si dice punto di Lebesgue di f.
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COROLLARIO 6.17. Sia F C R" un insieme Z"-misurabile. Allora Z"-per
q.0. x € E si ha

ZL"(EN B(z,r))

6.3 li =1
(6:3) S0 2n(Blr,r)
e per Z"-per q.o. x € R"\ F si ha

"ENB
(6.4) lim ZAEO0B@)

r—0t  ZL"(B(x,r))

DEFINIZIONE 6.18 (Punti di densita 1 e 0). Un punto z € R” tale che vale (6.3)
si dice punto di densita 1 di £. Un punto x € R” tale che vale (6.4) si dice punto di
densita 0.

5. Teorema di decomposizione delle misure di Radon

Non ci sara tempo di fare questa sezione.

DEFINIZIONE 6.19. Diciamo che due misure di Borel p e v su R" sono mutulmente
singolari, e scriviamo v L p, se esiste un insieme di Borel B C R" tale che u(R"\ B) =
v(B) = 0.

TEOREMA 6.20 (Decomposizione delle misure di Radon). Siano u,r due misure
di Radon su R". Esistono due misure di Radon v, v, tali che v = v, + v, Voe <
e vg L p. Inoltre D,v = D, vq.

Dim. Affinche risulti v,. < p si deve avere 'implicazione
PR\ A) =0 = v, (R"\A) =0,

e dunque il supporto di v,. deve essere concentrato nel “piu piccolo” insieme A che
verifica I’antecedente. Dunque poniamo

# ={A CR": A insieme di Borel, u(R"\ A) = 0}.
Per ogni k € N esiste A, € A tale che

1
' >
jréﬁ,g v(A) + 2 v(Ag).
Se definiamo B = (), oy Ak si ottiene un insieme boreliano che verifica per k € N
1
< < i —
v(B) < v(Ag) < jrelfg v(A) + 2

e dunque, v(B) < infsc4 v(A). D’altra parte
p(R™\ B) = p(R™ " | J A) = (| R\ 4) <D u(R™\ Ay) =0,

keN keN keN

e dunque B € £ e pertanto v(B) = mingeg V(A).
Definiamo le misure

Ve A) = (AN B), 1,(A) = v(AN R\ B)).
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Essendo restrizioni su boreliani di misure di Radon, v,. e v, sono anch’esse di Radon.
Mostriamo che v, < p. Se u(A) = 0, allora R" \ A € # e dal momento che Z ¢
chiuso per intersezioni anche A'N B € 4, per cui v(A' N B) > v(B). Quindi
Vae(A) =v(ANB)=v(B)—v(A NB)<0.

Inoltre ¢ immediato verificare che v, L p, infatti v4(B) = v(BN (R"\ B)) =0 e
u(®\ B) = 0.

Infine, dal momento che D,v = D, v, + D,vs, I'ultima affermazione del teorema
segue se si mostra che D,v,(z) = 0 per pu—quasi ogni . Posto A = {z € R" :
D,vs(z) > a} con a > 0, per il Lemma 6.10 si ha

vs(A) = ap(A),
da cui si deduce che p(A) = 0. O



CAPITOLO 7

Funzioni a variazione limitata ed assolutamente continue

In questo capitolo consideriamo funzioni definite sull’intervallo [0, 1]. Le definizioni
e 1 risultati si possono riformulare per funzioni definite su intervalli [a,b] C R con
—00 < a < b < oo ed anche su intervalli non limitati.

1. Funzioni a variazione limitata

In questa sezione introduciamo la definizione puntuale di funzione a variazione
limitata. Nella Sezione 5 vedremo la definizione distribuzionale.

Indichiamo con .#([0,1]) I'insieme delle suddivisioni o dell'intervallo [0, 1]. Con
abuso di notazione, indicheremo una suddivisione con ¢ = {0 = zg < 77 < ... <
x, = 1}, per qualche n € N.

DEFINIZIONE 7.1. Definiamo la variazione totale di una funzione f : [0,1] — R
nel seguente modo

(7.1) Vi (f) = sup > |f(@:) = flaim)].

oe([0,1]) zi€0

Se Vioa(f) < oo diremo che f ¢ a variazione totale limitata e scriveremo f €
BV([0,1]). Per semplicita porremo anche V(f) = Vo1(f).

La variazione totale si puo definire per funzioni a valori in uno spazio metrico
(X,d). Nella (7.1) si sostituisce la distanza |f(x;) — f(x;-1)| con d(f(x;), f(xi-1)).
OSSERVAZIONE 7.2. Useremo nel seguito le seguenti proprieta, di facile verifica.

1) La variazione totale & subadditiva. Precisamente, date due funzioni f, g :
[0,1] — R si ha

V(f+g) <V(f)+V(9)

2) La variazione totale ¢ additiva rispetto a scomposizioni del dominio. Pre-
cisamente, per ogni punto z € [0,1] si ha

Vio)(f) = Vi (f) + Ve (f)-

1] — R una funzione monotona, ad esempio crescente.

si ha

EsEmPIO 7.3. Sia f : [0
Allora per ogni o € (][0, 1]

Do) = flam)l =Y fla) = flaimn) = f(1) = £(0),

Ti€E0 x,€0

e dunque V(f) = f(1) — f(0) < oc.

\_/\-
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EseEmpIO 7.4. Sia f : [0,1] — R una funzione Lipschitziana, ovvero esista una
costante 0 < L < oo tale che |f(z) — f(y)| < L|x — y| per ogni x,y € [0,1]. Allora
per ogni o € .([0,1]) si ha

Z ‘f(xl) - f(xzfl)‘ < Z L|-Tz - $i71| =L

x,€0 xr,€0

e dunque V(f) < L < oo.
ESERCIZIO 7.5. Provare che se f € C'([0,1]) allora f € BV([0,1]) e inoltre

V[o 1] / |f )|d.

Definiamo le variazioni positiva e negativa di una funzione f : [0,1] — R:

+ _ +
Vi (f) = E;u[rg ) Z flwion))
(7.2) = 5 L ; |f(@i) = flzi)| + (f (@) = f(@i1))
= 2 (Vi (1) + 7(1) = £(0)),
V()= sw mZ@(f(x» — f(wi1))
1
(7.3) =3 UE;%IS 1}); |f(xi) = f(@im)| = (f (@) — f(zi-1))
= 2 (Vo (f) = (1) = F(0))).
Dunque, le variazioni positiva e negativa verificano le seguenti identita:
(7.4) Vi () + Vg (f) = Vo (),
(7.5) Vo (f) = Vi (f) = £(1) = £(0).

TEOREMA 7.6 (Jordan). Per ogni funzione f : [0, 1] — R sono equivalenti:

A) f e BV([0,1]).
B) Esistono due funzioni ¢, : [0, 1] — R monotone crescenti tali che f = p—1).

DiM. B)=-A) Questa implicazione ¢ semplice, in quanto
V(f) = Vg =) < V(p) + V(=) = V(¥) + V(¢) < o0.
A)=-B) Definiamo le due funzioni ¢, : [0,1] — R
o) = F0) + Vi (f), (@) = Vi (f), =€ 0,1]

Le funzioni ¢ e ¢ sono crescenti. Inoltre, dalle osservazioni fatte prima dell’enunciato
del teorema si ha, per ogni x € [0, 1],

f@) = 1(0) + Vi oy (f) = Vg (f) = o) = ¥(x).
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Un caso particolare del teorema di differenziazione di misure e il Teorema di
Lebesgue sulla derivabilita q.o. delle funzioni monotone.

TEOREMA 7.7 (Lebesgue). Sia f : [0,1] — R una funzione monotona. Allora per
L1-q.0. ¥ € [0,1] esiste la derivata

fI(QJ) — lim f(y) — f(.l’)

y—=r Y — o

Vedremo che ad ogni funzione crescente su [0, 1] ¢ associata una misura di Borel
w. L’esistenza della derivata di f equivale all’esistenza della derivata di p rispetto alla
misura di Lebesgue. Nell’Appendice 6, presentiamo la dimostrazione di Riesz-Nagy
del Teorema di Lebesgue.

COROLLARIO 7.8. Se f € BV([0,1]) & una funzione a variazione limitata, allora:

i) f & continua al di fuori di un insieme al pitt numerabile di punti.
ii) f ¢ derivabile in Z'-q.0. punto z € [0, 1].

DiM. La dimostrazione discende dal Teorema di Jordan e dalle analoghe proprieta
delle funzioni monotone. 0

Data una funzione f : [0, 1] — R scriveremo, se i limiti esistono,
f(07) = lim f(z) e f(17)= lim f(x).
z—07t z—1-

TEOREMA 7.9. Sia f : [0,1] — R una funzione crescente. Allora si ha f' €
L*(]0,1]) e inoltre

(7.6) fl@)dz < f(17) = f(07).

(0,1]

DiM. Sappiamo che f’(z) esiste per Z'-q.0. x € [0,1]. Che f’ sia una funzione
misurabile deriva dal fatto che i rapporti incrementali sono misurabili, come funzioni
del punto ad incremento fissato.

Conveniamo di prolungare f a destra di 1 con f(1), cioe sia f(z) = f(1) per z > 1.
Per 6 > 0 si ha

/f“(s /fda:—/f )dr)

1 1+6

:5< [ e - / f(e)dz) < f(1) = £(0).

Nell'ultima disuguaglianza abbiamo usato (in modo non essenziale) il fatto che f &
crescente.

Siccome f e crescente, i rapporti incrementali oltre ad essere misurabili sono anche
non negativi. Possiamo usare il Lemma di Fatou ed ottenere

/f dx_/l lim f($+5) fl@) .

6—0t

§liminf/ fx” I®) 40 < £1) = £(0) < oo,

6—0t
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Questo prova che f' € L'([0,1]). Infine, per ogni 0 < & < 1/2 si ha
[ s -0~ s
e,l—e

e per ¢ — 0" si trova la tesi come enunciata nel teorema. O

COROLLARIO 7.10. Sia f € BV/(]0,1]) una funzione a variazione limitata. Allora
si ha

/[0 @ < V() = T Vo).

e—0t

Dim. Come nella dimostrazione del Teorema di Jordan, si ha per ogni x € [0, 1]

J(@) = F0)+ Vil () = Vigu ().

Le variazioni positiva e negativa sono derivabili quasi ovunque, con derivata non
negativa. Dunque, per £1-q.o. z € [0,1] si ha

|f ()] = ‘%Vro,x](f) — %V[O,x](f)’ < ’%V[g’x](f)‘ n ‘d%vw(f)‘
(7.7) :%Wdﬁ+%%¢ﬁ
= 7 (VD + Ve (1)
= d%V[o,x}(f)-

Integrando tali disuguaglianze e usando il Teorema 7.9, si trova

1 1 d
/ | (x)]dz < / %V[O,z}(f)dl“ < lim Vi1-(f) = Vg (f) = lim Vii_g(f).
0 0

e—0t e—0t

O

OSSERVAZIONE 7.11. La funzione di Cantor-Vitali f : [0,1] — [0, 1] & crescente e
dunque f € BV([0, 1]), inoltre si ha

V() = 1) = f(0) = L.

D’altra parte, sappiamo che f’(z) = 0 per Z'-q.0. z € [0,1]. Dunque, si ha la
disuguaglianza stretta

Léum@wm:o<1:vu>

2. Funzioni assolutamente continue

In questa sezione introduciamo la definizione di funzione assolutamente continua
e proviamo il Teorema fondamentale del calcolo integrale per tali funzioni. Nella
Sezione 5 vedremo una definizione equivalente di tipo distribuzionale.
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DEFINIZIONE 7.12. Una funzione f : [0,1] — R si dice assolutamente continua,
f € AC(]0,1]), se per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che

Z |az 5@’ <0 = Z | f( 041 (Bz)| <eg,

=1
per ogni scelta di n € N intervalli disgiunti (ai, B;) contenuti in [0, 1].

Le funzioni assolutamente continue sono chiaramente continue. Proviamo che sono
anche a variazione limitata.

TEOREMA 7.13. Se f € AC([0,1]) allora f € BV([0,1]).

DiM. Fissato € = 1 esiste § > 0 tale che
Z!al Bl<s = Z|f ;) — f(B) < 1,

dove gli n € N mtervalh (e, B;) sono dlsgluntl. In corrispondenza di questo ¢,
scegliamo a nostro piacere una suddivisione 7 = {0 = yo < y1 < ... < yy = 1}
dell'intervallo [0, 1] tale che 0 < y; —y;—1 < ¢ per ogni j = 1,..., N. Il numero N

dipende da 9.
Siaorac={0=12p <z <...<xp =1}, con k € N, una generica suddivisione

dell'intervallo [0, 1] e consideriamo la suddivisione unione cU7. Perognij =1,..., N
avremo
k;
i ] = Iz, 2]
i=1

conz, €EocUTeyj1=2)<z <...< Zi]- = y;. Dunque, le somme su o si stimano

nel seguente modo

S OIf@) = flam)l < )0 1f(z) = flzia |—ZZ|f ()| < N,

x; €0 zi€oUT 7=1 =1

e dunque con il sup su o € .#([0, 1]) si deduce che V(f) < N. d

DEFINIZIONE 7.14. Diciamo che una funzione f : [0,1] — R ha la proprieta di
Lusin se per ogni insieme Z!-misurabile E C [0, 1] si ha

LYUYE)=0 = ZLYf(E))=0.

EsERrcIzIO 7.15. Provare che le funzioni assolutamente continue hanno la pro-
prieta di Lusin.

Prossimo obiettivo € di verificare che le funzioni assolutamente continue verificano
il Teorema fondamentale del calcolo integrale.

LEMMA 7.16. Se f € AC([0,1]) allora la funzione x — F(x) = Vo,)(f) ¢ assolu-
tamente continua su [0, 1].

DiM. Fissato € > 0 esiste § > 0 tale che

Zlal Bl<s = Z|faz F(B) <e,
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con intervalli («y, ;) disgiunti, i = 1,...,n.
Sia 0; € L[y, 5;]) una suddivisione dell'intervallo [o;, 5;]. Allora si ha

Z Z lzj — x| <6 = Z Z |f(z5) = f(zja)] <e.
i=1 x;€0; i=1 x;€0;

Passando al sup sulle suddivisioni o; si trova
Z ’F(az) - F(ﬂl)’ = Zv[ai,ﬁi}(f) <e.
i=1 i=1

Questo prova che la variazione e assolutamente continua. 0]

LEMMA 7.17. Se f € AC([0,1]) allora esistono due funzioni ¢,¢ € AC([0,1])
crescenti tali che f = ¢ — 1.

Dim. Poiche f € BV([0,1]), per ogni = € [0, 1] avremo
f@) = f0) + Vg (f) = Vg (f) = (@) = ¥ (=),

dove, per il Lemma 7.16, si ha

olx) = F(0)+ Vi(F) = 5 (VialF) + F@) + F(0)) € AC(0.1)

0(w) = V(1) = 5 (Vo () — @) + 70)) € AC(0, 1))
]

TEOREMA 7.18 (Teorema fondamentale del calcolo). Se f € AC([0,1]) allora si
ha f € L'([0,1]) e inoltre

f(1) = f(0) = - f'(@)dz.

Dim. Per il Lemma 7.17 si puo supporre che f sia crescente. Prolunghiamo in
modo naturale f(z) = f(0) per z <0 ed f(z) = f(1) per x > 1.
Per Z'-q.0. x € [0,1] esiste la derivata

1) — f()

t—0 t

= ['(x),
e inoltre per il Teorema 7.9 si ha f’ € L'([0,1]). Dalla continuita di f segue che

i [ LEHD =@ 0 ) - o),

Dunque, il teorema sara provato giustificando il seguente passaggio al limite sotto
segno di integrale

lim
t—0 [071}

Hot O fla) [ gy S0 =S,

t—0

Sia 0 > 0 un parametro da fissare in seguito. Per il Teorema di Egorov esiste un
insieme misurabile K C (0,1) tale che Z*((0,1) \ K) <4 e

t—0 t
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con convergenza uniforme per x € K. Possiamo anche supporre che K sia compatto.
Sia € > 0 e proviamo che esiste § > 0 tale che se Z'([0,1] \ K) < ¢ allora si ha

/ fl(x)dx <e e sup/ flett) - f(x)d:c <e.
[0,1\K [0,1\ K

££0 13

Poiche f" € L'([0,1]), la stima a sinistra segue dall’assoluta continuita dell’integrale
rispetto alla misura del dominio di integrazione.

Proviamo la stima a destra. L’insieme (0,1) \ K ¢ aperto e dunque ¢ 'unione
disgiunta di una famiglia (al pit1) numerabile di intervalli aperti:

[e.e]

(0, )\ K = J(a, 5),

i=1
e dunque
S 1B — sl = LA(0,1]\ K) < 6
i=1
Osserviamo che si ha

QCETIET TR TS

Bi
f(z+t)de — f(x)dx)

a; 13 o o
1 Bit+t Bi
= </ f(x)dx — f(.r)d:r:)
o+t (6%

t Bi %
1t I
22/0 f(x+ﬂz*)dl‘—¥/0 flx + og)dz

e dunque per 'assoluta continuita di f si ottiene

Z/ﬁfo+t / flx+8) — flz+ a))de < g,

con stima uniforme rispetto a t # 0. Questo termina la dimostrazione. 0

ESEMPIO 7.19. Si consideri la funzione f: [0,1] — R
)
——cos|—] xz€(0,1],
f@) =1 oo = \5) TEOL
0 x = 0.

La funzione ¢ derivabile in tutti i punti « € [0, 1], anche in = 0 con f'(0) = 0. Per
x # 0 la derivata e

, log(2/z) — 1 —1
F@) == 2em log?(2/) <

Tuttavia si ha (i conti sono lasciati al lettore)

sm( )¢L1

e dunque f non e assolutamente continua.

xlog x/2 <§>

:L’log zlog(z/2)
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In conclusione, esistono funzioni derivabili in tutti i punti per cui non vale il
Teorema fondamentale del calcolo integrale formulato tramite 'integrale di Lebesgue.

Esercizio 7.20. Sia f € C([0,1]) N C*(]0, 1]) una funzione tale che f’ € L*(0,1).
Provare che f ¢ assolutamente continua su [0, 1].

Il Teorema fondamentale del calcolo integrale si puo invertire, nel seguente senso.

COROLLARIO 7.21. Se g € L!([0,1]) allora la funzione f : [0,1] — R definita da

(7.9 f@ = [ g@ds. zeb,
0
¢ assolutamente continua su [0, 1] e inoltre f/(z) = g(x) per £'-q.0. x € [0, 1].

Dim. Per 'assoluta continuita dell’integrale risulta f € AC([0,1]). Inoltre, per il
Teorema di differenziazione di Lebesgue per .Z'-q.o. x € [0, 1] esiste la derivata
z+46

fa)=tim< [ ge)d = g(a)

6—0 =

O

Un primo legame fra funzione assolutamente continue e a variazione limitata e
descritto nel seguente teorema. Si veda anche il Teorema 7.35.

TEOREMA 7.22. Sia f : [0,1] — R una funzione. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

A) fe AC([0,1)).
mfermADg/ 1 (@)lde = Vo (f)-

[0,1]
DiMm. A)=B) Se f € AC([0, 1]) allora f € BV([0,1]), per il Teorema 7.13. Inoltre
per il Corollario 7.10 si ha la maggiorazione

/ F@)lde < Vo ().
[0,1]

Per ottenere la tesi occorre provare la maggiorazione opposta. Usando il Teorema
7.18 si trova

f(2) - £(0) = /0 " p(©)de = /0 " e)de /0 " () = ha(a) — ha(a).

Le funzioni hq, hy sono assolutamente continue e crescenti, ed in particolare sono a
variazione limitata. Dunque, si trova

V() = V(b — ha) < V(h) + Vi(he) = k(1) + ho(1) = /[ @i

B)=A) La funzione F'(x) = Vo4 (f) ¢ derivabile in g.o. punto = € [0, 1]. Proviamo
che & continua in tutti i punti. Ricordando la (7.7), dall'ipotesi B) si trova

Vioy(f) = /[01] |f'(z)|dz < Vio1-)(f) = Vit (f),

da cui si deduce che Vio1(f) = Vioa1-1(f) e Vpo+(f) = 0. Questo prova che F ¢
continua nei puntiz =0e x = 1.
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Proviamo la continuita di F' anche in tutti gli altri punti. In primo luogo, per
L1-q.o. z €10,1] si ha

/()] = lim

—0

J) —
flex ; )| < i Viewsa(f) = F(z).

Dunque, usando di nuovo B):

, d
Vo (f) = /[ NIGTE /[ e Voalde

d d
= [ deVoatnacs | Vet
< V[O,x*](f) + V[071}(f) — V[O,acﬂ(f)-

Si deduce che Vg ,-1(f) = Vio+(f), e questo prova la continuita di F' in ogni punto
x € [0,1]. TI conto precedente fornisce dunque la seguente disuguaglianza

d
Vi (f) < /[ g Voal N+ Vioa () = Vies (1),
da cui si trova
(7.9) Via(h < [ ZVealhie
’ ~ Jioa d§

Poiche la variazione totale ¢ una funzione crescente, per il Corollario 7.10 vale anche
la disuguaglianza opposta

d
(7.10) | eVioalhde < Viea().
[0,z] df
Dalle disuguaglianze (7.9) e (7.10) si deduce 1'uguaglianza
d
(7.11) Via(h = [ SVl
[0,z] f

e questo prova che la funzione F(x) = Vg,(f) € assolutamente continua. Ora la tesi
segue dalla maggiorazione puntuale

[f(@) = fW < Vpy(f), 0<z<y<l

3. Misure con segno
Richiamiamo brevemente la definizione di misura vettoriale e di misura con segno.

DEFINIZIONE 7.23. Sia &/ una o-algebra su un insieme X. Una misura su &/ a
valori in R™, n > 1, € una funzione u : &/ — R tale che:

1) p(0) =0.
ii) Se Ay € o7, k € N sono insiemi disgiunti, allora

w(U) = St

con serie che converge assolutamente.
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Se n = 1 diremo che u ¢ una misura con segno. Se n = 2 ed R* = C diremo che p &
una misura complessa. Se X € uno spazio topologico e o/ contiene i Boreliani, diremo
che p € una misura di Borel a valori in R™.

Le misure con segno si possono decomporre come differenza di due misure positive.
TEOREMA 7.24 (Hahn-Jordan). Sia p una misura con segno su (X, 7). Esistono
due insiemi P, N € o7 tali che:
i) PNN=0e PUN=X.

i) u(A) > 0 per ogni A € o tale che A C P.
ii) p(A) <0 per ogni A € o tale che A C N.

Una dimostrazione del teorema di trova su Folland, Real Analysis, p.86. Qui ci
interessa sottolineare solo il seguente corollario. Se p € una misura con segno, allora
esistono due misure positive pu, u~ : &/ — [0, 00) tali che

p(A) = p"(A) — = (4),
per ogni A € 7.

4. Misure boreliane su [0,1) e funzioni monotone

Sia p una misura di Borel finita su [0, 1). Possiamo definire la funzione ¢ : [0, 1] —
[0,00)
e(x) = p([0,2]), x€][0,1].
Questa funzione ¢ crescente, per la monotonia della misura. Inoltre, ¢ ¢ continua da
sinistra in ogni punto y € (0, 1]

lim op(z) = Hm p([0, 2[) = u( U x[) = ul(0.9)) = o(y).

T—Y~
Y <y
Queste osservazione si possono invertire nel seguente modo.

TEOREMA 7.25. Sia ¢ : [0,1] — R una funzione crescente e continua da sinistra.
Esiste una misura di Borel finita u su [0, 1) tale che

(7.12) [z, 22[) = @(x2) — (1)
per ogni 0 <z < w9y < 1.

DiM. Avremo ¢ : [0,1] — [p(0),¢(1)] = I. Definiamo la funzione “inversa”

v I —10,1]
U(y) =sup{z € [0,1] : p(z) < y}
=max {z € [0,1] : p(z) < y}.
Il massimo esiste perche ¢ € continua da sinistra. Chiaramente la funzione ¥ e
crescente e dunque #!-misurabile. Quindi, la famiglia di insiemi
&={EcCl0,1]: ¢y (E) ¢ £ -misurabile}
e una o-algebra che contiene gli insiemi di Borel. Possiamo allora definire la misura
i #(0.1)) = [0,00) o
WE) =2 (v (E))

con E C [0, 1] insieme di Borel.



5. DEFINIZIONE DISTRIBUZIONALE DI BV E AC 95
Dati 0 < 27 < x5 < 1, osserviamo che: i) x; < ¥(y) se e solo se p(x1) < y; ii)
¥(y) < x5 se e solo se ¢(x2) > y. Dunque, per I'insieme E = [z, 23) si ha
VHE)={y €21 <Py) <m} = [p(21), (2],
e pertanto (E) = L1 ([p(21), p(22)[) = ¢(22) — p(21). [
5. Definizione distribuzionale di BV e AC

Vediamo ora la definizione distribuzionale di funzione a variazione limitata. Tale
definizione ¢ formulata in termini di integrazione per parti ad afferma che una funzione
¢ a variazione limitata se e solo se la sua derivata ¢ una misura di Borel con segno. Il
punto di partenza ¢ la seguente osservazione.

PROPOSIZIONE 7.26. Sia f : [0,1] — R una funzione crescente (continua a sinis-
tra) e sia p la misura di Borel del Teorema 7.25. Allora per ogni funzione ¢ € C1(0,1)
si ha

f@)¢@de =~ [ pw)dn
[0,1] [0,1)
DiM. Per n € Ned i = 0,1,...,n, definiamo z!, = i/n € [0,1]. Allora, con

argomenti elementari di passaggio al limite e di approssimazione che sono omessi, si
trova

Py = tm S s [
i=1 Zn

]

[0,1]
= Jim 37 @) () — o)
_ ,}E&Z“@(%)(ﬂm?l) — f(al))
== Jim > leiu(ia )
— _/ o(z) dp.
[0,1)
]

DEFINIZIONE 7.27. Diciamo che f € L'(0, 1) ¢ una funzione a variazione limitata,

f € BV(0,1), se esiste una misura di Borel con segno su (0, 1) tale che per ogni
o € C1(0,1) si abbia

F(@)¢/ (&) do = — /( L

Chiameremo la misura p deriwata distribuzionale di f.

(0,1)

OSSERVAZIONE 7.28. La Definizione 7.27 di funzione f € BV/(0,1) non dipende
dal rappresentante scelto nella classe di equivalenza della funzione f € L'(0,1).
Dunque, la definizione non e equivalente alla definizione puntuale, Definizione 7.1.
Si veda la Sezione 3.2 in Ambrosio-Fusco-Pallara, Functions of Bounded Variation
and Free Discontinuity Problems.
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EseEmPIO 7.29. Consideriamo la funzione f : [0,1] — R tale che f(z) = 0 per
0<z<1/2ed f(x) =1per 1/2 <z < 1. Allora, ¢ elementare vedere che:

1

ﬂ@d@MwZ/)¢@Mx=MD—¢OQ%=—/ o (2)d61 o,

1/2 [0,1]

dove d1/2 € la misura di Dirac concentrata in 1/2, che ¢ dunque la derivata dis-
tribuzionale di f.

[0,1]

OSSERVAZIONE 7.30. Per il Teorema 6.20, la misura p puo essere decomposta in
questo modo:

H = ,uac_’—usv

dove jig. < £ & una misura assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue
£ su [0, 1], mentre p, ¢ una misura singolare rispetto alla misura di Lebesgue, esiste
cio¢ un insieme di Borel B C [0,1] tale che £*(B) = 0 e p((0,1) \ B) = 0. Per il
Teorema di Radon-Nikodym, esiste una funzione g € L'(0,1) tale che p,. = g% su
0, 1].

La parte singolare ps si pud scomporre a sua volta in questo modo:

Hs = [+ fe,

dove p; e la parte atomica della misura. Precisamente, p; ¢ la restrizione di ps
all'insieme J = {z € (0,1) : us({z}) # 0}. I punti = € J sono i punti di salto della
funzione f. La misura p. := ps — p1; ¢ la parte Cantoriana della misura singolare.

EsempIO 7.31. Data una funzione f € BV(0,1), sia p la misura derivata dis-
tribuzionale di f.

1) Se f € C*([0,1]) allora pige = f'(x)Z" su [0, 1] mentre p; = p. = 0.

2) Se f e la funzione di Vitali-Cantor, allora j,. = 0 in quanto f'(x) = 0 per
L1-qo.z €(0,1), e p; = 0 in quanto. f & continua. Dunque, la misura u ¢
di tipo Cantoriano ed e concentrata sull’insieme di Cantor.

3) Se f ¢ la funzione dell’Esempio 7.29, allora si ha pec = pe = 0 € p; = d1/o.
La misura ¢ solo di salto.

Ora vogliamo dare un senso preciso alla seguente affermazione: una funzione
f :[0,1] — R ¢ assolutamente continua se e solo se la misura p sua derivata dis-
tribuzionale ¢ assolutamente continua, g = .

DEFINIZIONE 7.32 (Spazi di Sobolev sull'intervallo). Sia 1 < p < oco. Diciamo
che una funzione f: (0,1) — R ¢ in WP(0,1) se f € L?(0,1) ed esiste g € L?(0,1)
tale che

f@)e (@) de =~ [ pla)gl)ds,
(0,1) (0,1)

per ogni p € C}(0,1). Chiameremo g la derivata debole di f e scriveremo, con abuso
di notazione, ' = g.

Ora proviamo che AC([0,1]) coincide con W(0,1). Premettiamo il seguente
lemma.
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LEMMA 7.33. Sia f € L|
abbia

(7.13) f(x)¢'(x)dx = 0.

(0,1)

(0,1) una funzione tale che per ogni ¢ € C}(0,1) si

loc

Allora f e costante, al di fuori di un insieme di misura nulla.

DiM. Impostiamo la dimostrazione in modo euristico. Scegliamo a nostro piacere
una funzione y € C1(0,1) tale che

/ X(x)dr = 1.
(0,1)

La funzione f & costante se e solo se, per (quasi) ogni = € (0, 1),

(7.14) fz) = f(&)x(€) dé,

(0,1)

e questa affermazione ¢ equivalente a dire che per ogni ¢ € C}(0,1) si ha
(7.15) [ (t@- [ oo d) wiayde o

(0,1) (0,1)
Per il Teorema di Fubini-Tonelli, tale equazione e equivalente a

J, f@ (@ —x@) [ @) ar=o
0,1
A questo punto e chiaro che scegliendo la funzione
o) = [ (0O -x© [ wod)d
(0,2) (0,1)

funzione che ¢ in C2°(0, 1), e inserendola in (7.13), si ottiene la (7.15) per una generica
1 € C(0,1) e quindi si ottiene la (7.14).

(0,1)

O

TEOREMA 7.34. Sia f : [0,1] — R una funzione. Sono equivalenti le affermazioni:
A) fe AC([0,1)).
B) f e WhH(0,1).
Inoltre, la derivata puntuale di f coincide £'-q.o0. con la derivata debole.

DiM. A)=B) Se f € AC([0,1]) allora f, f" € L'(0,1). Mostriamo che vale la
formula di integrazione per parti. Per ogni ¢ € C1(0,1), si ha

IRCIEEE / / 7€) d€) @ (x) da

:Amfgml () de) de

= - F'(©)e(§) d.

(0,1)

Questo prova che f € W1(0,1) e che f’ ¢ la derivata debole di f.
B)=A) Questa implicazione va interpretata in questo modo: se f € Wh(0,1)
allora nella classe di equivalenza di f esiste una funzione assolutamente continua.
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Indichiamo con f’ € L'(0,1) la derivata debole di f. La funzione

g(z) = /0 ey, zeo ),

¢ assolutamente continua, e inoltre per il Teorema di Lebesgue ¢'(z) = f'(x) per
Z1-q.0. x € [0,1]. Dal momento che per ogni ¢ € C}(0,1) si ha

/ (f(2) — ga))¢/ () di = / (@) — g (@) o(x) d = 0
(0,1)

(0,1)

dal Lemma 7.33 segue che f — g e costante al di fuori di un insieme di misura nulla.
Quindi f coincide con g a meno di una costante additiva. U

Ecco un’ultima caratterizzazione delle funzioni assolutamente continue.

TEOREMA 7.35. Sia f :[0,1] — R una funzione. Sono equivalenti:

A) fe AC([0,1]).
B) La funzione f ¢ continua, in BV ([0, 1]) ed ha la proprieta di Lusin.

DiMm. L’implicazione A)=-B) segue dal Teorema 7.13 e dall’Esercizio 7.15.

B)=-A) Senza perdere di generalita possiamo supporre che f sia crescente. Sic-
come f € BV([0,1]) allora la derivata f’(z) esiste per Z'-q.0. x € [0,1] e inoltre
7€ L(0,1)).

Sia u la misura di Borel su [0,1) associata ad f come nel Teorema 7.25. Affer-
miamo che pu < £ su [0,1). Se cid & vero allora per il Teorema di Radon-Nicodym
esiste una funzione h € L'(0,1) tale che per ogni 0 < z < 1 si ha

F(2) — £(0) = ([0, 2)) = /[ ey

e quindi f e assolutamente continua.

Proviamo l’assoluta continuita di p. Osserviamo preliminarmente che essendo
f continua, allora p({z}) = 0 per ogni z € [0,1) e dunque p([z,y]) = u([z,y]).
Dobbiamo mostrare che se Z!(E) = 0, E C (0,1), allora si ha pu(E) = 0. Per la
proprieta di Lusin, avremo Z*(f(E)) = 0 e quindi per ogni £ > 0, esistono intervalli

i, Bi] = [f(22), f(y:)], i € N, tali che
1) e Ui e Yo Bl <=
Si pud anche supporre che £ CZGBZ.GN [21, yi). [;iique, si trova
WE) < %N:u([xi,yi[) = %u([xi,yi]) = %; [f (@) = flys)] = EEN: i — Bil < e.

Dalla arbitrarieta di € si deduce che u(E) = 0. O

6. Appendice

Presentiamo la dimostrazione di Riesz-Nagy del Teorema di derivabilita delle fun-
zioni monotone.
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LEMMA 7.36 (Riesz). Sia g € C([0,1]) una funzione continua e sia
I ={z€(0,1]: esiste £ € (0,1] tale che £ >z e g(§) > g(z)}.

Allora 'insieme I & aperto e inoltre

N
I:U(akvﬂk)v 0§N§007

k=1
con (ag, Br) N (an, Br) =0 se k # h e glag) < g(Bx) per ogni 1 <k < N.

DiM. Se z € [ allora g(z) < g(&) per qualche £ > x. Poiche g ¢ continua esiste
e > 0 tale che g(y) < g(§) per y € [x —e,x 4+ €] e dunque [z — e,z + €] C I. Questo
prova che I ¢ aperto.

Per x € I si definiscano

a, =sup{r >0: (x —r,z] C I}
B =sup{r >0:[z,x+7r) C I}

Poiche I ¢ aperto, allora ay, 3, > 0 e posto I, = (v — ag,x + ;) risulta I = J,; L.
Indroduciamo sull'insieme [ la relazione di equivalenza x ~ y se e solo se I, = I, e sia
] ={y € I : y ~ z}. Esiste una famiglia al pit numerabile di classi di equivalenza
distinte (motivare). E allora possibile selezionare una successione di rappresentanti

(Tk)ken € scrivere
[o¢]
I = U I, con I, = (ag, Bk)-
k=1

Mostriamo che g(ay) < g(58k). Se per assurdo fosse g(ax) > g(Bx), allora esisterebbe
xo € (o, Br) tale che g(xg) > g(Bk). Dunque esisterebbe anche z = sup{x € (o, B) :
g(x) = g(zo)}. Dal momento che z € I, esiste un punto £ > Z tale che g(&§) > ¢(z)
e deve necessariamente essere £ > f. Dunque si ha g(8x) < ¢g(Z) < ¢g(§), e pertanto

Br € I. Questo non ¢ possibile in quanto I, = (ag, fx) ¢ un intervallo massimale in
1. O

Dim. DEL TEOREMA DI LEBESGUE. Proviamo il teorema per una funzione f :
[0,1] — R crescente con l'ipotesi aggiuntiva che f sia anche continua. Lasciamo
al lettore il compito di rimuovere l‘ipotesi di continuita. Per ogni coppia di punti
x,y € [0,1], z # y, definiamo i rapporti incrementali

fly) — f(z)
R(QZ’, y) =
y—x
e siano inoltre

M (7) = lim inf R(z,y), A*(x) = limsup R(z,y).

Yy—x y—at

Chiaramente, risulta A\~ (z) < A~ (z) < AT (x) < At (z) per ogni z € [0, 1]. Posto
+
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dobbiamo dimostrare che Z'(A) = £1(B) = £'(D) = 0. Sara sufficiente provare
che £ (A)=0e £ (D) =0.

Per k € N consideriamo U'insieme Ay = {z € [0,1] : AT (x) > k} e osserviamo che
(Ax)ren € una successione decrescente di insiemi misurabili e che A = ﬂkeN Ap. Se
x € Ay, allora esiste y > « tale che R(z,y) > k, ovvero

g(y) = fly) — ky > f(z) — kx = g(x).

Per il Lemma di Riesz si ha

Ay = U(Oéh,ﬁh)

h=1

con unione disgiunta e con g(ay) < g(Br), ovvero

f(Br) — flan) = k(B — an).

Dunque, la misura di A, si stima nel seguente modo

240 = D20 = ) < S = Slew)) < L0 = SO

Abbiamo usato il fatto che f e crescente. Questo prova che

lim gl(Ak) =0

k—o0

e pertanto .Z!(A) = 0.
Ora proviamo che .Z!(D) = 0. Osserviamo che

D = U D(a,b)
a,beQ,a<bd
= |J {zel01]: A (2) <a<b<At(2)}.

a,beQ,a<bd

Se proviamo che .Z1(D(a, b)) = 0 per ogni a < b, allora £ (D) = 0 e la dimostrazione
del teorema e terminata.

Sia B, = {x € (0,1) : A (x) < a} e fissiamo a < . Se z € (a, ) N B, allora
esiste y < x tale che R(z,y) < a, ovvero

9(y) = fly) —ay < f(x) —ar = g(x).

Per il Lemma di Riesz (o, 8) N B, = Uy, (o, Bx) con unione disgiunta e g(ay) >
9(B), ovvero

F(Br) — flaw) < a(Br — ax).

Dunque, usando nuovamente il Lemma di Riesz

(a, 8) N D(a,b) = U{xé (auns Br) + AT( )>b}:UU(@Z»B£)

k=1h=1
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con (ay, Br) = Up—, (af, B), unione disgiunta e f(81') — f(af) > b(8l — al) per ogni
k,h € N. Si deduce che

L1 ((0,8) N D(a,b) = 30 S (3 —af) sgzzm 1)~ Fla}))
k=1 h=1 k=1 h=1
ggz (00) < 5 D2 (B — ) < 55— )

Siccome #£1-q.o. punto z € D(a,b) ¢ di densita 1, dal momento che a/b < 1 segue
che Z'(D(a,b)) = 0. O






CAPITOLO 8

Esercizi

1. Misure e o-algebre

EsErcizio 8.1. Sia X un insieme con Card(X) > Card(N). Sia </ la famiglia
degli insiemi A C X tali che Card(A) < Card(N) oppure Card(A’) < Card(N). Si
definisca p : o/ — [0, 00] ponendo u(A) = 0 se Card(A) < Card(N) e u(A) =1 se
Card(A") < Card(N). Provare che &/ ¢ una o—algebra e che p ¢ una misura.

EsErcizio 8.2. Sia X un insieme e sia 2 C Z(X). Provare che I'insieme
ﬂ {,;zf . &/ ¢ una o-algebra di X tale che 2 C ,ﬁzf}
e la piu piccola o-algebra contenente 2, detta o-algebra generata da 2.

EsErcizio 8.3. Sia (X, <7, u) uno spazio di misura finito, p(X) < co. Un punto
x € X tale che {z} € & si dice atomo di p se u({z}) > 0. Provare che se u(X) < oo
allora l'insieme degli atomi e al pit numerabile.

Esercizio 8.4. Sia #(R") la o-algebra dei boreliani di R” e sia u : Z(R™) —
[0, 0o] una misura di probabilita (ovvero u(R™) = 1) non atomica (ovvero u({z}) =0
per ogni x € R™). Provare che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

diam(E) <6 = pu(F)<e,
con £ € B(R").
EsErcizio 8.5. Per ciascun insieme A C [0, 1] definiamo
n(A) = VLN (A) e v(A) = /diam(4) = sup{/]z —y| € R+ z,y € A},
dove Z! & la misura esterna di Lebesgue e dichiariamo v()) = 0.

i) Stabilire se p e v sono misure esterne su [0, 1].
ii) Stabilire se p e v sono misure Boreliane su [0, 1].

2. Misura di Lebesgue e misura di Hausdorff

EsErcizio 8.6. Costruire un esempio di successione decrescente di insiemi (A, ),en
in R tale che

2402 2( ),

EsErcizio 8.7. Sia I = [ay,b1) X ... X [ap, b,) un plurintervallo di R™ con misura
mis(/) = (by —ay) - ... (by — ay). Sia £™ la misura esterna di Lebesgue.
i) Provare che mis(I) = .£"(I).
ii) Provare che I ¢ Z"-misurabile.
iii) Provare che ogni insieme aperto A C R" & .Z"-misurabile.

103
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EsERrcIzIO 8.8. Siano A C R™, zp € R" e A > 0. Definiamo xy+ A = {zq + = €
R":2z € A} e MA = { z € R" : © € A}. Provare che Z"(zq + A) = Z"(A) e che
LM(ANA) = \n LM (A).

Esercizio 8.9. Sia £ C R” un insieme Z"-misurabile. Provare che per ogni
x € R" anche 'insieme v + £ = {z +y € R" : y € E} ¢ £"-misurabile.

EseERrciziO 8.10. Provare che, per ogni s > 0, la funzione di insiemi 5% :
P(R™) — [0, 00| definita in classe ¢ una misura esterna su R”.

EsERcIzIO 8.11. Decomporre [0,1] = AU B con Z*(A)=0e

B= G K,
n=1

con K, C [0,1] insiemi compatti che non contengono intervalli (non degeneri).

Esercizio 8.12. Sia f : R® — R", n > 1, una funzione Lipschitziana con costante
di Lipschitz 0 < L < co. Provare che per ogni A C R" e per ogni 0 < s < n si ha

T (f(A)) < L2 (A).

EsERrRc1Z1O 8.13. Per ogni ¢t > 0 e per ogni A C R" si definisca la misura di
Hausdorff sferica di A di dimensione t nel seguente modo:

(o] d. B o0
FHA) = ?5213 inf { ;wt<lamT(J)>t : B; C R" palle, A C U B;, diam(B;) < 5}.

j=1
Provare che .#*(A) = 0 se e solo se #*(A) =0

Esercizio 8.14. Sia f : [0,1] — R una funzione a-Hdélderiana, ovvero tale che
£(2) — F()] < |~ oI" per ogni 2,y € [0, 1], dove a € (0,1], e sia G = {(z, /(z)) €
R?: z € [0,1]} il suo grafico.

i) Provare che Z?(G) = 0.
ii) Determinare tutti i valori di s € [0, 2] (in funzione di «) tali che #7%(G) = 0.

3. Funzioni misurabili e funzioni integrabili

Esercizio 8.15. Siano f : R — R una funzione misurabile ¢ : R — R una
funzione continua. Discutere la misurabilita delle composizioni foge go f.

ESERcIZIO 8.16. Sia f, : R — R, n € N, una successione di funzioni .#!-
misurabili. Provare che l'insieme

A={x € R: (fn(x))nen converge ad un valore finito}
¢ Z'-misurabile.

Esercizio 8.17. Sia f : R — R una funzione continua in q.o. punto di R. Provare
che f & Z'-misurabile.

EsErcizio 8.18. Provare che il limite puntuale di una successione di funzioni
continue su R e una funzione boreliana.
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EsErcizio 8.19. Sia f : R — [0,00] una funzione misurabile non-negativa tale

che
| @yt =

Provare che f(z) = 0 per Z!-q.0. z € R.

EsERcizio 8.20. Siano f,g € L'(X) due funzioni integrabili tali che f(x) < g(z)
in p-q.o. punto z € X ed f < g su un insieme di misura positiva. Provare che

/Xf(x)du</xg(:r)du-

Esercizio 8.21. Sia f : [0,1] — R una funzione misurabile tale che 0 < m <
f(x) < M < oo per Z'-q.0. z € [0, 1]. Provare che

([ o) ([ i) < i

EsERrc1z10 8.22. Sia f:[0,1] x R — R una funzione tale che:

i) t — f(t,z) & misurabile per ogni = € R.
ii) per q.o. t € [0,1], la funzione z — f(¢,z) ¢ continua.

Sia ¢ : [0,1] — R una funzione continua. Provare che la funzione g(t) = f(¢, ¢(?)),
t € [0, 1], & misurabile.

EsErcizio 8.23. Sia f : [0,1] — R una funzione integrabile. Provare che esiste

x € [0, 1] tale che
1
< / f(y)dy
0

EsErcizio 8.24. Sia f : R — R una funzione misurabile non negativa, f > 0, tale
che

/00 zf(z)dr < oo.

0
Provare che

;/0 flz+n)dr < oo

Esercizio 8.25. Sia f : R — R una funzione localmente integrabile tale che

[ #ayia -

per ogni intervallo 7 C R di lunghezza 1 o v/2. Provare che f =0 .Z'-q.o.

EseRrcizio 8.26. Sia f : R — R una funzione misurabile tale che

t/wmﬂ@Wxél
R

per ogni n € N. E vero che f(z) =0 per q.o. z € R\ [—1,1]?
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EsErcizio 8.27. Sia f : [0,1] — R una funzione misurabile non negativa, f > 0.
Supponiamo che esista un numero 0 < o < 1 tale che per ogni n € N sia

(x)"dx = «.
[0,1]

Provare che f e la funzione caratteristica di un insieme misurabile.

ESERCIZIO 8.28. Sia (fy)ren una successione di funzioni Boreliane su R™. Provare
le seguenti affermazioni:

i) Le funzioni

f(x) = nf fiy(z), F(x) = sup fy(z)

keN keN

sono Boreliane.
ii) Se fy(z) = f(x) per ogni z € R, allora la funzione f ¢ Boreliana.

EsERrcIzIO 8.29. Siano ./ una o-algebra su un insieme X, % una o-algebra su
Y,ed f: X — Y un funzione misurabile (ovvero f~(B) € &« per ogni B € #). Sia
infine 41 : &/ — [0, 00| una misura. Provare che fyu = v : # — [0, 00] definita da

v(B) =u(f'(B)), BeZ,

€ una misura, chiamata misura push-forward di p. Provare poi la seguente formula
di cambiamento di variabile

/Y o(y)dv(y) = / o(f (2))d(x),

X

per funzioni g € L'(Y,v).

EsERrcizio 8.30. Sia ¢ : R — R una funzione boreliana. Provare che sono equiv-
alenti le seguenti affermazioni:
i) Esistono costanti a,b > 0 tali che sia ¢(t) < a + b|t| per ogni t € R.
ii) Per ogni spazio con misura finita (X,./, ) ed ogni funzione f € L'(X) si
ha po f € L}(X).
iii) Per ogni funzione f € L*([0,1]) si ha o f € L'([0,1]).

Esercizio 8.31. Sia ¢ : R — R una funzione boreliana. Provare che sono equiv-
alenti le seguenti affermazioni:

i) Esiste una costante b > 0 tali che sia ¢(t) < b|t| per ogni t € R.
ii) Per ogni spazio di misura (X, <, 1) ed ogni funzione f € L*(X) si ha po f €
LY(X).
iii) Per ogni funzione f € L'(R) si ha o f € L'(R).

4. Limite e derivata sotto segno di integrale

EsERcIZIO 8.32. Studiare continuita e derivabilita della funzione f: R — R

flz) = /000 Sin(xt)dt, z e R.

et — 1
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EsErcizio 8.33. Provare che la funzione f: (0,1) - R

f(x):/ol%sin<yix>dy, z € (0,1),

& ben definita e continua. E derivabile con continuita su (0,1)?

ESERcCIZIO 8.34. Sia f : [0,00) — R una funzione misurabile e sia F': [0,00) — R
la funzione definita da

[ f(t)
Flo) _/0 log"?(1 4z — t)dt’ v=0

Dare condizioni sufficienti su f affinche F sia, rispettivamente, ben definita, continua
e derivabile.

EsEercizio 8.35. Sia f : [0, 7/2] — R una funzione continua. Calcolare il limite

lim x / f(t)e ==mtqt,
T—00

EsErci1z10 8.36. Sia f : (0,00) — R la funzione

/2 1

1) Calcolare, se esiste, il 11151 f(z).
T—

2) Discutere la derivabilita di f.

EsERrciz1o 8.37. Provare che la funzione f : R — R

* log(1 + z%t?)
= — 2t R
fa) = [ e,

¢ effettivamente definita su tutto R, che & continua e derivabile (in tutti i punti?).
Calcolare f in forma non integrale.

EsErcizio 8.38. Al variare del parametro a > 0, studiare la derivabilita in x = 0
della funzione f:[0,1] - R

e
-
/xa Vit 4+ x?
EsERcizIO 8.39. Sia f : R — R una funzione tale che e f(t) € L'(R) per ogni
€ (—1,1). Siap:(—1,1) — R la funzione

o(r) = / T f(t)dt, —1<x<l1,
R
Provare che ¢ & derivabile su (—1,1).

EsERcizio 8.40. Sia f € L'(0,1) e definiamo la funzione F : (0,00) — R

/f ey/xdy x> 0.

i) Provare che F' ¢ continua su (0, 00).
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ii) Dare condizioni su f sufficienti affinche F' si estenda in modo continuo fino

axr=0.
EsERc1zIO 8.41. Sia (X, <7, 1) uno spazio di misura e sia f € L'(X). Calcolare
il limite
2
lim nlog (1 + (M) )du‘
n—oo [y n

ESERCIZIO 8.42. Calcolare il limite

n

lim i <1 + £>ne_2x dx.

n—0o00 n

ESERCIZIO 8.43. Siano f, ¢ : [0,1] — R funzioni misurabili e definiamo A,, = {z €
[0,1] : |f(z)] < n}, n € N. Provare che se fg € L'([0,1]) allora si ha

lim [ f@)gla)de = [ fla)g(a)de.

N0 S A, [0,1]

ESERCIZIO 8.44. Data f € L'(0,1), definiamo per ogni n € N la funzione f, :

0,1) 5 R
1t afy)
falz) = 71'/0 1+n2(y—x)2dy

i) Provare che se f & continua in o € (0,1) allora si ha
Tim f (o) = [ (o).

ii) Studiare la convergenza della successione ( f,,)nen in L(0,1).

EsErcizio 8.45. Sia f : [0,1] — R la funzione
"og(z + )
_ 2TV s eo1).
(@) /0 T z € [0,1]

i) Provare che f ¢ continua su [0, 1].
ii) Provare che f ¢ derivabile in ]0, 1].
iii) Stabilire se f' € L'(0,1).

ESERCIZIO 8.46. Sia p una misura di Borel finita su [0,1] e sia ¢ : [0,1] — R la

funzione

go(x):/[o (42, e (0]

i) Provare che ¢ & continua su [0, 1] se e solo se pu({x}) = 0 per ogni z € [0, 1].
ii) Provare che se ¢ € C'([0,1]) allora la misura p ¢ assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue #*.

ESERCIZIO 8.47. Sia b : [0, 1[— [0, 1] una funzione crescente tale che b(t) > 0 per

t>0e -
/ e "Dt < oo,
0
(i) Provare che la formula

F(r)= T/ e " Wat
0
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definisce una funzione F : [1,00) — [0, 00)
(ii) Provare che per ogni 6 > 0 si ha

lim r/ e gt = 0.
r—00 6

(iii) Supponiamo ora anche che sia b(0) = 0 e ¥'(0) = a > 0. Provare che allora si
ha
lim F(r) = 1/a.

700

(iv) Come applicazione calcolare

w/2 '
lim r e "SIt
r—00 0

5. Spazi L?

EseErcizio 8.48. Sia 1 < p < oo. Provare che per ogni funzione misurabile
f:(0,00) — [0, 00) non negativa si ha

[ G f My < [~ 1y

ESERCIZIO 8.49. Sia 1 < p < oo. Provare che esiste una costante C), > 0 tale che
per ogni funzione f € C*([0,1]) tale che f(0) = f(l =0 si ha

[ < [rara)” ([ irwpea)”

dove 1/p 4+ 1/q = 1 sono esponenti Holder coniugati. Quando p = 2 provare che
Cy; = 1 e la costante ottimale e calcolare le funzioni per cui la disuguaglianza e
un’uguaglianza.

EsERCIZIO 8.50. Siano f, g : [0,1] — R due funzioni misurabili, positive e limi-
tate.

i) Provare che

(%) ( - fgd:zc>3 < ( o f2gdx)< o fg? dx>.

ii) Calcolare tutte le funzioni f e g (misurabili, positive e limitate) tali che la
disuguaglianza (*) sia un’uguaglianza.

EsErc1zio 8.51. Sia (X, 47, u) uno spazio di misura finito, u(X) < oco. Dato
1 < p < oo, provare che per ogni funzione f: X — [0,00) si ha

fel’X) & ikpu(/lk)<oo

dove A, ={r e X :k—1< f(z) < k}.

ESERCIZIO 8.52. Sia f € L?(R") una funzione positiva, f > 0 su R™, e definiamo
F:R"— R

Fa)= [ty zcw,
Bi(x)
dove Bi(z) = {y € R" : |y — z| < 1} ¢ la palla di raggio 1 e centro x € R™.
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i) Provare che F' ¢ continua.
ii) Provare che F(z) — 0 per || — oc.
iii) Provare che F' assume valore massimo ma non valore minimo.

EsErcizio 8.53. Sia f : [0,1] — R una funzione misurabile. Provare che sono
equivalenti:

i) f e L=([0,1]).
ii) f e L?(]0,1]) per ogni 1 < p < oo e sup||fll, < oo.
p>1

ESERCIZIO 8.54. Sia ¢ : [0, 1] — R una funzione continua positiva, ¢ > 0. Provare
che per ogni f € L*°([0, 1]) si ha

1/p
tim /[ H@Pea)de) " = fll=o

p—0o0

Esercizio 8.55. Sia f € L*([0,1]) una funzione positiva su [0, 1]. Calcolare il
seguente limite

lim 1log </[01] sinh(pf(x))dx).

p—=oo P
EsERcIzIO 8.56. Sia f € L'([0,00)) N C(]0,00)). Provare che sono equivalenti le
seguenti tre affermazioni:
i) II limite zh_g)lo f(z) esiste.
ii) Si ha Ilggo f(z) =0.
ili) f ¢ uniformemente continua.

EsErcizio 8.57. Sia f € C*([0,00)) una funzione tale che lim f(z) = 0. Dis-

Tr—00
cutere la validita delle seguenti affermazioni:

i) Se f' € L'([0,00)) allora lim f'(z) = 0.
ii) Se f" € L>(]0,00)) allora li_)rn f'(z) =0.
iii) Se f” € L*(]0,00)) allora lim f'(z) =0.

ESERCI1ZIO 8.58. Per ogni z € R"sia B.(z) = {y € R": |[y—z| <r},dover >0¢
un raggio fissato. Data una funzione boreliana f : R™ — [0, co] definiamo le funzioni
F,.G:R" — [0, 0]

F(z) = / Wiy e 6@ = /aB()f(y)d«%””‘l-

Provare le seguenti affermazioni:

1) F' & semicontinua inferiormente.

2) fe LIIOC(R") = FeCR").

3) felP(R") = FelLP(R"),1<p< o0
4) fe C(R") = FeCYR").

5) fe LP(R") = G e LP(R"),1<p< 0.

EsERCI1Z10 8.59. Sia V' C L*(][0, 1]) I'insieme delle funzioni del tipo f = xg con
E C [0, 1] misurabile. Stabilire se V' & compatto in L*([0, 1]).
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ESERCIZIO 8.60. Per ogni a € [0,1], sia f, : [0,1] — R la funzione f,(z) =
X[0,0)(7), = € [0,1]. Stabilire se I'insieme

K ={fa€ L'([0,1]) s a € [0, 1]}
¢ compatto come sottoinsieme di L'([0, 1]).

EsErcizio 8.61. Sia (X, .7, u) uno spazio di probabilita, u(X) = 1, e sia f €
L'(X) una funzione tale che f(z) > 1 per q.o. x € X. Provare che

i ([ )" = esp( [ 1osrie)dn)

ESERCIZIO 8.62. Sia f € L*(0,1) e definiamo la funzione

F(x):/:f(ﬂdt, z€[0,1].

Provare che esiste una costante C' > 0 indipendente da f tale che per ogni h € (0, 1)

si ha
1-h P
(/0 ‘ <$+h})L_ (x>‘2dx>1/2 < C| fll2-

ESERCIZIO 8.63. Provare che ogni funzione f € C*(]0,1]) tale che f(0) = f(1) =0

verifica
(/0 f(a:)dx>2 < 1—12/0 f'(x)*dz.

Determinare tutte le funzioni per cui si ha uguaglianza.

EsERcIzIO 8.64. Sia h € L'([0,1]) una funzione assegnata. Provare che esiste
un’unica (q.o.) funzione f € L'(]0, 1]) che risolve 'equazione

ﬂwzuw+—43%u+ﬂwmm

per q.o. z € [0, 1].
ESERCIZIO 8.65. Sia Q@ = [0,1] x [0,1] C R? e sia f : Q — R la funzione

1

0 se x =vy.

se T # Y,

Determinare tutti i p € [1,00) tali che f € LP(Q)) e per tali valori calcolare || f|,.

EsERCIZIO 8.66. Sia A = {(m, y) €ER?:2 >0,y >0, 2y < 1} C R? munito della
misura di Lebesgue e sia f : A — R la funzione f(x,y) = y?e ¥/,

i) Determinare tutti i p € [1,00) tali che f € LP(A).
ii) Stabilire se f € L>®(A).



112 8. ESERCIZI

6. Varie nozioni di convergenza
EsErcizio 8.67. Siano f,, gn, by : [0,1] = R, n € N, le funzioni
1/n

_ 1/n_ —z/n
Ny hp(z) =n'/me™",

folz) = sin(2mnz), gu(x) =

Studiare la convergenza puntuale, quasi ovunque, uniforme, in L', in L?, in L?-debole,
e in misura delle tre successioni di funzioni.

ESERCIZIO 8.68. Sia f € L'(R) e si consideri la serie
:Zf(:v—i-k), x € R.
keZ

Provare che la serie converge in L _(R) ed anche quasi ovunque, e che g ¢ 1-periodica.

ESERCIZIO 8.69. Sia ¢ : [1,00) — R una funzione crescente tale che 1tlirn o(t) = 0.
—00

Definiamo la successione di funzioni f,, : [0,1] = R, f,(z) = @(n)X(0,1/n](®), per n € N
ed z € [0, 1].

A) Provare che sono equivalenti le seguenti affermazioni:

i) La successione (f,)nen converge in L([0,1]).
ii) La successione (f,,)nen € uniformemente integrabile.

iii) Si ha tlim o(t)/t = 0.
—00
B) Provare che sono equivalenti le seguenti affermazioni:
a) Esiste g € L'([0,1]) tale che |f,(z)| < g(z) per ogni n € N ed z € [0, 1].

b) Si ha
* ot
/ Mdt < 00
t2
1
EsERcCIZIO 8.70. Provare che le successioni di funzioni

fulx) = sin(n?*z?), gn(z) = sin(yv/nz)
convergono debolmente a 0 in L'([0,1]).

ESERCIZIO 8.71. Sia (f,)nen una successione di funzioni in LP([0,1]), 1 < p < oo,
uniformemente limitata || f,,||, < C' < oo per ogni n € N e supponiamo che f,(z) —
f(x) per q.o. z € [0,1].

i) Provare che f € L?([0,1]).
ii) Se 1 < p < o0, provare che f, — f in L4([0, 1]) per ogni 1 < ¢ < p.

EsErcIzIO 8.72. Sia (fn)neN una successione di funzioni in L?([0,1]) limitata
(ovvero sup,ey || fnll2 < ), e sia f € L*(]0,1]). Definiamo le funzioni

/fn F(x):/oxf(t)dt, v e0,1]

i) Se f, — f debolmente in L?([0,1]) allora F,, — F uniformemente su [0
ii) Se F,, — F puntualmente su [0, 1] allora f,, — f debolmente in L*([0, 1

Provare che:

1),
-
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EsERCIZIO 8.73. Sia K C R un insieme chiuso e consideriamo l'insieme di funzioni
X ={feL*[0,1]): f(x) € K per q.o. z € K}.

i) Provare che X ¢ chiuso in L?([0,1]) per la convergenza forte.
ii) Sia ora K C R un intervallo chiuso. Provare che X ¢ chiuso per la conver-
genza debole di L?([0,1]).
iii) Dare un esempio di insieme chiuso K C R tale che X non sia chiuso per la
convergenza debole di L?([0, 1]).

ESERCIZIO 8.74. Sia (a,)ney una successione di numeri reali e sia ¢, € L*(X),

n € N, una successione ortonormale di funzioni tali che |¢,(x)| < g(z) per q.o. x € X
o0

e per ogni n € N, dove g € L*(X). Provare che se la serie Zangpn(x) converge per
n=1

q.o. x € X allora lim a, = 0.
n—oo

ESERCIzIO 8.75. Siano f, € C'([0,1]), n € N, funzioni tali che (f,)nen € (f))nen
convergano in L'([0, 1]). Provare che (f,)nen converge uniformemente su [0, 1].

ESERCIZIO 8.76. Sia (f,)nen una successione di funzioni in L'(R) e sia f € L'(R).
Supponiamo che |f,| < |f| q.o. e che f, — f debolmente in L'(R). Provare che
fn — f fortemente in L'(R).

ESERCIZIO 8.77. Sia ( f,,)nen una successione di funzioni continue su [0, 1]. Provare
che sono equivalenti:

i) La successione ¢ uniformemente limitata e f, — 0 puntualmente.
ii) Per ogni misura di Borel y finita su [0, 1] si ha

lim fulz)dp = 0.

EsERciIzio 8.78. Siano f, fi € L'([0,1]), k € N, funzioni tali che fy — f q.0. e
i el = 1711
—o0

Provare che f, — f in L*([0,1]).

ESERcIzIO 8.79. Siano fi, f € L'(R), k € N, funzioni non negative, f; > 0 ed
f > 0. Provare che le condizioni

liminf fy(z) > f(z) per qo. z € R e lim Sup/ fr(z)de < / f(x)dx
k—ro00 R R

k—o0
implicano che f; — f in L}(R).
EseErcizio 8.80. Per ogni n € N, sia x,, la funzione caratteristica dell’intervallo
[log n,log(n+1)]. Stabilire per quali 1 < p < oo la successione di funzioni p,, = /nxp,:

i) converge fortemente in L*(0, c0).
ii) converge debolmente in LP(0, 00).

EsERrcizio 8.81. Sia f, € L}(R), n € N, una successione di funzioni convergente
in L'([0,1]), e sia (A, )nen una successione di insiemi misurabili tali che L'(A,) — 0.
Provare che

lim [ f,(z)dz = 0.

n—oo A
n
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EseErcizio 8.82. Costruire una successione di funzioni (f,)en in LP(R), 1 < p <
00, tale che:
i) fu(z) — f(z) per ogni x € R.
i) [|full, <1 per ogni n € N.
iii) f,, non converge ad f in LP(R).

ESERCI1Z1O 8.83. Sia (f,,)nen una di successione di funzioni misurabili su [0, 1] tale
che:

i) || fall2 <1 per ogni n € N.
ii) fu(z) — 0 per q.o. x € [0,1].
Provare che
1
lim / f(@)|dz = 0.
n—oo 0
ESERCIZIO 8.84. Siano E, E,, C [0,1], n € N, insiemi misurabili e siano f = yg ed
fn = xg, le rispettive funzioni caratteristiche. Provare che per un qualsiasi 1 < p < oo
sono equivalenti:
A) f, — fin LP(0,1) forte.
B) f. — fin L?(0,1) debole.

ESERCIZIO 8.85. Sia (a,),en una successione di numeri reali tale che |a,| < logn
per ogni n > 2. Provare che la serie

Zann_x, T >2

n=2
converge in L'(2,00).

EsERcIzIO 8.86. Su R fissiamo la misura di Lebesgue.

i) Trovare, se possibile, una successione di numeri reali ¢, > 0, k € N, tale che
la successione di funzioni fi(z) = cxz*x(o,1)(x) converga a zero in L'(R) ma
non in L*(R).

ii) Trovare, se possibile, una successione reale ¢; > 0 tale che la successione
di funzioni fi(z) = cxx ™' "*x [ 00(2) converga a zero in L?*(R) ma non in
L'(R).

iii) Trovare, se possibile, una successione di funzioni f;, € L'([0,1]) N L3([0, 1])
che tenda a zero in L*([0,1]) ma non in L'(]0, 1]).

EsERCI1Z10 8.87. Dato a € R, sia f : [0,00) — R una funzione misurabile tale che
per ogni z > 0 si abbia

@l <

Calcolare tutti i valori di o« > 0 tali che la serie di funzioni

o0

3 , O<zxz<l,
log” k

k=2

converga in L'(0,1).
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EsERcIZIO 8.88. Calcolare il limite
lim sin(x)
n—oo Jo 14 cos?(nx)

Esercizio 8.89. Sia f : R — R una funzione 1—periodica e localmente integra-
bile, e sia ¢ € C([0, 1]) una funzione continua. Provare che
1

lim ne)e(x) = r)dx - x)dx.
frno) = [ /[ @

n—oo 0

7. Teorema di Fubini-Tonelli

ESERCIZIO 8.90. Sia f : [0,00) x [0,00) — R la funzione f(z,y) = e ¥**siny.

i) Verificare che i seguenti integrali ripetuti esistono (in quale senso? Lebesgue?
Riemann generalizzato?) e sono uguali

/ /f:cyd:rdy—/ /fwydy

ii) Provare che f ¢ L'(]0,00) x [0, 00)).

ESERCIZIO 8.91. Sia A una matrice reale n X n. Provare che
wn

Az, xydr = ——tr(A).
/{xER“:|x<l}< > TL(TL + 2) ( )

ESERCIZIO 8.92. Sia p una misura Boreliana finita su [1, 00) e definiamo la fun-
zione f: [0,7] = R

ft) = / cos(tx)du(x).

1

Provare che esiste ¢t € [0, 7 tale che f(t) = 0.
ESERCIZIO 8.93. Sia o € [1,2] e si consideri l'insieme A = {(z,y) e R* : x +y >

L, 2 +y* < 1,z,y > 0}. Calcolare I'integrale

1 1
—dxdy.
/A (logz)? + (logy)2zy "~

ESERCIZIO 8.94. Sia (X, ¢/, 1) uno spazio di misura o-finito (cioe X = J7, X
con X,, € o tali che u(X,) < oo) esia f : X — [0, 00] una funzione misurabile tale
che

1
u{r e X : f(x) > t}) > 1o P ogni t > 0.

Provare che f non e integrabile su X.
ESERCIZIO 8.95. Sia f : R? — R la funzione

22 —

flz,y) = (()x2 +y2)? (0,0)

1IN

(z,9)

Stabilire se f ¢ integrabile sul quadrato @ = [0,1] x [0,1]. Calcolare gli integrali
ripetuti, nei due ordini.
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ESERCIZIO 8.96. Sia f : R? — R la funzione f(z,y) = ye~(+#%* Usando il
Teorema di Fubini-Tonelli per I'integrale

I= / f(z,y)dxdy,
Rx[0,00)

verificare che

/eﬂdaﬁ =/
R

EsERcIZIO 8.97. Sia w, la misura di Lebesgue della palla unitaria di R", n > 1.
Usando lo spezzamento R™® = R? x R"2, il Teorema di Fubini-Tonelli e le coordinate
polari in R2, provare che

1
Wy = 27rwn2/ r(1 —r?)=272qy
0

Per induzione, calcolare una formula esplicita per ws, € way, 1.

ESERrCIZIO 8.98. Sia g una misura Boreliana di probabilita su R, p(R) = 1.
Provare che per ogni insieme Boreliano £ C R si ha

2V (E) = /R u(z + E)dz.

ESERCI1ZIO 8.99. Sia ¢ : [0,00) — R una funzione continua e limitata. Calcolare
il seguente limite

2
lim gp(ﬂ>e_’”€|2dm.
R n

n—oo

EsERrcizio 8.100. Sia (X, .7, ) uno spazio di misura. Sia f € L*(X) e per A > 0
definiamo

o\ = ul{z € X ¢ fx) > A})
$(N) = nlfe € X : f(2) < —A)).

Provare che ¢ e 9 sono funzioni Boreliane e che

£l = /OOO () +¥(N))dA.

ESERCIZIO 8.101. Sia (X, 1) uno spazio di probabilita, u(X) =1, esia f € L*(X)
una funzione tale che f > 1. Provare che si ha:

[ tayogs@duz [ fwyn- [ 1og s dn

8. Regolarizzazioni. Convoluzione

EseErcizio 8.102. Sia f : R — R una funzione localmente integrabile e sia f.,
€ > 0, la sua regolarizzazione. Provare che:

i) Se f & crescente allora f. & crescente.
ii) Se f e L-Lipschitz continua allora f. ¢ L-Lipschitz continua.
iii) Se f e convessa allora f. & convessa.
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Esercizio 8.103. Sia f : R® — R una funzione localmente integrabile tale che
per ogni z,y € R"

flx+y) = f(z)+ f(y)

Provare che f e lineare.

EsErcizIo 8.104. Sia ¢ : R — C una funzione tale che |p(z)| =1 e p(z +y) =
o(x) - ¢(y) per ogni x,y € R.
i) Supponendo ¢ € C'(R; C) provare che ¢'(x) = ¢/(0) - p(x) per ogni € R e
dedurne che p(z) = ¢"**, per qualche costante a € R.
ii) Provare che se ¢ ¢ misurabile allora ¢ ¢ ancora della forma p(z) = 2.
iii) Sia f : R — R una funzione misurabile tale che f(x +y) = f(z) + f(y) per
ogni x,y € R. Provare che esiste o € R tale che f(z) = ax per ogni z € R.

Esercizio 8.105. Sia f : R — R una funzione localmente integrabile tale che per
ogni z,y € R
fla+y)+ flx—y) =2f(2) +2f(y).

Provare che f(z) = az? per qualche acR.

EsERrcizio 8.106. Sia € L'(R) una funzione con supporto compatto tale che

hm /|f (x 4+ h) — f(z)|dx = 0.
Provare che f =0 q.o. su R.

EsErcizio 8.107. Siano B ={f € L*({R) : ||f]1 <1} e g € L' (R).

i) Provare che 2 non ¢ necessariamente uniformemente integrabile.
ii) Provare che I'insieme

G ={g*xfecL'R): fcB}

e uniformemente integrabile.

9. Teoremi di derivazione

EsErcizio 8.108. Data f € Li .(R), provare che per q.o. xy € R si ha

lim - /xf(y)dyzf(xo%

rT—x0 L — 1'0

dove 'integrale ¢ “orientato”.

EsErcizio 8.109. Siano f,g,h : [0,1] — [0, 00] funzioni non negative ed integra-
bili. Provare che sono equivalenti:

i) (f(2))* < g(x)h(z) per q.o. x €[0,1].
ii) Per ogni insieme misurabile £ C [0, 1] si ha

< /Ef (l“)dl’)Q < [E g(x)dz /E h(z)da.

Esercizio 8.110. Sia g una misura di Borel su R tale che per ogni intervallo
[, B] C R, dove —0co < a < 8 < o0, si abbia u([a, 8]) < (8 — a)?. Provare che u ¢ la
misura nulla.
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10. Funzioni assolutamente continue e a variazione limitata

Esercizio 8.111. Sia f € AC(|0, 1]). Provare che
Vi = [ 1f@lds
[0,1]

Esercizio 8.112. Consideriamo la funzione f : [0,1] — R definita da
{ 0 =0

x
———sin(l/xz) O0<z<1.
g/ )

Determinare tutti i valori di a € R tali che f € BV([0,1]).

fx) =

EsErcizio 8.113. Sia f : [0, 1] — R una funzione. Provare che (a meno di insiemi
di misura nulla):

i) Se f € WhP(0,1) con 1 < p < oo allora f ¢ Holderiana.
ii) Si ha f € WbH(0,1) se e solo se f & Lipschitziana.
Esercizio 8.114. Siano f, g : [0,1] — R due funzioni. Discutere la validita delle
seguenti affermazioni:

i) Se f,g € BV (]0,1]) allora il prodotto fg € BV([0,1]).
ii) Se f,g € AC(]0,1]) allora il prodotto fg € AC([0, 1]).

EsErcizio 8.115. Sia {g, € QN [0,1] : n € N} una enumerazione di Q N [0, 1]
e indichiamo con y,, : [0,1] — R la funzione caratteristica dell'intervallo (g, gn+1),
ovvero x,(z) = 1 se x & (strettamente) compreso fra g, € ¢,+1, € Xn(x) = 0 altrimenti.
Provare che per a > 1 la funzione

iia ), x€]0,1].

¢ a variazione totale limitata su [0, 1]

EsErcizio 8.116. Sia f € AC([0, 1]) una funzione assolutamente continua. Provare
che f trasforma insiemi di misura nulla in insiemi di misura nulla.

ESERCIZIO 8.117. Provare che se f € C*([0,1]) allora f € BV([0,1]) e inoltre

Viou(f) = /0 | f/(2)|da.

EsErcizio 8.118. Sia f : [0, 1] — R una funzione monotona crescente. Sappiamo
che f e differenziabile quasi dappertutto. Supponiamo che

1
= / f'(z)dx
0
Provare che f ¢ assolutamente continua.
Esercizio 8.119. Costruire una funzione continua f € C([0,1]) tale che f €
AC([0,1 —¢]) per ogni 0 < e <1 ma f ¢ AC([0,1]).

ESERCIZIO 8.120. Provare che le funzioni assolutamente continue trasformano
insiemi misurabili in insiemi misurabili.
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ESERCIZIO 8.121. Provare che le funzioni assolutamente continue trasformano
insiemi di misura nulla in insiemi di misura nulla.

ESERCIZIO 8.122. Sia f : [0,1] — R una funzione a variazione limitata. Provare
che per ogni 0 < h < 1 si ha

1-h
|1 b = @i < W)
0

ESERCI1Z10 8.123. Dare un esempio di funzione f € AC(]0, 1]) strettamente cres-

cente e tale che f'(x) = 0 su un insieme di misura positiva.

ESERCI1Z10 8.124. Dare un esempio di funzione f : [0,1] — R derivabile in tutti i
punti ma con f’ ¢ L'([0,1]).

Esercizio 8.125. Sia 0 < § < 1 un numero reale. Costruire una funzione ¢ :
[0,1] — R tale che: 1) ¢ & strettamente crescente; 2) |p(t) — ¢(s)| < |t — s| per ogni
t,s € 0,1]; 3) Si ha

L ({t €10,1] : esiste ' (t) = 0}) > 6.

EsERcC1z10 8.126. Sia o € R e consideriamo la funzione f : [0,1] — R definita da

0 z=0
f(z) :{ r®cos(l/x) 0<x<1.

i) Determinare tutti i valori di « tali che f € BV([0,1]).
ii) Determinare tutti i valori di « tali che f € AC([0,1]).

ESERCIZIO 8.127. Data una funzione f € L'(0, 1), provare che sono equivalenti le
seguenti affermazioni:

i) feL*0,1).
ii) Esiste una funzione assolutamente continua g : [0,1] — R tale che per ogni
z,y € [0, 1] si abbia

‘/myf(t) dt‘z < (g(z) — g(y)) (= — ).

EsErcizio 8.128. Sia f : [0,1] — [0, 1] la funzione di Cantor-Vitali. Studiare la
misura p derivata distribuzionale di f.

EsERcizIo 8.129. Sia f € L'(R) una funzione integrabile.
(i) Supponiamo che esista una misura di Radon (con segno) u su R tale che

iy [ 0T syt = [ ot

per ogni ¢ € C!(R) non negativa, ¢ > 0. Provare che f € BVj,.(R).

(ii) Supponiamo che
. flz+1) = flz) _
hm/]R ‘ ; ’(p(x)dx =0

t—0

per ogni ¢ € C!(R) non negativa. Provare che f = 0 q.o.
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EsERrC1Z1O 8.130. Stabilire se la funzione f : [0,1] — R definita nel seguente
modo
Q;Sin (logz), sex e (0,1],
flz) = { log*(z/2)
0 se x =0,

¢ assolutamente continua su [0, 1].

ESERC1Z10 8.131. Sia g una misura di Borel finita su [0, 1].

i) Provare che la formula

1
90:6=/ du(y), = €l0,1],
(z) A (v) [0,1]

definisce una funzione ¢ € C'(]0,1]; R).
ii) Supponiamo che esista o > 0 tale che p([0,z]) < x* per ogni x € |[0,1].
Determinare tutti gli a > 0 tali che ¢ sia assolutamente continua su [0, 1].

EsERrc1z10 8.132. Sia E' C [0, 1] un insieme di misura nulla. Costruire una fun-
zione f € AC(]0,1]) crescente tale che
[z +0) — f(x)

/ = 1. =
Flor= = e

per ogni x € F.

11. Esercizi vari

EsERcizIO 8.133. Stabilire se esiste una costante C' > 0 tale che per ogni funzione
f € C%(]0,1]) tale che f(0) = f(1) = 0 si abbia

11l < CILFloo-
Calcolare I'eventuale costante ottimale e una funzione per cui si ha uguaglianza.

EsERrcC1z10 8.134. Sia K C [0, 1] I'insieme 1/3 di Cantor. Provare che
= a
K:{Eo,lz -y = 0,2}.
re(0,1]:x n:13ncona {0,2}

EsErcizio 8.135. Sia a,, > 0, n € N, una successione di numeri reali e consideri-
amo l'insieme

A= {x € [0,2n] : io:an\ sin(nx)| < oo}.

Provare che

LA >0 = ) a,<oo.
n=1

ESERC1ZIO 8.136. Costruire una funzione f : [0,1] — R tale che: 1) f € C''([0,1]);
2) f ¢ strettamente crescente; 3) L’insieme C' C R dei valori critici di f e piu che

numerabile, dove C' = {f(z) € R: f'(x) = 0}.

Sugg. Lavorare con la distanza dall’insieme di Cantor.
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EsERcizIO 8.137. Sia f € C?*(R) una funzione tale che f(x) > 0 per ogni z € R
ed || f”|lec < oo. Provare che /f & Lipschitziana.

EsERrc1z10 8.138. Sia # = {K C R": K # (), K compatto}. Per ogni 6 > 0 sia
Ks = {x € R" : dist(z, K) < §}. Provare che la funzione d : & x & — [0, 00)

d(K,H)=inf{§>0: K C Hse H C Ks}

¢ una distanza su %, nota come distanza di Hausdorff. Discutere la validita della
semicontinuita inferiore

A (K) < liminf 571 (K,,),
m—0o0
con K, K,, € % e K,, = K nella distanza di Hausdorff quando m — oo.

EsERcC1z10 8.139. Sia (X, d) uno spazio metrico e siano 7,7, : [0,1] — X curve
Lipschitziane, n € N. Discutere la validita della semicontinuita inferiore per la vari-
azione totale:

V(vy) < liminf V(~,).

n—oo

EsErcizio 8.140. Sia (X, .o, u) uno spazio di misura finito e sia 7' : X — X
una trasformazione che conserva la misura (ovvero E € & implica che T(E) € </ e
w(T(E)) = p(E)). Dato E € 7, provare che

u({x € E: esiste k tale che T"(x) ¢ E per ogni n > k}) = 0.

Questo e il Teorema del ritorno di Poincare.

EsErcizio 8.141. Nel Postulato IV dell’opera Sulla sfera e il cilindro Archimede
afferma:

“Tra le superfici aventi le stesse linee terminali giacenti su un piano, sono disuguali
quelle tali che, essendo ambedue concave dalla stessa parte, o una e tutta compresa
dall’altra e dalla superficie piana avente gli stessi termini, o ha una parte compresa
dall’altra, una parte comune con essa. Ed € minore la superficie che & compresa
dall’altra.”

Provare 'affermazione di Archimede.



