Analisi Reale 2015-16 Foglio 2

Funzioni misurabili, integrabili, passaggio al limite 21 Ottobre 2015

Esercizio 1 Siano f,g € L'(X) due funzioni integrabili tali che f(z) < g(z) in u-
g.o. punto z € X ed f < g su un insieme di misura positiva. Provare che

L f()dp < Lg(l‘)du-

Esercizio 2 Sia f: R — R una funzione misurabile tale che
[ talrls@ae <1
R

per ogni n € N. E vero che f(z) = 0 per q.o. = € R\[—1,1]?

Esercizio 3 Sia (X, .o, i) uno spazio di misura e sia f € L'(X). Calcolare il limite

2
lim | nlog (1 + (M) )du.
n—oo X n
Esercizio 4 Provare che la funzione f : R - R
*log(1 + 2?t?)
= ———2dt R
fla) = | aer

¢ effettivamente definita su tutto R, che ¢ continua e derivabile (in tutti i punti?). Calcolare
f in forma non integrale.

Esercizio 5 Siano fi, f € L'(R), k € N, funzioni non negative, f; = 0 ed f > 0. Provare
che le condizioni

liminf fy(x) = f(x) per qo. xe R e lim supf fr(x)de < f f(z)dz
R R

k—o0 k—o0

implicano

lim JR fulx) — f(x)|dz = 0.

k—o0



Esercizio 6 % Sia f :[0,1] x R — R una funzione tale che:
i) t — f(t,x) & misurabile per ogni z € R.
ii) per q.o. t € [0,1], la funzione x — f(¢,z) ¢ continua.

Sia ¢ : [0,1] — R una funzione continua. Provare che la funzione g(t) = f(¢t, ¢(t)),
€ [0, 1], ¢ misurabile.

Esercizio 7 % Sia f : [0, 1] — R una funzione misurabile tale che 0 < m < f(z) < M < oo
per £1-q.o. z € [0,1]. Provare che

ff \dz f—dx\”;;j\‘j).



