Analisi Reale

Scritto del 13 Luglio 2015

Esercizio 1 (10 punti) Sia A = {(z,y) € R®: 2> 0,y > 0, 2y < 1} € R? munito della
misura di Lebesgue e sia f : A — R la funzione f(z,y) = y?e /"

i) Determinare tutti i p € [1,00) tali che f € LP(A).

ii) Stabilire se f € L®(A).

Esercizio 2 (10 punti) Sia x una misura di Borel finita su [0,1] e sia ¢ : [0,1] = R la
funzione

o(z) = /[O (Lt @€ 0,1}

i) Provare che ¢ & continua su [0,1] se e solo se p({z}) = 0 per ogni z € [0,1].

ii) Provare che se ¢ € C*([0,1]) allora la misura y & assolutamente continua rispetto alla
misura di Lebesgue #*.

Esercizio 3 (10 punti) Siano f, g : [0,1] — R* due funzioni misurabili, positive e limitate.
i) Provare che

</{0,1]fgdx>3 = ( [0,1] fzgdw)( [o,ﬂfg2 dx)' (+)

ii) Calcolare tutte le funzioni f e g (misurabili, positive e limitate) tali che la disug-
uaglianza (*) sia un’uguaglianza.

Sugg. i) fg = (fég%)(f%gé), poi Holder e poi di nuovo ...

3 ore a disposizione
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Analisi Reale

Scritto del 15 Settembre 2015

Esercizio 1 (10 punti) Dato a € R, sia f : [0,00) — R una funzione misurabile tale che

per ogni z > 0 si abbia
1
If(@)] < —

e’
Calcolare tutti 1 valori di o > 0 tali che la serie di funzioni

0<z<l,

i kf(z +k)
2 )
= logk

converga in L!(0,1).

Esercizio 2 (10 punti) Sia x una misura di Borel su R tale che per ogni intervallo [a, 5] C
R, dove —o0 < a < 8 < o0, si abbia u([a, 8]) < (8 — a)?. Provare che y & la misura nulla.

Esercizio 3 (10 punti) Sia f € L*([0,1]) una funzione positiva su [0,1]. Calcolare il
seguente limite

lim llog (/[0’1] sinh(pf(a:))dx).

pP—0o0 p

3 ore a disposizione
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