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CAPITOLO 1

Convergenza uniforme

1. Convergenza uniforme di successioni di funzioni

Siano X un insieme ed f : X — R una funzione. Tipicamente, X sara un sottoin-
sieme di R oppure di C. La funzione f puo anche prendere valori in C. Definiamo la
“sup-norma’” di f su X nel seguente modo

/1l zigglf(x)\-

DEFINIZIONE 1.1.1 (Convergenza uniforme). Siano f, f,, : X — R, n € N, funzio-
ni. Diciamo che la successione di funzioni (f,,)nen converge ad f uniformemente su
X se

it 1o = fll = lin sup | fo(a) = f(@)] =0,

Questo significa che per ogni € > 0 esiste un n € N tale che per ogni n > n e per ogni
x € X si ha

[fn(z) = fz)] <e.

Il valore n & uniforme per tutti gli x € X.
La convergenza uniforme implica quella puntuale ma non viceversa.
EseEmpiO 1.1.2. Sia f,, : [0,1] = R, n € N, la funzione f,(x) = 2". Per z € [0, 1]

si ha il limite puntuale

im /() = f1x) = {
D’altra parte la convergenza non ¢ uniforme su [0, 1] in quanto per ogni n € N si ha

sup |fu(z) — f(z)| = Sup] | fa(z)] = 1.

z€[0,1] z€(0,1

0 se0<z<1,
1 sexz=1.

Questo estremo superiore puo essere equivalentemente calcolato su [0, 1). Si ha invece
convergenza uniforme su ogni intervallo del tipo [0,6] con 0 < § < 1.

2. Convergenza uniforme e continuita

In questa sezione vedremo che il limite uniforme di funzioni continue ¢ ancora una
funzione continua.

TEOREMA 1.2.1 (Scambio dei limiti). Siano (X, d) uno spazio metrico ed f, f, :
X — R, n € N, funzioni. Supponiamo che:

(i> nlgrolo ||fn - f”oo =0;
(ii) Ogni funzione f,, ¢ continua nel punto zy € X.

5



6 1. CONVERGENZA UNIFORME

Allora esistono e sono uguali i seguenti limiti
(1.2.1) lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

T—To N—00 n—00 T—T0

In particolare, f ¢ continua in zy.

Dim. Dobbiamo provare che

lim f(z) = f(zo).

Tr—xTQ
Fissiamo ¢ > 0. Per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per ogni n > n si
ha per ogni z € X

|ful@) = f(2)] <e/3

Scegliamo un n > n. Per la continuita di f,, in xq esiste 6 > 0 tale che
d(x,x0) <6 = |fulz) — fulzo)| < /3.

Dunque, per d(x,zq) < § avremo

|f(@) = fzo)l < |f(2) = fa(@)| + [fulx) = falzo)| + [fu(w0) — flz0)| <e.
Questo prova la continuita di f nel punto xy e con cio la formula sullo scambio dei
limiti (1.2.1).
O
Indichiamo con C'(X) = C(X;R) I'insieme delle funzioni continue su X a valori
reali.

COROLLARIO 1.2.2. Siano (X, d) uno spazio metrico ed f,f, : X — R, n € N,
funzioni. Supponiamo che f, € C(X) per ogni n € N e che lim ||f, — f]lo = 0.
n—oo

Allora, anche f € C(X).
Il prossimo teorema da condizioni sufficienti per avere la convergenza uniforme.

TEOREMA 1.2.3 (Dini). Sia X uno spazio metrico compatto, e siano f, f, : X — R
funzioni continue, n € N. Supponiamo che:

1) fu(x) < fup1(z) per ogni z € X e per ogni n € N;
ii) lim f,(x) = f(z) per ogni x € X.
n—oo
Allora, la convergenza in ii) € uniforme su X.

Dim. Supponiamo per assurdo che esista € > 0 tale che || f,, — f||oc > € per infiniti
n € N. Dunque esiste una selezione crescente di indici (ng)gen ed esistono punti
Tn, € X tali che

f(xnk)_fnk<‘rnk) > g, keN.

Siccome X e compatto, si puo assumere senza perdere di generalita che esista zg € X
tale che z,, — x¢o € X per k — oo. Altrimenti, si estrae un’ulteriore sottosuccessione
e ci si riconduce a questo caso.

Sia ora m € N e sia ny > m. Per la monotonia i) avremo f,(z,,) < fu,(2n,), €
dunque

f(‘rnk)_fm(xnk) Zf(xnk)_fnk('rnk) >e€, sem < ng.

Facendo tendere £ — oo e usando z,, — x¢ insieme alla continuita di f ed f,,, si
ottiene la disuguaglianza

f(xo) = fm(xo) > €, meN.
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Questo contraddice la ii) nel punto x = z. 0

3. Convergenza uniforme e differenziabilita

Nel seguente teorema proveremo che se una successione di funzioni derivabili
converge in un punto e le derivate convergono uniformemente, allora la successione
converge uniformemente.

TEOREMA 1.3.1. Sia f,, : [0,1] = R, n € N, una successione di funzioni derivabili.
Supponiamo che:

i) esista zo € [0, 1] tale che la successione (fn(xo))neN converga;
ii) la successione di funzioni (f]),en converga uniformemente su [0, 1] ad una
funzione ¢ : [0,1] — R.
Allora la successione (f,)nen converge uniformemente su [0, 1] ad una funzione f :
[0,1] = R, f ¢ derivabile ed f'(z) = g(x) per ogni z € [0, 1].

Dim. Proviamo innanzi tutto che la successione (f,,)nen converge uniformemente.
Sara sufficiente verificare che la successione e uniformemente di Cauchy. Dati n,m €
N, per il Teorema di Lagrange per ogni = € [0, 1] esiste £ € [z, x] tale che

(@) = fn(2) = ful@0) = fn(@0) + (1) = f(&)) (= — o).

Dunque, per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni n,m > n si ha

1fn = fmlloe < |fn(x0) = fam(zo) [+ I1f5, = frnlloo-

In conclusione, (f,,)nen converge uniformemente su [0, 1] ad una funzione f € C(]0, 1]).
Sia ora T € [0, 1] un punto generico, e definiamo le funzioni g, : [0,1] — R

fo(x) = fu(7)
gn(2) = r—x
fh(z) se r = I.

se r #7T

Per la derivabilita di ciascuna f,,, le funzioni g, sono continue.
Proviamo che la successione (g,)neny € uniformemente di Cauchy. Per z # &
abbiamo
fn(@) = fu(T) = (fm(@) = fu(T)) _ h(z) — h(T)

90(2) = gu(x) = — e

dove abbiamo posto h = f,, — fi, che & continua su [0, 1] e derivabile per x # Z. Per
il Teorema di Lagrange esiste £ € [z, 7] tale che h(x) — h(Z) = h'(§)(x — ), e dunque

gn(@) = gm(x) = W(&) = f,(E) — [ (&)-

Si deduce che ||gn — gmlloo < ||f— f1,||o € dunque (gp)nen € uniformemente di Cauchy
dal momento che lo & (f/),en. La conclusione ¢ che la successione (g, )nen converge
uniformemente.

Proviamo che f & derivabile e che f’ = g. Per il Teorema sullo scambio dei limiti

si ha ) ]
lim lim M = lim lim M

: 1 - )
n—00 T—T r—x LT N—00 r—x
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o) = lim f1(7) = lim lim 228 = /(@)

n—o00 n—o00 r— rT—T
= lim lim M = lim M = f'(2).
T—=T n—00 Tr—X T—T Tr—X

Riassumiamo il Teorema 1.3.1 nel seguente corollario.

COROLLARIO 1.3.2 (Scambio di derivata e limite). Sia (f,).eny una successione
di funzioni derivabili su [0, 1]. Supponiamo che ( f,)nen converga puntualmente e che
(f!)nen converga uniformemente. Allora, per ogni z € [0,1] si ha

OSSERVAZIONE 1.3.3. I teoremi di questa sezione continuano a valere quando [0, 1]

& sostituito con un qualsiasi altro intervallo (limitato o illimitato, aperto o chiuso) di
R.

4. Convergenza uniforme e integrale di Riemann

Vedremo che con la convergenza uniforme ¢ possibile portare il limite sotto segno
di integrale. Il Teorema 1.4.1, tuttavia, e di uso limitato. Teoremi di passaggio al
limite sotto segno di integrale molto piu efficienti sono il Teorema della convergenza
dominata e il Teorema della convergenza monotona (o di Beppo Levi). Questi teoremi
richiedono la teoria dell’integrale di Lebesgue e verranno visti nella parte B del corso
e ripresi nel corso di Analisi Reale.

TEOREMA 1.4.1 (Scambio di limite e integrale). Sia f, : [0,1] = R, n € N, una
successione di funzioni Riemann-integrabili e sia f : [0,1] — R una funzione. Se
fn — f uniformemente su [0, 1] per n — oo, allora f ¢ Riemann-integrabile e inoltre

1 1
(1.4.2) lim fo(z)dx = / lim f,(x)dz.

Dim. Proviamo preliminarmente che la funzione f e limitata. Infatti, fissato
e > 0, per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per ogni n > n si ha

sup |fu(z) = f(2)] <e,

z€[0,1]
e dunque per ogni x € [0, 1] si ha
[f(@)] < [fulz) = f@)] + [ful2)] < e+ up | fn()]-
ze|0,
Questo prova la limitatezza di f.
Proviamo ora che f & Riemann-integrabile. Sia ¢ > 0 fissato, e mostriamo che

esiste una scomposizione 0 = {0 = zg < z1 < ... < x,, = 1} dell'intervallo [0, 1], per
m € N opportuno, tale che

S<f70)_8(f70) <eg,
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dove
m
Z|f\supf e s(f,0) =) |Llinf f(x)
zel; i—1 z€l;
sono le somme superiori e inferiori di f relativamente a o, I; = [x;_1,2;] e |[;] =
Ty — Xi—1.

Sia 7 € N tale che sup,¢o 1) [ fn(z) — f(2)| < & per ogni n > . Si ha allora

<Z]I\sup —i—Z\I[supfn r) < e+ S(fn,0),

zel; zel;

e analogamente
— K _ |3 >
2 L1 0E (@) = faD) + 2l of Jul@) 2 =<+ 5(fus )

Sottraendo membro a membro le due disuguaglianze si ottiene

S(f70-> - S(f70) < 25+S(fnag) _S(fmo-)'

Tale maggiorazione vale per una qualsiasi scomposizione o e per ogni n > n. Fis-
sato un tale n, dal momento che f,, ¢ Riemann-integrabile, possiamo scegliere la
scomposizione o in modo tale che S(f,, o) — s(fn,0) < €, e quindi

S(f,0) —s(f,0) < 3e.

Questo prova l'integrabilita di f.
Per provare la (1.4.2) ¢ sufficiente osservare che fissato € > 0 per n > 7 si ha

/f” dx_/f dx_’/ (fnle df‘f’</|fn (2)|dx < e.

O

5. Serie di funzioni. Criterio di Welerstrass

Sia A un sottoinsieme di R e sia (f,,)nen una successione di funzioni a valori reali
definita su A. Introduciamo la successione delle somme parziali s, = f1 + ... + [y,
n € N. Ovviamente, s, : A — R sono ancora funzioni.

DEFINIZIONE 1.5.1 (Convergenza puntuale e uniforme di serie di funzioni). Sia
(fn)nen una successione di funzioni definite su un insieme A. Diciamo che la serie di

funzioni
an(x), r €A,
n=1

converge puntualmente su A se per ogni x € A converge la successione (sn(x))
delle somme parziali.

Diciamo che la serie di funzioni converge uniformemente su A se converge unifor-
memente su A la successione delle somme parziali (s,,)nen-

neN
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Per il Corollario 1.2.2; se tutte le funzioni f,, sono continue su A e se la serie

fl@) =) fulx), z€A,

converge uniformemente su A, allora la funzione f ¢ continua su A.

Se poi le funzioni f,, sono derivabili su A e la serie delle derivate converge unifor-
memente su A allora per il Teorema 1.3.1 possiamo scambiare il segno di somma e
derivata

d = d
£an(x):2%fn<x), x € A
n=1 n=1

Se infine A = [0, 1], le funzioni f, sono Riemann-integrabili e la serie converge
uniformemente, allora dal Teorema 1.4.1 segue che possiamo scambiare le operazioni
di somma e integrazione

f; [ nwar=[ gfn(x)dx,

dove la funzione somma ¢ Riemann-integrabile.
Per tutti questi motivi, ¢ importante riuscire a capire se una serie converge
uniformemente. Lo strumento piu efficiente per farlo ¢ il Criterio di Weierstrass.

TEOREMA 1.5.2 (Criterio di Weierstrass). Sia (f,)nen una successione di funzioni
a valori reali definite su un insieme A. Se esiste una successione reale (a,)nen tale che

o
sup |fn(2)] <a, e E a, < 00,
€A —1
[e.e]
allora la serie di funzioni E fn converge uniformemente su A.
n=1

o
Dim. Osserviamo in primo luogo che la serie di funzioni E fn(x) converge

n=1
assolutamente e quindi semplicemente in ogni punto x € A. Stimiamo la differenza

’ifk(x)—ifk(ﬁ)‘ :‘ f: fk(ff)’ < f: | fi(z)] < i ar,

stima che vale per ogni x € A, e dunque

sup ‘ Zn:fk(a:) — ifk(x)‘ < i ay.

T€EA kent1

. . . o0 . <. . .
Siccome la serie numerica » ;- | aj converge, il suo resto ¢ infinitesimo, ovvero

o0

Y, > =0

k=n+1
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e quindi per confronto si ha anche

Questa e la convergenza uniforme della serie. O
oo

Talvolta si dice che una serie di funzioni Z fn converge totalmente su A se

n=1
converge la serie numerica

Z sup | fn(z)| < 00.

n—1 T€EA

Il teorema precedente dice allora che la convergenza totale su A implica la convergenza
uniforme su A. Il viceversa non vale. Il lettore ¢ invitato a trovare un controesempio
semplice.

Tutti i discorsi fatti valgono anche per le serie complesse.

Esempio 1.53. Sia A = {z € C : |z|] < 1} il disco complesso unitario e
consideriamo la serie di funzioni su A

oo

n 1
Zz = 1_2—5(2).
n=0

Sappiamo che la serie converge puntualmente su A. Vediamo se c¢’e¢ convergenza
uniforme su A. Le somme parziali sono

1 — zn+1

Sn(Z):ZZk:?, HEN,
k=0

e la differenza con la somma limite &

1— Zn+1 1 1— Zn—i—l 1 Zn+1
[5a(2) = s(2)| = | -—| -] -—| ==
1—=2 1—=z2 1—2 1—=2 1—1=2
e quindi
Zn+1
sup‘ =00, neN
z€A 1—=2

Dunque non c’e convergenza uniforme su A. Tuttavia, ¢’e convergenza uniforme su
ogni insieme della forma As = {z € C: |z| < ¢} con 0 < < 1. Infatti si ha

|Z|n+1 5n+1 o 5n+1
< — < .
=15 1—5

n=0

L’affermazione segue dal Criterio di Weierstrass.

6. Criterio di Abel-Dirichlet per la convergenza uniforme

Talvolta il Criterio di Weierstrass non funziona bene, ad esempio per le serie di
funzioni a segno alterno. In questi casi si puo cercare di studiare la convergenza
uniforme con il Criterio di Abel-Dirichlet.
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LEMMA 1.6.1 (Somma per parti). Siano (a,)nen € (bn)neny due successioni reali

o complesse, supponiamo che la serie Zan converga e poniamo A, = Zak. Per
n=1 k=n
1 < M < N vale la formula di somma per parti

N N
Z Clnbn = AMbM — AN+1bN — Z An(bn,l — bn)

n=M n=M+1

Dim. La verifica e elementare:

N N
Z anbn = Z (An - An+1>bn
n=M n=M
N N+1
n=M n=M+1

= Apby — Anpiby + Z Ay (by, — bp).

n=M+1

O
TEOREMA 1.6.2 (Criterio di Abel-Dirichlet). Sia (a;,)nen una successione reale o
o0
complessa tale che converga la serie Z Ay, € sia (fn)nen una successione di funzioni

n=1
definite su un sottoinsieme A di R o di C che verifica:
supsup |fn(2)| < C <00 e supz | frr1(x) — fu(x)] < o0.
neN zc A xGA

o0

Allora la serie di funzioni Z an fn(x) converge uniformemente su A.

n=1
[e.9]
Dim. Poniamo A,, = Z ay cosicche lim A,, = 0. Datin,p € N, usando la formula
k:n n—oo
di somma per parti si trova

n-+p n-+p

Zakfk(:c) = Anfn(x) - n+p+1fn+p Z Ak’ fk fk—l(x))

k=n k=n-+1

Fissato € > 0 esiste i € N tale che per n > 7 si ha |A,,| < e e quindi per p € N si ha
oo
sup | Z axfu()| < 2(20 +sup 3 Iil@) = fia(2)]).
e . ved 1

Poiche la successione delle somme parziali della serie in esame e uniformemente di
Cauchy su A, la serie converge uniformemente su A. O
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7. Serie di potenze. Criteri di Abel

Riprendiamo il discorso sulle serie di potenze studiandone la convergenza unifor-
me. Ricordiamo che, date una successione di numeri complessi (a,)nen € 2o € C, una
serie di funzioni della forma

o0
Z an(z —2z0)", z€C,
n=0

si dice serie di potenze complessa centrata nel punto zy. Basta considerare il caso
2o = 0. Le serie di potenze complesse definiscono le funzioni olomorfe, che verranno
studiate nel corso di Metodi al terzo anno.

TEOREMA 1.7.1 (Criterio di Cauchy-Hadamard). Data la serie di potenze com-

plessa Zanz", sia R € [0,00] il numero reale (eventualmente oco) definito dalla
n=0

relazione
% = liin_) solip m .
Allora:
i) La serie di potenze converge assolutamente in ogni punto z € {z € C: |z| <
R}.

ii) La serie di potenze converge uniformemente su ogni insieme As = {z € C :
|z| <6} con d§ < R.
iii) La serie non converge nei punti z € C tali che |z| > R.

Il numero R si dice raggio di convergenza della serie di potenze.

Dim. Studiamo la convergenza assoluta della serie con il Criterio della radice. Sia

L(z) = limsup /|a,||z|" = m
n—oo R
Se |z| < R allora L(z) < 1 e la serie converge assolutamente nel punto z. Se |z| > R
allora L(z) > 1 e la serie non converge assolutamente. Il termine generale non e
infinitesimo, e dunque in effetti la serie non converge nemmeno semplicemente.
Sia ora 0 < 4 < R. Allora si ha:

o0
sup |anz"| = |a,|0™, e inoltre Z |a,|0" < 0.

zE€EAs n=0

Che I'ultima serie converga, si vede di nuovo col Crierio della radice, usando il fatto
che 0 < R.

La serie di potenze converge dunque totalmente su As e per il Criterio di Weier-
strass converge anche uniformemente su As.

O

Sulla frontiera del cerchio di convergenza {z € C : |z| < R} la serie di potenze
puo sia convergere che non convergere. I criteri di Abel permettono di studiare la
convergenza uniforme fino al bordo del disco di convergenza.
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TEOREMA 1.7.2 (Criterio di Abel I). Se la serie di potenze complessa Zanz”
n=0
converge nel punto zy € C, allora converge uniformemente sul segmento [0, zo] =
{tZoGCIOStSl}.

Dim. Per z € [0, 1] consideriamo la serie
Z anzyr" = Z anzy fn(x), folz) = 2"
n=0 n=0
La successione di funzioni f,(z) = 2™ ¢ uniformemente limitata su [0, 1] e inoltre
= = n 1 sexe|0,1
Zoyfwrl(x)_fn(w)’:(l_z)zom :{ 0 sex:[l. )
La convergenza uniforme segue dal Teorema 1.6.2. U

Il citerio precedente si puo migliorare nel seguente modo. Fissati ¢ € [0,7/2) e
ro > 0 definiamo il cono troncato con vertice nel punto 1

CW,1L,rg)={z=1+re¥ecC:pc[r—0,7+9],0<r <ry}

TEOREMA 1.7.3 (Criterio di Abel II). Sia (a,)nen una successione complessa tale

[e.e]

che la serie Zan converga. Per ogni ¥ € [0,7/2) esiste 9 > 0 tale che la serie
n=0

oo

Z a,z" converge uniformemente su C(9, 1, o).

n=0

Dim. Fissiamo ry > 0 sufficientemente piccolo in modo tale che C'(¢, 1,79)N{|z| =
1} = {1}. Mostriamo che la successione di funzioni f,(z) = 2" verifica le condizioni
del Teorema 1.6.2. In primo luogo |f.(z)] < 1 su C(9,1,79) C {z € C: |z] < 1}.
Inoltre, per z = 1+ re®? € C(9,1,70) si ha

2" — 2" = 2]z — 1| = 7|1 + re'? |,
e quindi
il m 1 L+ |1+7re®| 141+ e
Z 2" = 2" =7 — = — = :
o 1 — |1+ reie| 1 — |1+ retv| —r —2cos

Se p € [r — 9,7+ 9] allora —2cos > 2cos) > 0, e scegliendo ry < 2cos? si trova

[e.e]

sup E |z
z€C(9,1,r0) ;, -

"2 < o0
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8. Esercizi
8.1. Successioni di funzioni.

EsERrcIzIO 1.8.1. x Si consideri la successione di funzioni f,, : R —- R, n € N,

n?sin (z/n?
i) =

1) Calcolare il limite puntuale della successione (fy,)nen-
2) Provare che si ha |f,(z)| < =14 per ogni z € R.

1+22n?
3) Studiare la convergenza uniforme della successione (f,,)nen-

, xeR.

ESsERcIZIO 1.8.2. x Studiare la convergenza uniforme della successione di funzioni

fol@)=2"z(1— {/|z)", z€R, neN
EsERciIzIO 1.8.3. % Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione
di funzioni (f,,)nen cosi definite:

fu(z) = %log (2®" +n*), zeR.
EseErcizio 1.8.4. Sia f, : R — R, n € N, la successione di funzioni
falz) = (1= V22", zeR
Calcolare il limite puntuale
fa) = lm fu(x). zER.
e discutere la convergenza uniforme delle successione.
ESERCIZIO 1.8.5. % Sappiamo che per ogni € R si ha la convergenza puntuale
lim (14+5)" ="
n—00 n
Discutere la convergenza uniforme in tale limite.

EsERrcizio 1.8.6. Studiare la convergenza puntuale e uniforme su opportuni sot-

toinsiemi di R della successione di funzioni (f,),en cosi definita
1+ 2"
fn(x) = , Tz€ER.

n -+ x2n

EseErcizio 1.8.7. x Sia f,, : R — R, n € N, la successione di funzioni

1
fo(z) = —log(l+¢"), xeR.
n

i) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f,)nen-
ii) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione delle derivate

(fz)neN'

Esercizio 1.8.8. Sia f, : R — R, n € N, la successione di funzioni
fulz) = V142, zeR

i) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f;)nen.
ii) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione delle derivate

(f%)neN-
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EsERcIZIO 1.8.9. x Si consideri la successione di funzioni f,, = g,h,, n € N, dove

1
gn(z) = arctg(nz) e hy(r)= 4/22+—, xR
n

1) Calcolare il limite puntuale
f(z) = lim f,(z), zeR.
n—oo

2) Studiare la convergenza uniforme delle successioni (g, )nen € (An)nen-
3) Provare che la successione (f,)nen converge uniformemente su R.

8.2. Serie di funzioni e di potenze.

EseErcizio 1.8.10. x Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente
serie di funzioni:

—nx

> 1—|—n:17
Z 14+ n2 ’ x 2 0.

n=0

EseErcizio 1.8.11. % Al variare di z € R studiare la convergenza puntuale e
uniforme della serie di funzioni
o0
Z enxz—nZI'
n=0

EsERcizio 1.8.12. % Studiare la convergenza uniforme delle serie di funzioni

= log (1+ %) . = a2 . — log(1 + njz|)
SO o Y ase YLD e

x" + nt’ - 1+ n2g2
=1 n=1

EsErcIziO 1.8.13. x Al variare di x € R studiare la convergenza uniforme delle
seguenti serie di funzioni

DDE e r= D Dl e oo

n=0 n=2

(e}

="
Z 1 + x?n’ r €R.
n=0

ESERCIZIO 1.8.14. * Al variare di x € R studiare la convergenza uniforme della

serie di funzioni
f: n—+1 T
=+ 2(1+ |z

EseERrcizio 1.8.15. Al variare di x > 0 studiare la convergenza puntuale e uniforme
della serie

xn2—i—log n’

o0

Z(l —log z) log" ,

n=0
e calcolarne la somma.

EsErcizio 1.8.16. Sia f : (—R, R) — R la funzione

[e.9]

f(z) = Zanx", x € (R, R),

n=0
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dove 0 < R < oo e il raggio di convergenza della serie di potenze. Provare che
f € C*(—R, R). Verificare inoltre che
™) (0
P A ), neN

Esercizio 1.8.17. Sia f : R — R la funzione
(=
S N el R.
/() ; 2\/n + cosx’ re
Provare che f € C*(R).

EsErcizio 1.8.18. Si consideri la successione di funzioni f, : R — R, n € N,

= er

i) Provare che la serie di funzioni

> fal)

converge uniformemente per z € [—1, 1].

ii) Verificare che
< EOO fu(x) = Eoo L @)
dz n=1 ! - n=1 dz !

per ogni x € [—1,1].

Esercizio 1.8.19. Al variare del parametro o € R studiare la convergenza della

serie di potenze complessa
oo

log(1 + n®
Z g(\/%r )Z'n,.

Discutere la convergenza uniforme fino alla frontiera del disco di convergenza.

n=1

EsErcizio 1.8.20. x Per ogni « € (—1, 1) calcolare la somma della serie

o0
E n’x".
n=1

EsERC1Z10 1.8.21. Per ogni x € [—1,1) calcolare la somma della serie

o0 xn
ZQn—i—l'

n=0

EseErci1z1o 1.8.22. Studiare la convergenza uniforme della serie di Taylor di f(x) =
log(1 + z), x > —1. Provare quindi che

> )nfl

logQ:Z(_lT

n=1
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EsERrcizio 1.8.23. x Sia p > 0 un parametro fissato. Per x > 0 si consideri la
serie di funzioni

oo
_ p,.p+1l —nx
= E , > (.
f(z) nPaP e x>0
n=1

i) Discutere la convergenza puntuale.
ii) Studiare la convergenza totale e uniforme.
iii) Provare che

flx) > / (t — D)PaPTle ™ dt, x> 0.
1

iv) Provare che f non e continua in z = 0.

EsErcIziO 1.8.24. x Sia K C R un insieme chiuso. Costruire una funzione f €
C>*(R) tale che K = {z € R : f(z) = 0}.

8.3. Altri esercizi sulla convergenza uniforme.

Esercizio 1.8.25. x Sia f, : R — R, n € N, una successione di funzioni
periodiche, ciascuna di periodo 7;, > 0, tali che:

1) ogni f, sia continua;

2) sup T, < oo;
neN
3) fn — f uniformemente su R, per n — oc.

Provare che f e periodica.

ESERCIZIO 1.8.26. a) La tesi nell’Esercizio 1.8.25 rimane valida anche solo con la
convergenza puntuale invece che uniforme in 3). Provare questa affermazione o dare
un controesempio.

b) La tesi nell’Esercizio 1.8.25 rimane valida anche senza l'ipotesi 2). Provare
questa affermazione o dare un controesempio.

c¢) La tesi nell’Esercizio 1.8.25 rimane valida anche senza l'ipotesi 1). Provare
questa affermazione o dare un controesempio.

EseErcizio 1.8.27. Costruire funzioni f, f, : R — R, n € N, tali che:
1) lim f,(x) = f(x) per ogni z € R;
n—oo
2) per ogni —oo < a < b < oo la convergenza al punto 1) non sia uniforme su (a, b).

EseERrci1zio 1.8.28. Mostrare tramite esempi che ciascuna delle tre ipotesi: a) X
compatto; b) f continua; e ¢) f,, continua per ogni n € N ¢ necessaria per la validita
del Teorema 1.2.3.

Esercizio 1.8.29. Sia X uno spazio metrico compatto, e siano f, f, € C(X),
n € N. Diciamo che la successione di funzioni (f,),en converge continuamente (o
in modo continuo) ad f su X se per ogni successione (z,),en di X convergente ad
x € X si ha lim, o fr(z,) = f(x). Dimostrare che (f,)nen converge continuamente
ad f su X se e solo se converge uniformemente ad f su X.
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8.4. Convergenza uniforme e integrale di Riemann.

EsErcizio 1.8.30. = Calcolare il seguente limite

1
1

li dz.

S o 14+ nsin(z?/n) v

EsErci1z1o 1.8.31. Costruire una funzione f : [0, 1] — R tale che:
i) f sia Riemann-integrabile;
ii) detto A= {z €[0,1]: f non ¢ continua in z} I'insieme dei punti di discon-
tinuita di f, si abbia A = [0, 1].

EsErcizio 1.8.32. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione
di funzioni
1, \"
folz) = (— + sin x) , xeR.
n

Calcolare quindi il limite

lim folz) dx.

n—oo 0

EseErci1z1o 1.8.33. x i) Provare che

1
lim [ (1—¢*)"dt =0.

n—o0 0

ii) Si consideri la successione di funzioni f, : [-1,1] = R, n € N,

/Om(l — tH)"dt

1 5
/ (1 —t*)"dt
0
Calcolare il limite puntuale
f($) = h_>m fn(x)’ S [_17 1]7

e discutere la convergenza uniforme.

fn<x) =

x e [-1,1].

EsErcIz1O 1.8.34. Si consideri la successione di funzioni f, : R — R, n € N,

fulz) = / "M 4 seR

ny? + x2
i) Calcolare il limite puntuale
f(z) = lim f,(z), z€R.
n—oo

ii) Studiare la convergenza uniforme nel limite precedente.






CAPITOLO 2

Spazi metrici. Continuazione

1. Spazi di Banach

Gli spazi di Banach sono spazi normati che sono completi come spazi metrici.

DEFINIZIONE 2.1.1 (Spazio normato). Uno spazio normato (reale) ¢ una coppia
(V.| - |I) dove V' & uno spazio vettoriale reale e || - || : V' — [0,00) ¢ una funzione,
detta norma, che per ogni x,y € V e per ogni A € R verifica le seguenti proprieta:

1) [|z]] > 0 e ||z]| = 0 se e solo se x = 0;
2) [[Az| = [Alllz]| (omogeneita);
3) ||z + y|| < ||z|| + ||ly|l (subadittivita o disuguaglianza triangolare).

Chiaramente, R, C ed R" sono spazi normati con le norme naturali. Una norma
| - || su uno spazio vettoriale V' induce canonicamente una distanza d su V' definita
nel seguente modo:

d(ﬂf,y): ”x_y”a x,yEV

La disuguaglianza triangolare per la distanza d deriva dalla subadittivita della norma
| - ||. Infatti, per ogni z,y,z € V si ha:

dir,y) =z -yl =llv —z+z—yl| < |lv—z|| + ||z — yl| = d(=, 2) + d(2,9).

DEFINIZIONE 2.1.2 (Spazio di Banach). Uno spazio normato si chiama spazio di
Banach se & completo come spazio metrico.

Gli spazi normati finito dimensionali sono sempre di Banach. Sia (V)| - ||v) uno
spazio normato reale di dimensione finita n > 1. Fissiamo una base vy,...,v, di V.
La trasformazione ¢ : R" — V

o(x) = Z:Bivi, r=(x1,...,2,) € R,
i=1

€ un isomorfismo vettoriale. Definiamo su R” la norma
[zl = lle(@)llv, = eR"™

Verificare che ||-|| sia una norma su R™ ¢ un facile esercizio. Gli spazi normati (R", ||-||)
e (V]| - |lv) sono isomorfi come spazi vettoriali e isometrici, con isometria ¢, come
spazi metrici. Nel seguito, non ¢ dunque restrittivo limitare la discussione ad R".

PROPOSIZIONE 2.1.3. Due norme || - ||y e || - ||2 su R" sono equivalenti. Ovvero,
esistono due costanti 0 < C; < (5 < oo tali che per ogni z € R” si ha

(2.1.3) Cillzlly < [lzllz < Collz])s.
21
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Dim. Senza perdere di generalita, possiamo supporre che

n 1/2
ol =lal = (Y- a2) 7, wemrn

i=1
Affermiamo che la funzione f : R" — [0,00), f(z) = ||z||2, & continua rispetto alla
distanza standard di R™. Infatti, dalla subadditivita della norma segue segue

[f(z+h) = f@)] = [z + Rkl = llzlz] < [Pll2, 2,7 €R™

D’altra parte, indicando con eq,...,e, la base canonica di R", si ha
n n n
Ille = || D= hied], < D7 Inlllella < 2 I,
i=1 =1 =1
con M = max{|lei]2,-..,|lenll2}. Dunque, per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che |h| <

implica ||h]|2 < €, e quindi anche |f(z + h) — f(x)| < . In effetti abbiamo provato
che f e uniformemente continua.
La sfera unitaria K = {z € R" : |z| = 1} ¢ un insieme compatto, e quindi per
il Teorema di Weierstrass la funzione f : K — [0,00) ammette massimo e minimo:
esistono y, z € K tali che
0<Cr =yl < llzflz < llzfl2 = C2 <00, z€K.
La disuguaglianza generale (2.1.3) segue per omogeneita. O

Dal fatto che R™ & completo per la distanza standard segue che tutti gli spazi
normati finito-dimensionali sono completi.

2. Alcuni spazi funzionali

2.1. Funzioni continue su un compatto. Siano X un insieme ed f: X — R
una funzione. La “sup-norma” verifica le seguenti proprieta elementari:

1) Siha || f]le < o0 se e solo se f ¢ limitata su X.
2) Vale la subadditivita:

15+ gll = sup | £(2) + g(a)| < sup ()] + o)
< sup [ f(x)] + sup |g(x)] = [[flloc + l|9lloe-
zeX zeX

3) Sia K uno spazio metrico compatto e sia f € C(K) una funzione continua.
Per il Teorema di Weierstrass, la funzione z +— |f(z)| assume massimo su
K. Dunque, nella definizione di sup-norma il sup puo essere sostituito con

un max:
[flloe = sup [ f ()] = max | f(z)].
zeK S
E immediato controllare che lo spazio vettoriale C'(K) & normato da || - [|sc.

TEOREMA 2.2.1. Sia (K, d) uno spazio metrico compatto. Lo spazio X = C(K)
con la norma della convergenza uniforme:

|/l = max | £ ()

€ uno spazio di Banach.
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Dim. Sia (f,)nen una successione di Cauchy in X. Per ogni x € K fissato, la
successione ( f,,(x))nen € una successione di Cauchy in R e quindi € convergente. Esiste
un numero f(z) € R tale che f,(z) — f(z) per n — oo e risulta cosi definita una
funzione f : K — R. Proviamo che:

(2:2.4) lim [ £~ flloe = 0.
Per ogni ¢ > 0 fissato, esiste n € N tale che per ogni x € K vale

|fu(x) — f(z)| <€ perm,n>n.
Facendo tendere m — oo e usando la convergenza f,,(z) — f(z) per m — oo si
ottiene, per ogni xr € K,

|fu(z) — f(z)] <e perm,n>n.

Questo prova 'affermazione (2.2.4).
Per il Teorema 1.2.2, f : K — R ¢ continua, ovvero f € X.

2.2. Lo spazio C'([0,1]). Lo spazio vettoriale
C([0,1]) = {f : [0,1] = R f & derivabile con continuita su [0, 1]}.

munito della norma
[ fllerqopy = 11l + 11f Moo

e uno spazio di Banach. Si veda I’Esercizio 2.8.2. In effetti, anche

£l = 1O+ 11 oo

¢ una norma su C'([0,1]) che lo rende completo. Tale norma ¢ equivalente alla
precedente.

2.3. Funzioni Lipschitziane. Sia A C R" un insieme. Per ogni funzione f :
A — R definiamo
|z =yl
e diciamo che f & Lipschitziana su A se Lip(f) < co. Posto L = Lip(f) avremo allora
[f(x) = f(y)l < Llz —yl, @y€eA

Dunque, le funzioni Lipschitziane sono uniformemente continue. L’insieme Lip(A)
delle funzioni Lipschitziane su A a valori in R™ ¢ un sottospazio vattoriale di C'(A).

<L, x,yGA,x#y},

2.4. Spazi ?(R). Sia .(R) l'insieme di tutte le successioni a valori reali x =
(x;)ien con x; € R per ogni i € N. L’insieme .#(R) ¢ in modo naturale uno spazio
vettoriale, che ¢ di dimensione infinita. Per 1 < p < oo definiamo

el = ()" w e @),
i=1

Se la serie diverge, il significato ¢ ||z||, = co. Quando p = oo definiamo
|%]|co = supq{|z;| : i € N}.

Chiaramente, ||z]| < 00 se e solo se la successione ¢ limitata.
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Possiamo allora definire i seguenti sottoinsiemi di .7 (R)
PR)={z €. S(R): |z, < oo}

(P(R) & uno spazio di Banach per ogni 1 < p < co. Qui ci limitiamo a verificare che
si tratta di spazi normati.

Siano 1 < p,q < oo tali che 1/p + 1/q¢ = 1 (esponenti coniugati di Holder). Se
x € P(R) e y € t4(R) allora vale la seguente generalizzazione della disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz

(2.2.5) szyz < lzllpllyllq:
i=1

con la serie a sinistra che converge assolutamente. La disuguaglianza vale anche nel
caso p = 1 e ¢ = 0o. Per provare la disuguaglianza (2.2.5) si usa I’Esercizio 2.8.1.

Ora proviamo che la norma || - ||, su *(R) verifica la proprieta di sub-adittivita.
Infatti, per z,y € P(R) si ha
oo [e.e] o0

Z |z + yil” = Z | + il P s+ i < Z |+ yaP 7 (| + [yl

i=1 i=1 i=1
= Z |z + yi P | + Z |z + yil Pyl usiamo (2.2.5)
i=1 i1

- 1/q e
<l ( s+ wal®20) 7 ol (3 i -l

i=1 =1
> 1/q
= (el + Nylla) (3l +wal”) ™
=1

Riordinando la disuguaglianza ottenuta si trova ||z + y|l, < |1z, + ||yll,-
I casi p =2 e p = oo hanno un’importanza speciale. Nel caso p =2 si haq¢=2, e
su £*(R) si puo introdurre il prodotto scalare

1/q

<$ay>2 = Zaziyi, T,y € 62(R).

i=1
Allora si ha ||z||2 = \/(z,y)2 e vale la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

(2, 9)2| < ll2l2]lyll2-
Lo spazio ¢*(R) ¢ uno spazio di Hilbert di dimensione infinita.
Mentre ¢P(R) & separabile per ogni 1 < p < oo, lo spazio £*°(R) non ¢ separabile.
Si tratta di uno spazio di Banach enorme che contiene tutti gli spazi metrici separabili.

3. Teoremi di punto fisso

Sia X un insieme e sia T': X — X una funzione da X in se stesso. Siamo inte-
ressati all’esistenza di soluzioni x € X dell’equazione T'(z) = x. Un simile elemento
r € X si dice punto fisso di T.
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3.1. Teorema delle contrazioni.

DEFINIZIONE 2.3.1 (Contrazione). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un’applicazione
T : X — X ¢ una contrazione se esiste un numero 0 < A < 1 tale che d(T'(z),T(y)) <
Ad(z,y) per ogni z,y € X.

Le contrazioni sono Lipschitziane e dunque uniformemente continue.

TEOREMA 2.3.2 (Banach). Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia T : X —
X una contrazione. Allora esiste un unico punto z € X tale che z = T'(x).

Dim. Sia zp € X un qualsiasi punto e si definisca la successione z,, = T"(xzq) =
To...oT(xy), n-volte. Proviamo che la successione (z,)nen € di Cauchy. Infatti, per
la disuguaglianza triangolare si ha per ogni n,k € N

k k
n+h n+h—1
xn+kuxn E d xn+huxn+h 1 E d T T (513'0))
h=1

h=1
k 00
< d(T(x0), x0) D N < A(T (o), 0) D AP
h=1 h=1

La serie converge e A" — 0 per n — 00, dal momento che A < 1. Poiche X & completo,

esiste un punto x € X tale che x = lim 7" (zy).
n—oo

Proviamo che x = T'(z). La funzione T': X — X & continua e quindi abbiamo

= lim T"(zy) = lim T(T" *(z0)) = T(lim T" ! (x0)) = T(x).
n—00 n—00 n—00
Proviamo infine che il punto fisso ¢ unico. Sia € X tale che z = T'(z). Allora
abbiamo

d(z,7) = d(T(z), T(7)) < M(2,7) = d(z,7) =0,

perche A < 1, e quindi z = 7
O

La dimostrazione del Teorema di Banach e costruttiva e puo essere implementata
in un calcolatore.

TEOREMA 2.3.3. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia T': X — X un’ap-
plicazione tale che per qualche n € N l'iterazione T™ ¢ una contrazione. Allora esiste
un unico = € X tale che z = T'(z).

Dim. Per il Teorema di Banach esiste un unico z € X tale che 7" (z) = z. Allora,
per qualche 0 < A < 1, si ha

d(x, T(x)) = d(T"(2), T(T"(x))) = d(T"(x), T"(T(x))) < Ad(x, T(x)),

e quindi d(x,T(x)) = 0, che ¢ equivalente a T'(x) = x.
Supponiamo che esista un secondo punto fisso y € X, con y = T'(y). Allora si ha
anche y = T"(y) e pertanto z = y, dall’'unicita del punto fisso di 7.
O
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3.2. Teoremi di Brouwer e di Schauder.

TEOREMA 2.3.4 (Brouwer). Sia K’ C R", n > 1, una palla chiusaesia7 : K — K
continua. Allora esiste x € K tale che T'(z) = x.

In questi casi, il punto fisso tipicamente non ¢ unico. Per n = 1 il teorema precedente
ha una dimostrazione elementare. Per n = 2, la dimostrazione migliore e si basa sulla
nozione di omotopia. Per n > 3, esistono dimostrazioni basate sull’omologia. Per
una dimostrazione analitica, si veda Evans, Partial Differential Equations, p.441. 11
Teorema di Brouwer si estende alla dimensione infinita.

TEOREMA 2.3.5 (Schauder). Sia (X, || -||) uno spazio di Banach e sia K C X un
insieme non-vuoto, chiuso e convesso. Sia T': K — K un’applicazione tale che:

i) T & continua,
ii) T(K) C K ¢ compatto.
Allora esiste € K tale che T'(z) = «.

Per una dimostrazione, si veda Evans, Partial Differential Equations, p.502.

4. Trasformazioni lineari e continue

Siano (X, || - |lx) e (Y, | - |[y) due spazi normati reali. Per ogni trasformazione
(operatore) lineare T : X — Y definiamo
IT[| = sup || T[]y
llf| x <1
Se || T|| < oo diremo che T' & una trasformazione limitata e chiameremo ||T'|| la norma
di 7. Indichiamo con

ZL(X,Y)={T: X — Y |lineare e limitata},

I'insieme delle trasformazioni lineari e limitate da X a Y. Con le naturali operazioni
di somma fra applicazioni e di moltiplicazione per uno scalare, .Z(X,Y’) & uno spazio
vettoriale reale. Osserviamo che dalla definizione di ||T|| segue immediatamente la
disuguaglianza

(2.4.6) [Tzlly <[ITlllzllx, =eX.

Proviamo che || - || € una norma:
i) Se T' = 0 ¢ I'applicazione nulla, allora ||T'|| = 0. Se viceversa ||T'|| = 0 allora
dalla (2.4.6) segue che ||Tz||y = 0 per ogni z € X, e quindi 7" = 0.
ii) Per ogni A € R si ha
IAT] = sup [(AT)zlly = sup [[A(Tz)lly = [Al sup [|Tz[ly = AT

]l x <1 ll=llx <1 ll=llx <1
iii) Infine verifichiamo la subadditivita. Se T, S € Z(X,Y") allora
T+ S| = sup ||(S+T)z|y = sup ||Sz+Tx|y

Jall <1 el x <1
< sup [|Szlly + [|T=[ly <[]+ (71

[zl x <1

PROPOSIZIONE 2.4.1. Sia T' : X — Y lineare. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:
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A) T ¢ limitata;
B) T ¢ continua in 0;
) T & continua da X a Y.
Dim. A)=-C). Se T ¢ limitata, allora per ogni punto zy € X si ha
[Tz — Taolly = || T(z — zo)ly < [|T[l[lz — zollx,

e quindi 7' & continua in xg. In effetti, 7" & Lipschitziana.
C)=B) ¢ banale. Proviamo che B)=-A). Se T" ¢ continua in 0 allora per ogni e > 0
(ad esempio per € = 1) esiste 6 > 0 tale che

lellx <6 = [[Tzly <e=1.

Dunque, se ||z]|x < 1sihad||Tz|y = ||T(0x)|y <1, dacui ||[Tz|y <1/§. Segue che
1T <1/6 < 0.
0

OSSERVAZIONE 2.4.2. Alla luce della proposizione precedente, possiamo equiva-
lentemente definire

ZL(X,Y)={T: X — Y |lineare e continua}.

OSSERVAZIONE 2.4.3. Se X e Y sono di dimensione finita, allora la linearita
implica automaticamente la continuita. Questo segue dal fatto che una trasformazione
lineare 7' : R — R ¢ della forma

n
= Z Qi Ly,
i=1

per opportuni aq,...,a, € R, ovvero ¢ un polinomio omogeneo di grado 1.
Quando X non ¢ di dimensione finita, allora la linearita non implica la limitatezza

(Esercizio 2.8.17).

EseEmpPIO 2.4.4. Sia X = (C([0,1]) munito della sup-norma e sia ¥ = R. La
trasformazione 7' : X — R )
- [ s
0

e lineare, in quanto l'integrale di Riemann e lineare. Inoltre, T' ¢ ovviamente anche

limitato
=] [ s < [1swna < i
e dunque ¢ continuo, T' € Z(X,R) = X*, dove con X* si indica il duale di X.

Gli argomenti di questa sezione e della precedente sono il punto di partenza del
corso di Analisi funzionale.

5. Caratterizzazione degli spazi metrici compatti

Per il Teorema di Heine-Borel, un insieme K C R" ¢ compatto se e solo se e chiuso
e limitato. Una simile caratterizzazione smette di valere negli spazi di “dimensione
infinita”. Negli spazi metrici completi, tuttavia, la caratterizzazione continua valere
pur di sostituire la “limitatezza” con la “totale limitatezza”.
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DEFINIZIONE 2.5.1 (Totale limitatezza). Uno spazio metrico (X,d) si dice to-
talmente limitato se per ogni r > 0 esistono x1,...,z, € X, n € N, tali che

X:U&@y

TEOREMA 2.5.2. Sia (X,d) uno spazio metrico. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

i) X ¢ compatto.

ii) Ogni insieme A C X con Card(A) = oo ha un punto di accumulazione.
iii) X e sequenzialmente compatto.
iv) X & completo e totalmente limitato.

Prima di iniziare con la dimostrazione ricordiamo il seguente fatto:

PROPOSIZIONE 2.5.3. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e siano K,, C X,
n € N, insiemi chiusi non vuoti tali che K, C K, e diam(K,) — 0 per n — oo.
Allora esiste € X tale che

() Kn = {z}.

Dim. Selezioniamo punti z,, € K,, # (), n € N, a nostro piacere. La successione
(Zn)nen di di Cauchy, infatti se m > n allora z,,, z,, € K,, e dunque

d(zpm, x,) < diam(K,) < ¢

per ogni n € N sufficientemente grande. Per la completezza di X, esiste x € X tale
che x,, — x per n — oo. Siccome z,, € K, per ogni m > n, dalla caratterizzazione
sequenziale della chiusura di K, segue che x € K,,, per ogni n € N e dunque

o0
T € ﬂ K,.
n=1

Se, poi, y € un altro punto nell’interesezione, allora x,y € K,, per ogni n € N e dunque
d(z,y) < diam(K,). Deve dunque esssere d(x,y) = 0, ovvero = = y.
O

Dimostrazione del Teorema 2.5.2. i)=-ii). Sia X compatto e sia A C X un
sottoinsieme con cardinalita Card(A) = oco. Supponiamo per assurdo che A non
abbia punti di accumulazione. Allora per ogni x € X esiste r, > 0 tale che

B, (x)\{z}nA=10.

Dal momento che X = U B,,(x) & un ricoprimento aperto, dalla compattezza di X
zeX

n

segue che esistono finiti punti zy,...,z, € X tali che X = U B, (x;). Da cio segue
i=1

che

A=AnX=JAnB,, (x;) c | J{z:},
i=1 i=1
ed A e un insieme finito. Questo ¢ assurdo.
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ii) =iii). Sia (z,)neny una successione in X. Se la cardinalita dell’insieme A =
{z, € X : n € N} ¢ finita allora la successione (z,)nen ha una sottosuccessione co-
stante. Se la cardinalita di A non e finita, allora esiste z € X punto di accumulazione
di A. Allora per ogni k € N esiste n, € N tale che x,, € By/(x). Inoltre, la scelta
di n; puo essere fatta in modo tale da avere una selezione crescente di indici k& — ny,.
La sottosuccesione (x,, Jren converge ad x.

iii) =iv). Proviamo che X & completo. Sia (x,),en una successione di Cauchy.
Per ipotesi esiste una sottosuccessione (@n, Jken che converge ad un punto z € X. Ma
allora, fissato € > 0 esistono n, k € N tali che

d(z,x,) < d(z,zp,) + d(xp,, T,) < 26

non appena k > k e n,n, > n. Questo prova che x, — z in X per n — 0o.
Proviamo che X é totalmente limitato. Supponiamo per assurdo che esista r > 0
tale che non ci sia un ricoprimento finito di X con palle di raggio r.
Prendiamo z; € X, 25 € X \ B,(z1) e per induzione
n—1
v, € X\ | Br(@:).
i=1
La successione (z,)nen verifica d(x,,z,,) > r per ogni n # m, e dunque non puo
avere sottosuccessioni convergenti.

iv) =1). Questa e la parte piu significativa della dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che X non sia compatto. Allora ¢’¢ un ricoprimento
aperto di X, sia esso { A, }acw, che non ha alcun sottoricoprimento finito.

Per la totale limitatezza, esistono palle Bj,... ,B}Ll di raggio 1 tali che X =
U, B}. Senza perdere di generalita possiamo supporre qui e nel seguito che le palle
siano chiuse. In particolare, esiste una palla B}l, 1 <41 < ny, che non e ricoperta da
un numero finito di aperti A,. L’insieme Bil1 ¢ totalmente limitato, e quindi esistono
palle Bf, ..., BZ, relative a B} diraggio 1/2 tali che B} C |J?; B?. Esiste un insieme
BfQ che non puo essere ricoperto da un numero finito di insiemi aperti A,.

Ora procediamo per induzione. Per ogni k € N esiste una palla chiusa Bfk relativa

a Bfkill, con raggio 1/k che non puo essere ricoperta con un numero finito di insiemi
aperti A,.

Poiche X e completo, la successione decrescente di insiemi chiusi (Bfk Jren ha
intersezione non vuota. Dunque esiste z € ﬂ;ozl Bfk . D’altra parte, x € A, per
qualche o € &7 ed esiste dunque r > 0 tale che B, (x) C A,. Se ora k € N ¢ tale che
1/k < r/2 allora B C B.(x) C Aa. Questa ¢ una contraddizione, perche Bf non

puo essere ricoperto da un numero finito di insiemi A,. O

6. Teorema di Ascoli-Arzela

Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e sia C'(X) lo spazio delle funzioni continue
a valori reali con la norma

(2.6.7) 1A= 1[flloe = max | f(2)].

Sappiamo che C'(X) ¢ uno spazio di Banach. In questa sezione caratterizziamo gli
insiemi compatti di C'(X).
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DEFINIZIONE 2.6.1. Un insieme K C C(X) si dice equilimitato se esiste una
costante M > 0 tale che

sup [| f[| < M.
feK

L’insieme K si dice equicontinuo se per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che

d(z,y) <6 =sup|f(z)— f(y) <e
feK

TEOREMA 2.6.2 (Ascoli-Arzela). Sia K C C(X). Sono equivalenti:

A) K é compatto;
B) K & chiuso, equicontinuo ed equilimitato.

Dim. A)=-B) Se K & compatto allora ¢ sicuramente chiuso. Inoltre per la ca-
ratterizzazione degli spazi metrici compatti, K e totalmente limitato, e dunque e a
maggior ragione equilimitato. Rimane da provare che K & equicontinuo.

Fissiamo € > 0. Dalla totale limitatezza di K segue che esistono f1,..., f, € K tali
che K C J, B(fi,¢), con sfere nella distanza di C'(X). Poiche ogni f; ¢ continua
su X che e compatto, allora ¢ anche uniformemente continua. E dunque possibile
trovare 0 > 0 tale che per ogni ¢ = 1,...,n si abbia

d(z,y) <6 = |fix) = fily)| <e.

Data f € K risultera f € B(f;,e) per un qualche ¢ € {1,...,n}. Dunque, se
d(z,y) <6

[f(x) = f)| < [f(2) = fil2)] + | filx) = fi)] + [ fily) — f(y)] < 3e.
Questo prova la equicontinuita di K.

B)=-A) Data una successione ( f, )nen in K, vogliamo estrarre una sottosuccessione
convergente in K.

Poiche X & compatto, allora e separabile, e dunque esiste Xg = {z,, € X : n € N}
tale che X, = X. Poiche supsex | f(21)] < M si possono trovare a; € N ed una
sottosuccessione (f!),en tali che fr(z1) = a; € R. Analogamente sup,,cy | £ (22)] <
M e dunque si puo estrarre da f! una sottosuccessione f? tale che f2(z3) — ay € R.

Per induzione su k, si pud estrerre da (f*71),cn una sottosuccessione (f¥),cn tale

n

che f*(zy) — ap € R. In effetti, per ognii =1,...,k si ha

ok
lim f)(x;) = .
n—o0
Con il procedimento di selezione diagonale si definisce la successione f, = f}', n € N.
Dunque, f, ¢ definitivamente una sottosuccessione di ogni f*, e pertanto per ogni
1 € N si ha

5, Jaloe) = o

Estendiamo la convergenza da Xy su tutto X utilizzando la continuita uniforme.
Mostreremo che la successione (f,)nen ¢ di Cauchy in C'(X) e dunque converge
uniformemente ad una funzione (continua) f € K (infatti K ¢ chiuso).
Fissiamo ¢ > 0. Per la equicontinuitd esiste § > 0 tale che |f,(z) — f,.(v)|
o0
1

< e
per d(z,y) < ¢ uniformemente in n € N. Dal momento che X = (J.2, B(z;,0), per
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compattezza e possibile trovare un numero finito di centri zy,...,Z; tali che
k
X = JB(®:,0).
i=1

Per z; fissato, le successioni numeriche f,,(Z;) convergono, e dunque sono di Cauchy.
Poiche ve ne sono un numero finito e possibile trovare n € N tale che

|fn(Z:) — fin(Z:)| < e per ognin,m >neperognii=1,... k.
Sia ora € X arbitrario. Esiste z; tale che x € B(Z;,d), e dunque
fa(@) = [ (@) < |fal@) = fal@)] + 1 fa(@i) = fn(@)| + | fin(3i) — fn(@)] < 3e,
pur di prendere m,n > n. Poiche la scelta di n non dipende da x questo prova che
| fn — fmll <3¢ per ogni n,m > n.

Con questo la dimostrazione del Teorema di Ascoli-Arzela e terminata. O

7. Teoremi di approssimazione di Stone-Weierstrass

In questa sezione studiamo il problema di approssimare le funzioni continue su un
compatto con funzioni speciali. Nel caso di un intervallo vorremmo approssimare una
funzione continua con polinomi oppure con funzioni trigonometriche.

Il prossimo teorema, che riportiamo per il suo interesse storico, € un caso speciale
del Teorema di Stone-Weierstrass.

TEOREMA 2.7.1 (Weierstrass I). L'insieme delle funzioni polinomiali sull'intervallo
[0,1] & denso rispetto alla convergenza uniforme nello spazio C([0, 1]) delle funzioni
continue.

Dim. Sia f € C([0,1]). E sufficiente provare che esiste una successione di polinomi
che converge uniformemente ad f su [n,1 —n] per n € (0,1/2). Per riscalamento e
traslazione, infatti, ci si riconduce a questo caso.

Per n € Nsia ¢, : [-1,1] = R, p,(x) = a(n)(1 — 2*)", dove la costante a(n) ¢
fissata dalla condizione

a(n) /01(1 _ )y = 1.

Per il punto (iii) dell’Esercizio 2.8.29 risulta

1 ) w/2 . T
2.7. 1—2%)"dx = in”" M Ydy ~ | | —.
(2.7.8) /0( z°)" dx /0 sin 1/2(2n+1)

Per z € [0, 1] definiamo

fulz) = /0 F(E) ol — €) de.

La funzione f,(z) ¢ un polinomio di grado 2n nella variabile z.
Fissato € > 0, mostriamo che esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha

(2.7.9) sup | fu(2) = f(z)| <e.

x€[n,1-n]
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La funzione f ¢ limitata, |f(x)] < M per ogni x € [0,1], ed ¢ uniformemente
continua. Dunque esiste § € (0,7) tale che |f(x) — f(£)| < e per ogni |z —&| < J. Sia
x € [n,1 —n] e consideriamo

1 x+d
o)~ 1@ < | [ £©0na =95~ [ s©pa - ¢

z+6 z+3
[ r@ea-ga- [ @t - 0
z—4 z—48
T+ 1
[ st - de- [ f@ente -0,
r—0 0
e quindi
45
| fo(z) = fl2)] < / |f(O)|en(z — &) dE +/ (&) = f(@)pn(z — &) d€
[0,2—46]U[z+0,1] z—§
+ | f(2)] pn(z — &) d§
[0,x—0]U[z+6,1]
T+
<3M on(x —§) df—i—s/ on(x — &) d€
[0,z—48]U[z+46,1] z—48

< 6Mp,(5) + 2.

Infatti, essendo = > §

x )
/ ©n(€) d§ < pn(9), / ©n(€)dE < 2.
) —0

Da (2.7.8) segue che
lim ¢, (0) = lim a(n)(1 —46%)" = 0.
n—oo n—oo

La (2.7.9) ¢ provata. O
DEFINIZIONE 2.7.2. Le funzioni 2r—periodiche f : R — R del tipo

f(z) = % + Zakcoskx—i-bksinkx, z € R,
k=1

con n € N e ag, by, € R, sono dette polinomi trigonometrici.

TEOREMA 2.7.3 (Weierstrass II). L’insieme dei polinomi trigonometrici ¢ denso
rispetto alla convergenza uniforme nell’insieme delle funzioni continue 2r—periodiche.

Dim. Diamo solo un cenno della dimostrazione. Sia ¢,(z) = a(n) cos®™ (%), con

2
a(n) definito dall’identita
a(n)/ cos™" (g) dr = 1.

fulz) = / " () pule — a)de

sono polinomi trigonometrici che approssimano f uniformemente. La dimostrazione
¢ analoga alla precedente. U

Le funzioni
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Ora passiamo al caso generale di funzioni continue su uno spazio metrico.
TEOREMA 2.7.4 (Stone-Weierstrass I). Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e
sia V' C C(X) un sottospazio vettoriale delle funzioni continue su K tale che:

(i) se u € V allora |u| € V;
(ii) per ogni coppia &, € X esistono u,v € V tali che

u(€) v(§) )

det 0.

(o) vt ) ?

Allora V' = C(X) nella topologia della convergenza uniforme.
Dim. Se u,v € V, allora da (i) segue che le funzioni

(u+v) — |u— v (u+v)+|u—v

min{u, v} = 5 . max{u,v} = 5
sono in V.
Siano f € C'(X) ed € > 0. Mostriamo che esiste u € V' tale che
(2.7.10) flz)—e<u(x) < f(x)+e

per ogni z € X.
Fissati {,n € X, esiste una funzione ug, € V tale che ug,(§) = f(&) e ugy(n) =
f(n). Infatti, esistono u,v € V' che verificano (ii), e dunque il sistema lineare

{ u(&)a+v(€)B = f(§)
u(n)a+v(n)8 = f(n)

ha una soluzione (e, ). La funzione ug, = au + v € V soddisfa le richieste.

Sia ora n € X fissato e per ogni £ consideriamo la funzione ug,. Poiche ug,(§) =
f(&), esiste un intorno aperto % di ¢ tale che ug,(z) > f(x) — e per ogni x € %. La
famiglia {% : £ € X} & un ricoprimento aperto di X, e dunque & possibile scegliere
&1,..., & € X tali che UF %, = X. Sia

w, = max{ug,, ..., Usgn}-
Se x € X allora x € %, per qualche i = 1,...,k e dunque
Uy () = ugy(x) = flz) — €.

Per ogni n € X risulta u,(n) = f(n), e dunque esiste un intorno aperto %;, di  tale
che u,(z) < f(z) 4+ ¢ per ogni x € %,. La famiglia {%, : n € X} & un ricoprimento
aperto di X, e dunque esistono 7y, ...,n, € X tali che U?Zl%m = X. Poniamo

w=min{u,,,...,u,,}
Se z € X allora z € %,, per qualche j =1,...,h e dunque
u(e) <y (2) < f(&) + 2.
Questo prova il teorema perche u € V' e la (2.7.10) & verificata. O

Un’algebra di funzioni &7 C C'(X) e un sottospazio vettoriale chiuso per moltipli-
cazione.

TEOREMA 2.7.5 (Stone-Weierstrass II). Sia (X, d) uno spazio metrico compatto
e sia & C C(X) un’algebra di funzioni tale che:
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(i) 1 € o
(ii) per ogni coppia &,n € X esiste u € o tale che u(§) # u(n).

Allora o/ = C(X) nella topologia della convergenza uniforme.

Dim. Verifichiamo le ipotesi del Teorema 2.7.4 per V = &/. V & uno spazio
vettoriale. Fissati £, € X, la proprieta di separazione si verifica scegliendo v =1 e
u come nell'ipotesi (ii). Segue che

W€ 1N
det ( u(n) 1 ) = u(§) (n) # 0.

Sia u € V e proviamo che |u| € V. Osserviamo preliminarmente che la serie di
Taylor

(1+6)" = i (1722)%

n=0

converge uniformemente per t € [—1, 1] (verifica: esercizio). Dunque si ha

= (1/2
2\ % 2 L 2
o= (==t = 3 (M)
n=0
con convergenza uniforme per s € [—1, 1].
A meno di una rinormalizzazione si puo supporre sup,cy |u(x)| < 1/2 e consi-
derare una successione uy € 7, k € N, convergente uniformemente a u che verifica

lug(x)| <1 per ogni x € X e k € N. Allora si ha

1/2
n

)(ui — 1"

h
lu| = | im w| = lim |ug| = lim lim (
k—o0 k—o00 k—o00 h—o0 —

I due limiti sono entrambi uniformi, e poiche

h

3 (1£2> (2 —1)" € o

n=0
questo prova che |u| € V = . O

Le funzioni polinomiali formano un algebra con unita con la proprieta di separa-
zione. Dunque, si ottiene il corollario:

COROLLARIO 2.7.6 (Weierstrass I). L’insieme delle funzioni polinomiali su [0, 1]
e denso in C(]0, 1]) rispetto alla convergenza uniforme.

I polinomi trigonometrici sono pure un’algebra con unita e con la proprieta di
separazione. E dunque:

COROLLARIO 2.7.7 (Weierstrass II). Una funzione f € C([0,27]) tale che f(0) =
f(2m) ¢ il limite uniforme di una successione di polinomi trigonometrici.
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8. Esercizi
8.1. Spazi normati.

EsERrcIz1o 2.8.1. Siano 1 < p, ¢ < oo tali che %—l—% = 1. Provare la disuguaglianza

1 1
t<—tP4+—-, t>0,

p q
e dedurre che
tr g4
st<—+2, s,t>0.
p q

Usare questa disuguaglianza per provare la disuguaglianza (2.2.5).

ESERCIZIO 2.8.2. Provare che C''(]0,1]) con la norma

1 ller = 1 lloo + 11 oo

¢ uno spazio di Banach. Provare che C'([0,1]) con la norma

1fller e = 1 O+ 1 Nloo

pure ¢ uno spazio di Banach. Provare che le due norme sono equivalenti.

ESERCIZIO 2.8.3. % Lo spazio C([0,1]) con la distanza data dalla norma integrale
/mf ) — g(x)|dx

ESERCIZIO 2.8.4. * Provare che /*°(R) non ¢ separabile.

non € uno spazio metrico completo.

8.2. Contrazioni e punti fissi.

ESERCIZIO 2.8.5. x Determinare tutti i numeri a > 0 tali che la funzione f : R —

f(x) =V14+az? =zeR,

sia una contrazione rispetto alla distanza Euclidea.

R

EsErcizio 2.8.6. Sia X = C([0, 1]) con la sup-norma. Provare che per a > 0, la
funzione T': X — X

T(f)(a) = e [ o) dr
0
¢ una contrazione.

ESERCIZIO 2.8.7. * Sia g € C([0,1]) una funzione continua fissata.

i) Provare che esiste un’unica soluzione y € C(|0,1]) dell’equazione funzionale

_ 1 y(t)
) 5/0 Wdt—l—g(x), x € [0,1].

ii) Calcolare la soluzione nel caso g(z) = x.
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ESERCIZIO 2.8.8. * Sia h € (C([0,1]) una funzione assegnata. Verificare che
I’equazione funzionale

1 x
fla) =ho) + (o) [ Flo)ds, a € 0.1
0
ha una soluzione unica f € C([0, 1]).
EseErcizio 2.8.9. Sia a € R e si consideri 1'equazione
sinz + / V14 fi(t)%dt = af(x), xe€][0,1].
0
i) Provare che per |a| > 1 I'equazione ha un’unica soluzione f € C*([0,1]).
ii) Provare che per |a| <1 I’equazione non ha soluzione.
EsERrcizio 2.8.10. Siano A € R e b € R” e consideriamo la funzione 7" : R" — R"
T(x)=Xx+0b, zeR"

1) Calcolare una formula per literazione T*(xq) = T o ... 0T (xy) k volte, dove
o € R™ € un punto fissato;

2) Stabilire per quali valori di A la trasformazione T' ¢ una contrazione rispetto
alla distanza Euclidea e per tali valori calcolare il limite di 7% (z) per k — oo.

Esercizio 2.8.11. % Sia f : R — R una funzione con costante di Lipschitz L =
Lip(f) < 1. Provare che la funzione F : R? — R?

F(z,y) = (z+ f),y + f(z)), (z,y) € R
¢ iniettiva e suriettiva.

ESERCIZIO 2.8.12. * Si considerino il quadrato @ = {(z,y) e R? : |z| < 1 e |y| <
1} e la funzione f : Q — R? cosi definita

1 1
flay) = (G0 -y =)@ - -1).
1) Provare che f(Q) C Q.
2) Usando il teorema delle contrazioni, provare che il sistema di equazioni
6r=1—y—19°
6y =2’ —x—1
ha una soluzione unica (z,y) € Q.

ESERCIZIO 2.8.13. * Per n > 1 siano B = {z € R" : |2| < 1} e 29 € B tale che
|zo] < 4. Sia poi T : R" — R™ la funzione

4

1) Provare che T trasforma B in se, ovvero che T'(B) C B.
2) Provare che 'equazione T'(x) = x ha una soluzione unica x € B.

1 1
T(z)=-z+ §|x|2x + xo.

ESERrcIzIO 2.8.14. Provare il Teorema 2.3.4 nel caso n = 1. Se f : [0,1] — [0, 1]
e continua allora esiste x € [0, 1] tale che f(z) = .
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EseErcizio 2.8.15. % Sia X uno spazio metrico compatto e sia 7" : X — X
un’applicazione tale che d(T'(x),T(y)) < d(z,y) per ogni xz,y € X tali che z # y.
Provare che T" ha un unico punto fisso in X.

8.3. Trasformazioni lineari.

EsErcizio 2.8.16. Sia X = C([0,1]) munito della sup-norma e sia 7' : X — R

I’applicazione

(=3 " r(1m).

n=1

i) Provare che T € Z(X,R);
ii) Calcolare ||T°|;
iii) Stabilire se esiste una funzione f € X con || f||o <1 tale che T'(f) = ||T.

Esercizio 2.8.17. Sia X = {f € CY([-m,7]) : f(—7) = f(7)} munito della
norma || - ||eo. Sia 7' : X — R la trasformazione

o0

T(f) = Z % _Tf f(z)sin(nz) dx.

Provare che la serie che definisce T'(f) converge,che T' & lineare ma non limitata.

n=1

EsErcIzio 2.8.18. Siano X e Y spazi normati. Provare che se Y e completo,
allora anche Z(X,Y) & completo, con la norma operatoriale.

EsErcizio 2.8.19. x Sia X = C/([0, 1]) munito della sup-norma, e sia k : [0, 1] x
[0,1] — R una funzione continua. Definiamo l'applicazione T : X — X

T(f)(s) = / K(s.0f(t)dt, e X

i) Provare che s +— T'(f)(s) € continua su [0, 1].
ii) Provare che T' € Z (X, X).
iii) Dare condizioni su k affinche T' sia una contrazione.

8.4. Compattezza e teorema di Ascoli-Arzela.

EsErcizio 2.8.20. Sia V = {f € C([0,1]) : f(0) = 0 e Lip(f) < 1}. Provare che
V' & un sottoinsieme compatto di C([0,1]).

EsErcizio 2.8.21. Indichiamo con L(7y) la lunghezza di una curva rettificabile
v :[0,1] — R™. Provare che l'insieme

V ={y € C([0,1];R") : v(0) = 0, ~ & rettificabile con L(vy) < 1}
¢ compatto in C([0, 1]; R™).

ESERCIZIO 2.8.22. % Sia V l'insieme di tutte le funzioni f € C([0,2n]) fatte nel
seguente modo

f(z) = Zan sin(nz), « € 0,2n],

dove i coefficienti verificano |a,| < 1/n®. Provare che V' & un sottoinsieme compatto
di C(]0,27]).
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ESERCIZIO 2.8.23. Stabilire se il seguente sottoinsieme di £*(R) ¢ compatto:
K={rclPR):|x;| <1/i, i >1}.
ESERCIZIO 2.8.24. Stabilire se il seguente sottoinsieme di /*°(R) ¢ compatto:
K ={x € >*R):|z;] <1/log(l+71), i > 1}.
8.5. Altri esercizi.

ESERcCIZIO 2.8.25. % Sia A C R™ un insieme non-vuoto e definiamo la funzione
distanza

f(zx) =dist(z, A) = inf [z —y|, 2z € R™
yeA
Provare che f e 1-Lipschitziana.

ESERCIZIO 2.8.26. x Sia A C R" un insieme chiuso e sia x € R". Un punto z € A
si dice proiezione metrica di z € R" su A se |v — z| = dist(z, A). Provare che ogni
punto x € R™ ha almeno una proiezione metrica. Provare che se A & convesso allora
la proiezione metrica € unica.

ESERCIZIO 2.8.27. Sia f € C'(R) e consideriamo il sottografico 4 = {(z,y) €

R?:y < f(2)}. E vero che ogni p € OA & proiezione metrica di almeno un punto
q € R*\ A?
Rispondere alla stessa domanda con f € C%*(R).

ESERCIZIO 2.8.28. Per ogni z € R" sia A(z) = (a;j(x)); j=1,.» una matrice n x n
simmetrica tale che x — A(z) sia continua, ovvero z — a;j(x) € continua per ogni
i,7=1,...,n. Siano A\;(z) < ... < A\, (z) € R gli autovalori di A(x). Per ogni vettore
v € R" e per ogni z € R" vale

M(@)vf? < (Az)v,v) < Aa(z)|v]*.

Supponiamo che A; > 0. Per ogni curva v € C*([0, 1];R™), o pitl in generale C* a
tratti su [0, 1], definiamo la lunghezza

() = / (A (1) (8), 4(0)) 2.

Quando A(x) ¢ la matrice identita si ottiene la lunghezza Euclidea di ~.
Dati due punti z,y € R™ definiamo

d(z,y) =inf {{(7) : v:[0,1] = R™ C" a tratti con v(0) = z e y(1) = y}.

1) Supponiamo che esista m > 0 tale che A\;(z) > m per ogni = € R™. Provare
che (R™, d) & uno spazio metrico.

2) Supponiamo in aggiunta che esista M > 0 tale che \,(x) < M per ogni
x € R™. Provare che (R",d) ¢ uno spazio metrico completo.

Lo spazio metrico (R™, d) € un esempio di “varieta Riemanniana”.
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8.6. Teorema di Stone-Weierstrass.

EsErcizio 2.8.29. Per n € N si consideri 'integrale
w/2
1, = / sin™ ¥ dv.
0

Provare che:
(i) nl,, = (n — 1)1,,_5 per ogni n > 2;
(ii) ndnl,—1 = 5 per ognin > 1;
(iii) lim v/nl, = \/7/2.
n—oo
Esercizio 2.8.30. x Sia V' il sottospazio vettoriale di C'([0, 1]; R) generato (span)

dalle funzioni fo(z) = —4= al variare di o > 1. Provare che V = C([0,1];R) con
chiusura nella la topologia della convergenza uniforme.






CAPITOLO 3

Calcolo differenziale in piu variabili

1. Limiti in piu variabili
Siano A C R" con n > 2, f : A — R una funzione e o € R" un punto di
accumulazione di A. Ricordiamo che
lim f(z)=LeR

T—xo
se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che |f(z) — L| < e per ogni z € A tale che
0 < |z — x| <. Se poizg € Aed L= f(xy) diremo che f & continua in x.
L’Esercizio 3.13.2 mostra che esistono funzioni f : R?> — R con le seguenti

proprieta:

1) La funzione z — f(z,y) € continua in = € R, per ogni y € R fissato;

2) La funzione y — f(x,y) ¢ continua in y € R per ogni x € R fissato;

3) La funzione (x,y) — f(z,y) non & continua, ad esempio nel punto (0, 0).

2. Derivate parziali e derivate direzionali in R”

Fissiamo su R™, n > 1, la base canonica eq,...,e,, dove, per ogni i = 1,...,n, si
ha
e;=(0,...,0,1,0,...,0) € R",
con 1 nella posizione i-esima.

DEFINIZIONE 3.2.1 (Derivata parziale). Sia A C R"™ un insieme aperto. Diciamo

che una funzione f : A — R ha derivata parziale i-esima, ¢ = 1,...,n, nel punto
x € A se esiste finito il limite
0 te;) —
F (o) g L4 10) = 1)
ox; t—0 t

f ( :
o, x) per ogni

Diremo che f & derivabile in x se esistono tutte le derivate parziali
1=1,...,n.

Osserviamo che, essendo A aperto ed x € A, si ha x + te; € A per ogni t
sufficientemente piccolo e quindi il limite che definisce la derivata parziale ¢ ben
definito.

ESeEMPIO 3.2.2. Le derivate parziali si calcolano con le regole del calcolo differen-
ziale di una variabile. Sia ad esempio f : R? — R la funzione

2 .
flz,y) = e siny, (z,y) € R®.
Allora le derivate parziali esistono in ogni punto e sono

af 2 of 2
Z = 26" — =" .
é):E(x,y) ze® siny, ay(ﬂf,y) e’ cosy

41
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EseEMPIO 3.2.3. La funzione f : R* — R, f(z) = |z| = (22 + ... +22)"/2 non ¢
derivabile in z = 0. Per x # 0, f ¢ invece derivabile e inoltre

x # 0.

OSSERVAZIONE 3.2.4. Nella letteratura si incontrano le seguenti notazioni alter-
native per indicare le derivate parziali

2L 0f = 0uf = Dif = f

OSSERVAZIONE 3.2.5 (Significato geometrico delle derivate parziali). Conside-
riamo una funzione f : R*> — R derivabile nel punto (r,y) € R% Le due curve
M, R—= R

n(t)=(x+ty flx+ty), i) =(zy+t f(z,y+t), teR,
sono derivabili in t = 0 e i vettori in R?
Y1(0) = (1,0, fulz,y)),  73(0) = (0,1, fy(z,y))

sono linearmente indipendenti e generatono dunque un piano 2-dimensionale in R3.
Questo e il candidato piano tangente al grafico di

gr(f) = {(z.y. f(z,9)) €R®: (z,y) € R}
nel punto (0, f(0)) € gr(f).

DEFINIZIONE 3.2.6 (Gradiente). Sia A C R” un aperto e sia f : A — R una
funzione derivabile nel punto z € A. 1l vettore

Df(x)=Vf(x)= <§—xfl(x),,aa;;(x)) eR"

si dice gradiente di f in x.

OSSERVAZIONE 3.2.7 (Significato geometrico del gradiente). Supponiamo che sia
Vf(x) #0. Il vettore V f(z) contiene due informazioni:

i) Il versore orientato V f(z)/|V f(x)| indica la direzione orientata di massima
crescita della funzione f.
ii) La lunghezza |V f(z)| misura la velocita di crescita.

Lasciamo, per ora, tali affermazioni alla loro vaghezza.

DEFINIZIONE 3.2.8 (Derivata direzionale). Sia A C R™ un insieme aperto. Dicia-
mo che una funzione f : A — R ha derivata direzionale nella direzione v € R"™ nel
punto x € A se esiste finito il limite

fulz) = Y () = i LEF ) = F2)

O t—0 t
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EsSEMPIO 3.2.9. Sia f : R? — R la funzione definita nel seguente modo
Ty 2+ y? #£0
flx,y) =19 2+ ¢ Y ’

0 x=1y=0.

Calcoliamo le derivate direzionali di f in 0 € R? in una generica direzione v =
(v1,v2) € R? con v # 0:

a—f(()) — lim M — lim Vv

ov t—0 t t—0 tzvil + ’U%

Quando vy = 0 oppure v = 0 il limite e certamente 0. Dunque, si trova in particolare

af of
—(0) = =(0) =0.
o=
Inoltre, quando vs # 0 si ha
O (o) =i 02 =2
ov S0 t2ul v vy

Osserviamo che il limite ottenuto non ¢ un’espressione lineare in v.
La funzione f, dunque, ha derivata direzionale in 0 in ogni direzione. Tuttavia, f
non ¢ continua in 0, dal momento che per ogni m € R risulta

m

. 2\

e il valore del limite dipende dall’apertura della parabola.
Nel grafico di f

gr(f) = {(z,y, f(z,y)) € R®: (z,y) € R?}

c’e uno “strappo” nel punto 0 € gr(f). Questo impedisce I'esistenza di un “piano
tangente” al grafico, comunque si intenda la nozione di “piano tangente”.

In conclusione, la nozione di funzione derivabile ¢ naturale ed utile. Tuttavia e
insoddisfacente per almeno due motivi: per n > 2 la derivabilita (anche in tutte le
direzioni) non implica la continuita; sempre per n > 2 la derivabilita non implica
I’esistenza di un piano tangente al grafico della funzione.

3. Funzioni a valori vettoriali

Sia A C R™ un insieme aperto e consideriamo una funzione f : A — R™, m > 1.
Avremo f = (fi,..., fm) dove f; : A >R, j=1,...,m, sono le funzioni coordinate
di f. D’ora in avanti, ci atterremo alla convenzione di rappresentare f come un
vettore colonna

fi
(3.3.11) =1 :
Jm
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Diciamo che f e derivabile in un punto x € A se ciascuna coordinata fi,..., f,, ¢
derivabile in x. In questo caso, scriveremo
ofi
()
5 () = : , i=1,...,n.
x; of.

oz, ©)

DEFINIZIONE 3.3.1 (Matrice Jacobiana). Sia A C R" un aperto e sia f : A — R™
una funzione derivabile nel punto = € A. La matrice

df1 df1
Jr(x) = Jf(x) = afz 8f5 = :

si dice matrice Jacobiana di f in x. La matrice J f(x) ha m righe and n colonne.

Il significato geometrico della matrice Jacobiana e piu recondito. Ritorneremo su
questo punto nel Capitolo 6.

4. Funzioni differenziabili

In questa sezione introduciamo la definizione di funzione differenziabile. Facciamo
prima alcuni richiami di algebra lineare.
Sia T : R™ — R™ una trasformazione lineare, T € Z(R™; R™). Fissiamo le basi

ei,...,e, base canonica di R",
€1,...,€&, base canonica di R™.
Siano T;; e R, ¢ =1,...,me j=1,...,n, i numeri reali definiti tramite la seguente

relazione
m
Tej: E ﬂjez‘, j:]_,...,’n.
i=1

Esiste una corrispondenza biunivoca fra la trasformazione lineare T e la matrice

(Ti;)i=1,....,m. Scriviamo il punto x € R"™ come vettore colonna
7j=1,..n

o)
T = : e R".
‘/BTL

Avremo allora, con la notazione di prodotto righe-colonne,
>_ T
Ty ... Ty T j=1
T(x)=Tr= e = : € R™

n
mj¥)
J=1
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...m dipende dalla scelta delle basi

La corrispondenza fra T e la matrice (7};)i=
j=1,...n

canoniche su R"™ ed R™.

DEFINIZIONE 3.4.1 (Differenziale). Sia A C R™, n > 1, un insieme aperto. Una
funzione f: A — R™, m > 1, si dice differenziabile (o Fréchet-differenziabile) in un
punto zy € A se esiste una trasformazione lineare 7" € .Z(R", R™) tale che

_ —T(r —

T |z — x0]

= 0.

Chiameremo la trasformazione lineare df (xo) = T il differenziale di f in xq.

OSSERVAZIONE 3.4.2. Lasciamo al lettore il compito di verificare le seguenti af-
fermazioni.

1. Unicita del differenziale. Se il differenziale esiste allora esso ¢ unico. Precisa-
mente, se 7,7 € Z(R",R™) sono trasformazioni lineari che verificano (3.4.12) (per

lo stesso punto ), allora T = T. Infatti, per ogni v € R" si ha
Tv = lim f(xo +tv) — f(x0)
t—0+ t
e 'unicita di T segue dall'unicita del limite.
2. Caso n = 1. Quando n = 1 (e indipendentemente da m > 1), le nozioni di
derivabilita e differenziabilita coincidono e inoltre

df (xg) = f'(x¢) come vettori di R™.

La verifica di queste affermazioni e lasciata come esercizio.

3. Differenziale di una trasformazione lineare. Se f : R™ — R™ ¢ lineare, allora
df (xg) = f € Z(R™,R™) in ogni punto zy € R". Questo segue in modo elementare
dal fatto che per ogni x € R” si ha

f(x) = f(zo) — df (zo)(x — o) = f(x) — f(x0) — f(x — z9) = 0.
4. Caso vettoriale. Una funzione f a valori in R™ e differenziabile se e solo se le
sue m coordinate sono differenziabili.

La Definizione 3.4.1 ha una generalizzazione naturale nell’ambito degli spazi nor-
mati.

DEFINIZIONE 3.4.3. Siano (X, |- ||x) e (Y, ]| - |ly) due spazi normati, e sia A C X
un aperto. Una funzione f : A — Y si dice Fréchet-differenziabile in un punto xg € A
se esiste una trasformazione lineare e continua 7' € .Z(X,Y) tale che

(3.4.13) lim | f(x) = fxo) = T(x — xo)|ly

=0.
=0 [ = zolly

La trasformazione lineare df (xy) = T si chiama il differenziale di f in x.
11 differenziale & per definizione una trasformazione lineare e continua.

TEOREMA 3.4.4 (Caratterizzazione della differenziabilita). Sia f : A — R™
una funzione con A C R” insieme aperto e zyp € A. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

A) La funzione f e differenziabile in .
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B) Esistono una trasformazione lineare 7' € .Z(R",R™) ed una funzione E,, :
A — R™ tali che f(z) = f(xg) + T(x — x9) + E, (v) perx € A e
E. () =o(lx —x0]), x— xo.

Dim. A)=-B). Scegliamo T" = df (x¢) e definiamo E, (z) = f(z)—f(zo) =T (x—2x).
La funzione E,, verifica la proprieta richiesta

By () f(x) = fzo) = T(x — 20)

T—TQ |:L‘ — {[‘0| T—To |I - .T()|

=0,
in quanto f e differenziabile.
B)="A) Proviamo che T' € Z(R", R™) data in B) ¢ il differenziale di f:
lim f(@) = flxo) = Tz — x0) — lim By (z) _ 0.

T—x0 ]91: — :L‘0| T—T0 \ZU - 9130| B

O

TEOREMA 3.4.5. Sia f: A — R™ una funzione differenziabile nel punto zy, € A
con A C R” insieme aperto. Allora:
i) f e continua in .
ii) f ha in xy derivata direzionale in ogni direzione v € R™ e inoltre

(3.4.14) 2 () = df (o) (0)

In particolare, la differenziabilita implica la derivabilita.

Dim. i) Usiamo la caratterizzazione B) della differenziabilita nel teorema prece-
dente, la continuita di 7" e le proprieta di E,,:

xli_}rgo flx) = Ili_{]grﬁlo (f(sz:o) + T(x — x0) + Eqy (:U)) = f(xo).

ii) Usiamo di nuovo la caratterizzazione B):

%(l’o) = lim f(@o+ tvt) — [ (o)
_ PI% df (xo)(tv) +tEx0 (20 + tv)
= a0)0) + liy 0 ) o),

O

OSSERVAZIONE 3.4.6 (Significato geometrico del gradiente). Quando m = 1 si ha
df (zo)(v) = (Vf(z0),v) e quindi si ottiene la seguente formula di rappresentazione
per la derivata direzionale

fulan) = % z0) = (V7o) ).

Se |v| = 1 allora | f,(zo)| = [(V f(x0),v)| < |V f(z0)]. Deduciamo che
max fu(wo) = [V f(o)]

|v

e il massimo & raggiunto con la scelta v = V f(x)/|V f(x)].
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OSSERVAZIONE 3.4.7 (Test della differenziabilita). Quando m = 1, la formula
(3.4.12) che definisce la differenziabilita si puo riscrivere nel seguente modo

(3.4.15) i (@) = flwo) = (Vf(wo), 2 — 20)

z—10 |z — x|

=0.
Dunque, per controllare la differenziabilita di f in z( si controlla prima l’esistenza
delle derivate parziali in zg, e poi si verifica che il limite in (3.4.15) sia zero.

OSSERVAZIONE 3.4.8 (Identificazione di df (xo) e J f(zo)). Sia ora f a valori in R™

-----

T,y = (Tes.e) = (@ an)(e).) = (o). ) = 52 ro).

Dunque, possiamo identificare df (xy) con la matrice Jacobiana J f(zg)

df(xo) = Jf(fo)-

Questa identificazione dipende dalla scelta delle basi canoniche.

avremo

DEFINIZIONE 3.4.9 (Piano tangente ad un grafico). Sia f : A — R differenziabile
in un punto xy € A. Sappiamo allora che si ha lo sviluppo

f(@) = f(xo) + (V[ (w0), 2 = x0) + Eiy (),
dove E,,(z) = o(|]z — xo|) per x — xy. Consideriamo la parte lineare dello sviluppo
p(x) = f(xo) + (V[f(x0),x — 3), x€R"™

La funzione ¢ : R" — R & affine, verifica p(z9) = f(xo) e |f(x) — p(z)| = o(|x — o))
per x — x¢. Il suo grafico

gr(¢) = {(z,p(z)) e R™' 1z € R}
¢ un piano affine n-dimensionale che si dice piano tangente (affine) al grafico di f nel
punto (zo, f(zo)) € gr(f).

EseEmPIO 3.4.10. Sia f: R™ — R la funzione f(z) = +/1+ |z|? e consideriamo la
superficie n-dimensionale

M =gr(f) = {(z, f(z)) e R"™" : 2 € R"}.

M e la falda superiore di un iperboloide di rotazione n-dimensionale. Calcoliamo il
piano tangente ad M nel punto (zo, f(xg)) € gr(f). Il gradiente di f in xy e

Vi (p) = ——

\/ 1+ |$0|2.

Il piano tangente (affine) ¢ il grafico della funzione

o(r) = f(x0) + (Vf(20), 7 — 20) = /14 [20]* +

e precisamente

(w0, 7 —m0) 14 (x0,7)

V14 |zo)? 1+ |x0]2’

1+ (xg, ) }

T = (x,Tn) ER"™L g,y =
gr(p) {( +1) +1 T+ |22
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5. Differenziale della funzione composta

In questa sezione proviamo la formula per il differenziale della funzione composta.
Nel caso di somma e prodotto di funzioni si hanno i seguenti fatti.

1. Differenziale della somma. Se f,g: A — R™, A C R" aperto, sono differenzia-
bili in un punto xg € A allora anche la funzione somma f + ¢ ¢ differenziabile in xg
e inoltre

d(f + 9)(xo) = df (o) + dg(o).
La verifica ¢ elementare.
2. Differenziale del prodotto. Siano f,g: A — R, A C R" aperto, funzioni diffe-

renziabili in un punto zy € A. Allora anche la funzione prodotto f - g e differenziabile
in x( e inoltre

d(f - 9)(wo) = f(wo)dg(xo) + g(xo)df (o).
La verifica ¢ elementare e si ottiene moltiplicando gli sviluppi

f(@) = f(zo) + df (o) (x — w0) + Fiy ()

g(x) = g(x0) + dg(z0) (T — T0) + G (2),

con Fy (z) = o(|z — x¢|) € Goy(x) = 0|z — x0|) per x — .

TEOREMA 3.5.1 (Differenziale della funzione composta). Sia A C R™ un insieme
aperto e sia f : A — R™ una funzione differenziabile nel punto z, € A. Sia poi
B C R™ un insieme aperto tale che f(A) C B e sia g : B — R* una funzione
differenziabile nel punto f(zo) € B. Allora la funzione composta go f : A — RF &
differenziabile nel punto z e inoltre

(3.5.16) d(g o f)(xo) = dg(f (o)) o df ().

Equivalentemente, le matrici Jacobiane verificano

(3.5.17) JgOf(xO) = Jg(f(170)) ‘]f(x(])7
kxn kxm mxn

con la notazione di prodotto fra matrici righex colonne.

Dim. Per il Teorema 3.4.4, avremo
f(l‘>:f({L‘O)—I—T(ZL‘—I‘O)—f-FmO(l'), {L‘EA,
con T = df(zg) € Z(R",R™) ed F,, : A — R™ tale che F, (z) = o(|]x — zo|) per
x — xo. Inoltre, posto yo = f(x), avremo
9() = 9(yo) + Sy —yo) + Gy (y), v € B,

con S = dg(y) € ZL(R™ RF) ed G,y : B — RF tale che Gy, (y) = o(ly — vol|) per

Y = Yo-
Componendo f con g si trova

g9(f(x)) = 9(f(z0)) + S(f(x) = f(0)) + Gy(a) (f(2))
= 9(f(x0)) + S(T(x — x0) + Fiy () + G yag) (f(2))
= 9(f (o)) + S(T(x — x0)) + S(Fay (#)) + Gp(a) (f ().

Abbiamo usato la linearita di S.
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Chiaramente si ha SoT € Z(R";R*). Consideriamo la funzione H,, : A — RF
Hyy(2) = S(Fio (7)) + Gpao) (f (7).

Da un lato avremo, per x — x,

S(Fay () = offx = o),
e dall’altro, siccome © — zo implica f(x) — f(x¢) (la differenziabilita implica la
continuita), per f(z) # f(xy) avremo

Crep(f(@) _ [T( = 20) + Bu(@)] Cran( @) _ 00y,
| " )

|z — ol |z — o |f (@) = f (o)
Quando f(x) = f(xo), ¢ semplicemente Gy (f(x)) = 0.
In conclusione, H,,(z) = o(|]z — z¢|) per © — xo. Per il Teorema 3.4.4, go f ¢
differenziabile in z( con differenziale d(g o f)(xo) =S oT = dg(f(xo)) o df (xo).

EseEMPIO 3.5.2 (Derivata di una funzione lungo una curva). Siay : [0, 1] — R™ una
curva derivabile (equivalentemente, differenziabile) in tutti i punti. Coerentemente
con la convenzione fissata in (3.3.11), pensiamo v come un vettore colonna

71 (1)
() = : , teo,1].

’Yn'(t)

Sia poi f : R" — R una funzione differenziabile (in tutti i punti lungo la curva).
Allora avremo

Y1 (T

o/ 1(t)

S-(0(1)

C ) = Tpon(t) = T 0) 15 (0) = (

=Y Lowyi

=1

Con una notazione piu compatta possiamo anche scrivere

(3.5.18) %f(v(t)) = (Vf(v(®),7(@)), tel0,1].

EseEmPIO 3.5.3. Esplicitiamo la formula (3.5.17) del Teorema 3.5.1. Siano f :
R" — R™ e g : R™ — R* due funzioni differenziabili. La composizione G = go f

ha k componenti G = (Gy,...,Gy), da pensare come vettore colonna. La formula
(3.5.17), ovvero JG(x) = Jg(f(x)) J f(x), si legge nel seguente modo:

0G, G 991 991\ [ Of Oh

oxy Oz, oyr  Oym ory Oz,

oG, G, Op g || O Of
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dove le derivate parziali di g vanno calcolate nel punto f(z), quelle di f e G nel punto
x. Alla riga i € {1,...,k} e colonna j € {1,...,n} della matrice JG(z) si trova
I'entrata

6. Teoremi del valor medio
In questa sezione estendiamo il Teorema di Lagrange al caso multidimensionale.

TEOREMA 3.6.1. Sia f : A — R una funzione differenziabile nell’aperto A C R",
e siano z,y € A punti tali che [z,y] := {tz + (1 —t)y e R" : t € [0,1]} C A. Allora
esiste un punto z € [z,y] tale che

(3.6.19) f(x) = fly) = (Vf(2),z —y).

Dim. Sia vy :[0,1] — A, y(t) = tz + (1 — t)y una parametrizzazione del segmento,
e definiamo la funzione composta ¢ = f o, ovvero

p(t) = flte+ (L —t)y) = f(v(1), tel0,1].
Per il Teorema 3.5.1, ¢ ¢ differenziabile su [0, 1], e quindi per il Teorema di Lagrange
esiste un punto t* € [0, 1] tale che (1) — p(0) = ¢'(t*). Per la formula (3.5.18),

¢'(t) = (Vf(v®),Y (), telo1].
e dunque, posto z = y(t*), si ottiene la tesi. O

Nel caso di funzioni a valori vettoriali la formulazione del Teorema del valor medio
deve essere precisata.

TEOREMA 3.6.2. Sia f : A — R™ una funzione differenziabile nell’aperto A C R",
e siano x,y € A punti tali che [z,y] := {tx +(1—-t)yeR":te|0, 1]} C A. Allora
per ogni v € R™ esiste un punto z € [z, y] tale che

(3.6.20) (f(x) = f(y),v) = {df (2)(x = y),v).

Dim. Sia v :[0,1] — A, y(t) = tz + (1 — t)y una parametrizzazione del segmento,
e definiamo la funzione composta ¢ = (f o v, v) ovvero

o(t) = Zfi(tm +(1—1t)y),v), telo1].

Per la linearita del prodotto scalare possiamo portare la derivata in ¢ dentro il prodotto
scalare, e dunque, per il Teorema 3.5.1,
m d m
)= S fi@)vi = D AV L), = yhv: = (df (v(1) (& — y), v).
i=1 i=1
Abbiamo omesso i conti che provano 'ultima identita.

Per il Teorema 3.5.1, ¢ ¢ differenziabile su [0, 1], e quindi per il Teorema di Lagran-
ge esiste un punto t* € [0, 1] tale che ¢(1) — ¢(0) = ¢'(t*). Dunque, posto z = ~(t*),
si ottiene la tesi.

O
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COROLLARIO 3.6.3. Sia f : A — R™ una funzione differenziabile nell’aperto
A CR", esiano z,y € A punti tali che [z,y] == {tz+ (1 —t)y e R": t € [0,1]} C A.
Allora esiste un punto z € [z, y] tale che
(3.6.21) |[f(x) = F@)l < lldf ()| =yl
dove ||df (2)|| & la norma di df (z) € Z(R", R™).

Dim. Per ogni v € R™ esiste z € [z, y] che rende vera I'identita (3.6.20). Scegliamo
v = f(x)— f(y) e, usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e la (2.4.6), otteniamo

|[f(x) = f)I* = {df (2)(z — ), f(z) = F(y))
< |df (2)(x =)l f (=) = f(y)]
< ldf ()l = yllf () = F(y)l].

Se |f(z) — f(y)] = 0 la tesi ¢ banalmente verificata. Possiamo dunque dividere per
|f(z) — f(y)] # 0 e ottenere la tesi. O

COROLLARIO 3.6.4. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f : A — R™ una
funzione differenziabile in A tale che ||df(x)|| < L < oo per ogni x € A. Allora f &
Lipschitziana e Lip(f) < L.

La prova segue immediatamente dal corollario precedente.

7. Funzioni di classe C!

Siano A C R™ un aperto ed f : A — R™, m > 1, una funzione con coordinate
f = (fla"'7fm)'

DEFINIZIONE 3.7.1. Definiamo C'(A;R™) come l'insieme di tutte le funzioni f :
A — R™ tali che esistano e siano continue in A tutte le derivate parziali

g_ii eC(A), i=1,...,n, j=1,...,m.
Scriveremo anche C'(A) = C1(A;R).
TEOREMA 3.7.2. Se f € C'(A;R™) allora f ¢ differenziabile in ogni punto z, € A.
Dim. E sufficiente provare il teorema nel caso m = 1. Fissato zg € A consideriamo
la trasformazione lineare T' € .Z(R"™; R)

Th = (V[ w). h) = 3 by 2% (ay).

Dobbiamo provare che

(3.7.22) i 4 @0+ 1) = flwo) = Th

B0 1| =0

Partiamo dalla seguente espansione telescopica:

f(xo+h) — f(xo) = f(l'o + ihiei) — f(zo)

- zn:f<x0+zj:hiei> _f<$o+§hiei>.
j=1 im1 —
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Dal Teorema del valor medio segue che per ogni j = 1,...,n esiste hj € R tale che
|h3] < |h;| < [h] e si ha

J N _ f Jj—1 .
f<a:0+;hzel> (3:0~|—Zhel> <$0+;hel+h ej>

Deduciamo che

J(@o+h) = flao) = Th Z oI [31“ <x0+2hez+h*ej) -

B j(fo)],

dove le quantita h;/|h| rimangono limitate, mentre per la continuita delle derivate
parziali si ha per ogni 7 =1,...,n:

. 19f ) of _
i [ax] (w0 + Zh it Ije;) - a—%w =0,
e la tesi (3.7.22) segue. O

OSSERVAZIONE 3.7.3. Riassumiamo la situazione:
feC(A) = f differenziabilein A = f derivabile e continua in A.

Tuttavia, f pud essere differenziabile in ogni punto di A senza che sia f € C'(A).
Questo fatto e gia vero in dimensione n = 1.

8. Teorema di Rademacher

In questa sezione accenniamo ad alcuni teoremi sulla differenziabilita delle funzioni
Lipschitziane. Premettiamo la nozione di insieme di misura nulla in R™.
Un plurirettangolo di R™ € un insieme della forma

Q = [a1,b1] X ... X [an, by] C R,

con —0o < a; < b; < oo per ogni i = 1,...,n. La misura (o volume) del plurirettan-
golo () ¢ il numero reale

Q= (b1 —ay) ...  (by — ay).

DEFINIZIONE 3.8.1 (Insieme di misura nulla). Diremo che un insieme A C R,
n > 1, ha misura nulla in R™ e scriveremo |A| = 0, se per ogni € > 0 esiste una
successione @y, k € N, di plurirettangoli di R™ tali che

AC UQk, e Z\QH <e.
k=1 k=1

La definizione puo essere equivalentemente data usando ricoprimenti di soli cubi
oppure di palle.

EseEmMpPio 3.8.2. Mostriamo che Q" C R™ ha misura nulla. Essendo l'insieme
numerabile, si ha

Q" ={q € Q" : ke N}.
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Per ogni k£ € N, sia )y il cubo con faccie parallele agli iperpiani coordinati, centrato
in g e di lato
ex'/™/2k/™ - Chiaramente

U@ e Y=Y 5==
k=1 k=1 k=1

Osserviamo, tuttavia, che esistono insiemi di misura nulla con la cardinalita del
continuo.

TEOREMA 3.8.3 (Lebesgue). Sia f : [0,1] — R una funzione monotona. Allora
esiste un insieme A C [0, 1] di misura nulla in R, |A| = 0, tale che f & derivabile in
tutti i punti di [0,1] \ A.

La dimostrazione del Teorema di Lebesgue e impegnativa ed ¢ il punto di par-
tenza di vari risultati di Analisi Reale e Teoria della Misura. Si veda ad esempio
Kolmogorov-Fomin, Elementi di teoria delle funzioni e di analisi funzionale, Mir 1980,
p.319. Per le funzioni Lipschitziane (e pit in generale per le funzioni a variazione
limitata) vale il teorema di Jordan.

TEOREMA 3.8.4. Sia f : [0,1] — R una funzione Lipschitziana (piu in generale:
una funzione a variazione limitata). Allora esistono due funzioni ¢, : [0,1] — R
monotone tali che f = ¢ — .

Siccome 'unione di due insiemi di misura nulla ha ancora misura nulla, dal Teo-
rema di Lebesgue segue che le funzioni Lipschitiane sono derivabili al di fuori di un
insieme di misura nulla. L’estensione di questo teorema al caso di funzioni di piu
variabili € nota come Teorema di Rademacher.

TEOREMA 3.8.5 (Rademacher). Sia f : R" — R™ n,m > 1, una funzione Lip-
schitziana. Allora esiste un insieme A C R™ di misura nulla, |A| = 0, tale che f ¢
differenziabile in tutti i punti di R™\ A.

La dimostrazione si basa sul risultato unidimensionale n = 1. Si veda Evans-
Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of Functions, p.81 (ed anche p.235, per
una dimostrazione basata sulla teoria degli Spazi di Sobolev).

EsEmMPIO 3.8.6. Sia K C R™ un chiuso. La funzione distanza f(x) = dist(z, K) ¢
1-Lipschitziana. Dunque, e differenziabile al di fuori di un insieme di misura nulla.

9. Derivate di ordine superiore. Teorema di Schwarz

Sia A C R™ un insieme aperto e sia f : A — R una funzione derivabile, ovvero
con tutte le derivate parziali

0
/ cA—-R, i=1,...,n.
8.’13'1'
Possiamo allora definire, se esistono, le derivate parziali di ordine 2
g of 0 f

S - —D:Dif = fou. ij=1,... .n
Or;0x;  Ox;0x; iDif = Jaiays 027 "
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Nel caso di indici uguali, scriveremo

82f 0%

Ox;01;  Ox2

)

In generale, ’ordine in cui sono calcolate le derivate parziali e rilevante.

Esemp1o 3.9.1. Calcoliamo le derivate parziali seconde miste in 0 della funzione
f:R? 5 R,
22— o2

Y
:I; 7
f(o,y) = yx2+y2
0, altrimenti.

se 2% +y? # 0,

Se 22 + 4% # 0, la derivata parziale di f in x ¢

() oty + 42y — P
z\ T, = )
Yy (@2 + y2)?

mentre f,(0,0) = 0. Di conseguenza,

fx(07 y) B fx(oﬁ O)

fmy(o)o) :lllli% y =-1L
D’altra parte, per un evidente argomento di simmetria, si ha
fy(0,0) = 1.

Dunque, entrambe le derivate parziali miste in 0 esistono, ma sono diverse:
fﬂcy(o) =—-1#1= fyr(o)'

Se le derivate parziali seconde miste sono continue, tuttavia, allora coincidono.
Precisamente, si ha il seguente teorema:

TEOREMA 3.9.2 (Schwarz). Sia f : R? — R una funzione con le derivate parziali
seconde miste definite in un intorno di 0 € R? e continue nel punto 0. Allora si ha

Jay(0) = fya(0).
Dim. Definiamo la funzione
A<h7k) = f(hak) _f<h70) _f<0>k) +f(070) = F(h>k) _F<O?k)7 h>k S R,

dove F(h,k) = f(h,k) — f(h,0). Per il Teorema di Lagrange (o del valor medio)
esiste h* € (0, h) tale che

Di nuovo per il Teorema del valor medio, esiste = (0,k) tale che f,(h* k) —

-~

fz(h*,0) = fuu(h*, k)k. Scegliendo k = h, facendo il limite h — 0 e usando la
continuita della funzione (z,y) — fu,(z,y) in 0 € R?| si trova

A
lim —(h’ h)

h—0 h?

= lim fo (1", 1) = .y 0).
In modo analogo, partendo da

A(h, k) = f(h,k) — f(0,k) — f(h,0) + f(0,0) = G(h, k) — G(h,0),
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dove G(h,k) = f(h,k) — f(0,k), si trova per un opportuno k* € (0,k) e per un

~

opportuno h € (0, h)
A(h,k) = Gy(h, k*)k = k(f,(h, k") — £,(0,k)) = khf,.(h, k"),

e dunque
_Alh,h)
g
La tesi segue dall’'unicita del limite.

- Ilzli%fya:(}z? h*) - fym(o)'

O

DEFINIZIONE 3.9.3. Sia A C R" un insieme aperto. Definiamo C?(A) come l'in-
sieme di tutte le funzioni f € C'(A) tali che esistono e sono continue in A tutte le
derivate parziali del secondo ordine

0% f
axﬁxj
La matrice Hessiana di una funzione f € C*(A) ¢ la matrice n x n

D*f(x) = Hf(x) = (D:D; (),

i,7=1,...,n"

DD, f = €eC(A), ij=1,...,n.

Se f € C?%(A) allora per il Teorema di Schwarz le derivate miste coincidono
Dlef = DjDify l,j = 17 o, n.
Di conseguenza, la matrice Hessiana e simmetrica.

DEFINIZIONE 3.9.4. Sia A C R” un insieme aperto. Per ogni k& € N, definiamo
C*(A) come l'insieme di tutte le funzioni f : A — R tali che esistano e siano continue
in A tutte le derivate parziali di ordine k

ak

Definiamo quindi I'insieme delle funzioni con derivate parziali continue di ogni ordine

Dil"'Dikf: EC(A), il,...,ikE{l,...,n}.

C=(A) =) C*(A).
k=0

OSSERVAZIONE 3.9.5. Dal Teorema di Schwarz discende il seguente fatto. Se

feCkA), k>1,allora
Dil N lef - Do‘(il) e DO‘(Zk).f

per ogni permutazione o : {1,...,n} — {1,...,n} che fissa {1,...,n} \ {i1,... i}
In altri termini, e possibile scambiare a piacere 'ordine di derivazione.
10. Formula di Taylor in piu variabili. Richiami sulle forme quadratiche

Nello studio dei punti critici avremo bisogno della formula di Taylor in piu varia-
bili. Qui proveremo la formula al secondo ordine ed enuncieremo la formula generale
senza dimostrazione.
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LEMMA 3.10.1 (Formula di Taylor del secondo ordine). Siano A C R" un insieme
aperto, zg € A ed f € C?(A). Allora per ogni # € A tale che [rg,z] C A esiste un
punto z € [zg, z| tale che

1
f(x) = f(zo) + (Vf(20), x — 20) + §(Hf(z)(m — Tg), T — o).
Dim. Sia v = x — 2 e definiamo la funzione
o(t) = f(xg+tv), te]0,1].
Chiaramente, ¢(0) = f(z0), ¢(1) = f(z) e inoltre ¢ € C*([0,1]). Per la formula dello

sviluppo di Taylor nel caso 1-dimensionale per ogni ¢ € [0, 1] esiste 7 € [0, ¢] tale che

(3.10.23) o(t) = p(0) + ¢’ (0)t + %t%’(r),

Calcoliamo le derivate di ¢. Per la formula della derivata della funzione composta
(1) = (Vf(wo+tv),0) =Y fa, (w0 + tv)us,
i=1

e inoltre

"'(t) = Z faia; (w0 + tv)vv; = (H f (20 + tv)v, v).
ij=1
Scegliamo ¢ = 1 nella formula (3.10.23) e sia 7 € [0, 1] il valore che renda vera la
(3.10.23). Con la scelta z = x( + Tv otteniamo la tesi.

OSSERVAZIONE 3.10.2. Nelle ipotesi del Lemma precedente si ha, con v = x — z
(Hf(z)(x = o), — wo) = (H f(wo)v,v) + ([H[(2) = Hf(xo)]v,v)
= (Hf(xz0)v,v) +o(|[v]*), v=a—120—0,
essendo z € [xg, z] ed usando la continuita delle derivate parziali seconde.

Per enunciare la formula di Taylor nel caso generale occorrono alcune notazioni.

Dato un multi-indice o € N", ovvero a = (ay, ..., a,) con a; = 0,1,2. .., definiamo
ol =1+ ...+ a,, al=ay! ... a,l
Per z € R” si pone poi 2% =z{" - ... - 20" e
e olel

0zt .. Oxon

TEOREMA 3.10.3 (Formula di Taylor). Siano A C R™ un insieme aperto, xg € A
ed f € C*1(A), k € N. Allora per ogni x € A tale che |1, 2] C A esiste un punto
z € [xg, x] tale che

f) =3 %@(gg —w Y Daj,(z) (z — 20)".
la|<k ’ |or|=k+1 ’

Concludiamo questa sezione con alcuni richiami sulle forme quadratiche.

DEFINIZIONE 3.10.4 (Forme quadratiche (semi)definite). Sia B una matrice reale
n X n simmetrica, B = B'.
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i) Diremo che B ¢ semidefinita positiva se (Bv,v) > 0 per ogni v € R".
Scriveremo in questo caso B > 0.

ii) Diremo che B ¢ definita positiva se (Bv,v) > 0 per ogni v € R", v # 0.
Scriveremo in questo caso B > 0.

Diremo che B e semidefinita negativa se —B > 0, che ¢ definita negativa se —B > 0.

LEMMA 3.10.5. Sia B una matrice reale n x n simmetrica. Sono equivalenti le
seguenti affermazioni:
1) B > 0, ovvero B ¢ definita positiva;

2) Esiste una costante m > 0 tale che (Bv,v) > m|v|? per ogni v € R™.

Dim. L’implicazione 2)=-1) & chiara. Proviamo I'implicazione opposta. L’insieme
K = {v € R" : |v| = 1} ¢ compatto e la funzione g : K — R, g(v) = (Bv,v) ¢
continua. Per il Teorema di Weierstrass esiste vy € K tale che

m = gélz?g(v) = (Buyg, vg) > 0.
Ora, se v € R"™ con v # 0, avremo
vow
<B_7 _>
vl vl

da cui segue la tesi per un generico v. O

> m,

OSSERVAZIONE 3.10.6. Siano A\; < ... < )\, gli autovalori della matrice simmetri-
ca B. Dal corso di Geometria 2 sappiamo che B > 0 se e solo se Ay > 0 e che B >0
se e solo se Ay > 0. In effetti, risulta

A =m= |rr‘11n<Bv, v).
v|=1

11. Punti critici. Punti di massimo e minimo locale

In questa sezione presentiamo condizioni necessarie e condizioni sufficienti affinche
una funzione abbia punti di estremo locale.

DEFINIZIONE 3.11.1 (Punto di estremo locale). Sia A C R™ un insieme.
i) Un punto xy € A si dice punto di massimo locale di una funzione f: A — R se
esiste 7 > 0 tale che per ogni x € B,(z) N A si ha

f(x) < f(wo).
Se f(x) < f(xo) per ogni x € AN B,(x0) \ {xo} diremo che z( ¢ un punto di massimo
locale stretto.
ii) Un punto zg € A si dice punto di minimo locale di una funzione f: A — R se
esiste r > 0 tale che per ogni z € B,.(zg) N A

f(x) = f (o).
Se f(x) > f(xo) per ogni z € AN B,(xg) \ {0} diremo che z( & un punto di minimo
locale stretto.

I punti critici di una funzione sono i punti dove il gradiente si annulla.

DEFINIZIONE 3.11.2 (Punto critico). Sia A C R™ un insieme aperto. Un punto
zg € A si dice punto critico di una funzione f € C'(A) se V f(xq) = 0.
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Prossimo obiettivo ¢ di provare che i punti di estremo locale sono punti critici
dove la matrice Hessiana ¢ definita positiva oppure negativa.

TEOREMA 3.11.3 (Condizioni necessarie di estremalita). Sia zp € A, con A C R”
aperto, un punto di minimo locale di una funzione f € C?(A). Allora:
i) Vf(x¢) = 0 (condizione necessaria del primo ordine).
ii) Hf(xo) > 0 (condizione necessaria del secondo ordine).

Dim. i) Esiste r > 0 tale B,(xo) C A ed f(z) > f(xo) per x € B,(xy). Per t € R
con |t| < r avremo xg + te; € B,(x¢); inoltre,

f(xo + te;) — f(wo)
t

(o + te;) — f (o)
t
Passando al limite per ¢ — 0 si ottengono le disuguaglianze

f(xo + te;) — f(wo)

>0 pert>0,

<0 pert<O.

Falao) = Jlim SRS
. f(l‘o + tei) — f(ZL'())
fuleo) = Jim SR <
da cui si deduce che f,,(z¢) =0 per ognii=1,...,n.

ii) Dalla formula di Taylor del secondo ordine con resto di Peano e dal fatto che
Vf(zg) = 0, per ogni v € R" e per ogni ¢ € R sufficientemente piccolo si ha la
disuguaglianza

0. flao+ tv) = f(ro) = o {H f(a0)v, ) + o).

Dividendo per t? > 0 e facendo poi il limite per ¢t — 0 si deduce che
(H f(zo)v,v) 2 0.
O
TEOREMA 3.11.4 (Condizioni sufficienti per la minimalita locale). Siano xy € A,

A C R" aperto, ed f € C%(A). Supponiamo che:

i) Vf(xo) = 0;
i) Hf(xo) > 0.

Allora xg € un punto di minimo locale stretto di f.

Dim. Sia r > 0 tale che B,(z9) C A, da fissare in modo definitivo in seguito. La
funzione f ha lo sviluppo di Taylor

£(&) = flao) + S (HT @)@ — z0),2 — 7o) + olle — zof), =~ a0

Abbiamo usato il fatto che V f(zg) = 0. Sia m > 0 la costante data dal Lemma
3.10.5. Allora

SCH (o) — 0), 2 — w0} + o |z — wof?) > | — o (3 + (1),
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dove o(1) ¢ una funzione in z infinitesima per x — xy. Dunque esiste r > 0 tale che

per x € B,(zo)
2y o(1) > mn
2 4

Di conseguenza, se 0 < |x — xo| < r si ha
m m
F(@) = fl@o) 2 |z — ol (5 +0(1)) = Tlw — wof* > 0.
Questo prova che zy € un punto di minimo locale stretto. O

12. Funzioni convesse
Un insieme A C R" si dice convesso se per ogni coppia di punti z,y € A si ha
[z, y] ={te+ (1 —-t)yeR": t €[0,1]} C A.
Una funzione f: A — R si dice convessa se per ogni z,y € A et € [0,1] si ha

fltz+ (1 —t)y) <if(x) + (1 —=6)f(y).

La funzione si dice strettamente convessa se per ogni x,y € A con = # y, e per ogni
t € (0,1) si ha la disuguaglianza stretta

flte 4+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

La nozione di insieme convesso si formula in modo naturale negli spazi vettoriali.
La nozione di funzione convessa si formula in modo naturale per funzioni a valori reali
definite in un insieme convesso di uno spazio vettoriale.

Omettiamo la dimostrazione della seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 3.12.1. Sia A C R™ un insieme convesso e sia f : A — R una
funzione. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:
A) f & convessa;
B) l'epigrafico di f
epi(f) = {(z,2pp) €R™ iz € A, w0y > f(2)}
¢ un insieme convesso in R+,
Anche la dimostrazione del seguente fatto € omessa.
PROPOSIZIONE 3.12.2. Siano A C R" un insieme convesso ed f € C(A) una
funzione continua. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
B) Per ogni coppia di punti z,y € A si ha

(55 = 3@ + 570

La dimostrazione della parte non banale B)=-A) si basa sull’approssimazione di
un generico ¢ € [0,1] con successioni “diadiche” e su un’applicazione iterata della
convessita del punto medio.

Richiamiamo, infine, il seguente teorema sulle funzioni convesse in dimensione
n=1.
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PROPOSIZIONE 3.12.3. Sia ¢ : [ — R, con I = [a,b] C R intervallo, una funzione
convessa. Allora:
i) Per ogni y € I, la funzione
(3.12.24) v P =W
r—y
¢ crescente.

ii) Per ogni a < a < f < b, p & Lipschitziana su [«, 5].

Vogliamo estendere questo teorema a dimensione generica n > 1. Per ogni r > 0
definiamo il cubo chiuso centrato in 0 € R™ di semilato r > 0

QT:{xER”:]xi|§r,i:1,...,n}.

TEOREMA 3.12.4. Siano 0 < r < R e sia f : Qr — R una funzione convessa,
Qr C R, n > 1. Allora esiste una costante L > 0 tale che per ogni z,y € @, si ha

[f(x) = f(y)| < Llz —yl.

Dim. Diamo la dimostrazione nel caso n = 2. Dalla Proposizione 3.12.3, parte ii),
segue che f € C(0Q),) e quindi esiste finito il minimo

m = min f(z) € R.

xE(’?Qr

Inoltre, detti ¢;, i = 1,2,3,4, i quattro vertici del quadrato Qg (i “punti estremali”
di Qg), dalla convessita di f segue che per ogni x € Qg si ha f(x) < max{f(¢):i=
1,2,3,4}. Dunque esiste finito anche il seguente massimo

M = max f(z) =max{f(q):i=1,2,3,4}.

JIE@QR

Dati z,y € Q, con x # y, consideriamo la semiretta Lg, = {y +t(zr—y) e R":
t> 0}. Siano T € Qg e y € 0Q), punti tali che

ny NIQr = {f}a L:):y NoQ, = {g}

Il punto z e definito in modo unico. Il punto § e definito in modo unico se x,y non
sono su uno stesso lato di 0Q),. Usando due volte la monotonia (3.12.24), deduciamo

che
fla) = fly) _ f@) = fly) _ f@)—fly)  M-—m _
le—yl — fz—yl — |z-gy ~ R-r
Scambiando il ruolo di x ed y, otteniamo la tesi

O

COROLLARIO 3.12.5. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f : A — R una
funzione convessa. Allora esiste un insieme £ C A di misura nulla, |E| = 0, tale che
f ¢ differenziabile in ogni punto di A\ E.
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Questo corollario segue dal Teorema di Rademacher e dal fatto che un aperto di R"
¢ un unione numerabile di cubi chiusi. Omettiamo i dettagli.

Caratterizziamo ora le funzioni convesse di classe C'(A) e di classe C*(A). Pre-
mettiamo la seguente osservazione. Se A e convesso e x,y € A, allora 'insieme

Ly,={teR:y+t(x—y) e A}

e un intervallo. Inoltre, una funzione f : A — R & convessa se e solo se sono convesse
le funzioni ¢uy @ Iy = R, 0 (t) = f(y +t(z —y)}, per ogni z,y € A.

TEOREMA 3.12.6. Sia A C R"™ un aperto convesso e sia f € C'(A). Sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f ¢ convessa;

B) Per ogni z,y € Asi ha f(x) > f(y) + (Vf(y),r —y);

C) Per ogni z,y € A si ha (Vf(zx) —Vf(y),z—y)>0.
L’affermazione C) si puo riassumere dicendo che ’applicazione x — V f(z)é monotona
(crescente).

Dim. A)=-B). Siano z,y € A. Dalla convessita di f deduciamo che per ogni
t € (0,1] si ha
fly+tlx—y)— f(y
W=D = IW) <y — gy,
Passando al limite per ¢ — 07 e usando la regola per la derivata della funzione
composta si ottiene la tesi.

B)=-C) Basta sommare membro a membro le disuguaglianze
f@) = fly) + (V) z—y)
fy) = fl@) + (Vf(z),y — )
e poi semplificare.

C)=-A) Consideriamo la funzione

Cuy(t) = [y + Uz —y)), tE€ Iy
Se proviamo che t — gogy(t) e crescente, segue che ¢, ¢ convessa. E dunque, f sara
convessa. Siano s <t, zr =y +t(x —y) e zs =y + s(y — x). Avremo allora

Py () = oy (8) = (Vf () = V[(25), 2 —y) 20
in quando y — x & un multiplo positivo di z; — z = (t — s)(x — ).

O

TEOREMA 3.12.7. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f € C?*(A) . Sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
B) Hf(x) > 0 per ogni z € A.
Dim. A)=B) Fissati x € A e v € R", la funzione t — ¢(t) = f(z+tv) & convessa,
e quindi ¢”(t) > 0. In particolare, in ¢t = 0 si trova
0 < ¢"(0) = (Hf(x)v,v),
e quindi H f(x) > 0.
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B)=-A). Dalla formula per lo sviluppo di Taylor di f, sappiamo che per ogni
x,y € A esiste z € [z,y] tale che

£() = Fo) + (VS () =) + 5 (I = 9) e =) 2 f(0) + (V)2 — )
Questo termina la prova del Teorema. ([l

OSSERVAZIONE 3.12.8. La convessita ¢ importante nello studio dei problemi di
minimo.

1) Siano A C R"™ un aperto convesso ed f € C'(A) una funzione convessa. Se
xo € A & un punto critico di f, allora & un punto di minimo globale (assoluto).

2) Siano A C R” un insieme convesso ed f : A — R una funzione strettamente
convessa. Se f ha un punto di minimo allora questo ¢ unico.

Concludiamo lo studio delle funzioni convesse enunciando il Teorema di Alexan-
drov. Per una prova si veda Evans-Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of
Functions, p.242.

TEOREMA 3.12.9 (Alexandrov). Sia f : R” — R una funzione convessa. Allora
esistono funzioni f;; : R® = R, 4,5 =1,...,n, ed un insieme £ C R™ di misura nulla,
|E| = 0, tali che per ogni zp € R™ \ E si ha, per x — x,

1
f(x) = f(xo) + (Vf(x0),r — 20) + §<Hf(x0)($ — 20), — xo) + 0|z — zol*),
dove H f(xo) = (fij(z0))ij=1,..n € la matrice Hessiana generalizzata di f. Inoltre, la

matrice H f(zy) ¢ simmetrica.
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13. Esercizi
13.1. Limiti e continuita in piu variabili.

EsErcizio 3.13.1. x Determinare tutti i parametri reali a, 5 > 0 tali che la
funzione f : R*> — R sotto definita sia continua nel punto (0,0) € R? rispetto alla
distanza Euclidea:

|z|*]y|”
f(x7y) — 2 _|_y2 (xay) 7& (070>a
0 (z,y) = (0,0).

ESERCIZIO 3.13.2. % Stabilire se la funzione f : R> — R sotto definita & continua
nel punto (0,0) € R? rispetto alla distanza Euclidea:

2%y
flz,y) = T4+ 2 (x,y) # (0,0),

EsErcizio 3.13.3. x Calcolare tutti gli « > 0 tali che

L= lim 2yl

=0.
(@y)—0 (22 + y*) (22 + ?)

13.2. Differenziabilita e funzioni di classe C'.

EseErcizio 3.13.4. x Calcolare tutti gli m,n € N={1,2,...} tali che la funzione
f:R? — R cosi definita

m, n

2 2
(3.13.25) fay) =4 map Ty 70
0

22 +y? =0
1) abbia tutte le derivate direzionali in 0 € R?;
2) sia differenziabile in 0 € R?.
ESERCIZIO 3.13.5. * Sia f : R? — R la funzione
22y
f(x,y) — I6—|—y8 (Sﬂ,y) # (070)7
0 (z,9) = (0,0).

1) Provare che f ¢ continua su R?.
2) Stabilire se f & differenziabile in (0, 0).

ESERCIZIO 3.13.6. * Sia f : R? — R la funzione
23y?

f(x’y) — 1’4+y6 (Sﬂ,y) # (070)7

0 (z,y) = (0,0).

1) Provare che f ¢ continua su R?.
2) Stabilire se f & differenziabile in (0, 0).
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ESERCIZIO 3.13.7. % Siano f, g : R*> — R funzioni tali che f(0) = g(0) = 0 e, per
v +y* #0,

oyl zly|?
f(z,y) = xsin <x4+y2>, g(z,y) = 2

dove a > 0 e 8 > 0 sono parametri.
1) Calcolare tutti gli « tali che f sia differenziabile in 0 € R2.
2) Calcolare tutti i 8 tali che g sia differenziabile in 0 € R2.
3) Calcolare tutti i~y > 0 tali che

: T : v
L lim ————sin (—) =0
( ) (:E,y)—>(0,0) \/ IQ + y2 xZ _|_ y4
EsErcIzIO 3.13.8. % Sia a > 0 un parametro fissato e si consideri la funzione
f : R? — R definita nel seguente modo

x
“sin [ — ), 0,
flz,y) = 4 <y> V7
0 y = 0.
Calcolare tutti gli a > 0 tali che:

i) f sia differenziabile su tutto R?;
ii) le derivate parziali di f siano continue nel punto 0 € R?.
iii) f sia di classe C'(R?).

ESERCIZIO 3.13.9. * Dato « > 0, si consideri la funzione f : R* - R

z[y| 9, g
0
f(z,y) =< log(1 + 22 + 3?) 7
0 x=1y=0.

i) Calcolare tutti gli @ > 0 tali che f sia continua in (0, 0).
ii) Calcolare tutti gli @ > 0 tali che f sia differenziabile in (0,0).

EsErcizio 3.13.10. x Sia a > 0 un parametro fissato e si consideri la funzione
f : R? — R definita nel seguente modo

fla.y) = { [y sin (g) y #0,
0 y=0.

Calcolare tutti gli a > 0 tali che:

i) f sia differenziabile su tutto R?;
ii) le derivate parziali di f siano continue nel punto 0 € R?.
iii) f sia di classe C'(R?).

ESERCIZIO 3.13.11. x In dipendenza da o € R si consideri la funzione f : R? — R

(222 + y*)* sin (\/;TyJ (z,y) # (0,0)

flz,y) =
0 (z,y) = (0,0).

1) Studiare la continuita e la differenziabilita di f al variare di «.

2) Stabilire se esistono « tali che f sia differenziabile su R* ma non di classe
CH(R?).



13. ESERCIZI 65

EseErcizio 3.13.12. Costruire una funzione f : R® — R, n > 2, tale che:

i) la derivata dirizionale f,(0) esista finita per ogni v € R™;
ii) la trasformazione v — f,(0) sia lineare;
iii) f non sia differenziabile in 0.

EseErcizio 3.13.13. Costruire una funzione f : R™ — R, n > 2, tale che:
i) per ogni v € R™ con |v| = 1 esista la derivata direzionale f,(0) e si abbia

f(tv) = F(0) +f,(0) + Eu(1), tER,

con |E,(t)] < E(t) per una funzione E(t) = o(t) per t — 0;
ii) f non sia differenziabile in 0.

Esercizio 3.13.14. Una funzione f : R™ \ {0} — R si dice (positivamente)
omogenea di grado o € R se f(tx) = t*f(x) per ogni x # 0 e t > 0.

Provare che se f € C'(R"\ {0}) ¢ omogenea di grado « allora le sue derivate
parziali sono omogenee di grado o — 1. Verificare inoltre la formula di Eulero, per
x # 0,

(Vi (), 7) = af(z).

ESERCIZIO 3.13.15. x Sia A = {(z,y) € R? : y > 0} e sia f € C(A) N C(A) una
funzione con derivate parziali f, ed f, uniformemente continue su A. Provare che
esistono finite anche le seguenti derivate parziali al bordo

0F 1 0y — o L £:0) = 1(2.0)
ox t—0 t
gy (9:0) = Jim S

EsERrcIz10 3.13.16. %
(1) Sia f: R? — R la seguente funzione:

Floy) = { 2y sin <xiy> xy # 0,
0 xy = 0.

Provare che f ¢ continua in R? ma non ¢ derivabile nel punto (1,0).
(2) Sia f: R? — R la seguente funzione:

x%y? sin (i) xy # 0,
fay)y = DY) w7
0 xy = 0.

Provare che f ¢ differenziabile in ogni punto di R? ma non ¢ di classe C*(R?).

ESERCIZIO 3.13.17. % Si consideri la funzione f : R? — R

) = 7 12 ta ) € :
f(z,y) /0 P (z,y)

i) Provare che f ¢ ben definita in ogni punto (z,y) € R?.
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ii) Provare che f € C'(R?) e calcolare V f(0,0).

EseErcizio 3.13.18. x Sia D C R? il dominio di definizione della funzione

flz,y) = Zlog(l + 2" + y*").

n=1

i) Determinare D.
ii) Provare che f € C(D).
ii) Provare che f € C*(D).

EsErcizio 3.13.19. Sia X = (C/([0,1]) munito della sup-norma, e consideriamo
I’applicazione F': X — R

Provare che F' ¢ differenziabile in ogni punto ¢ € X e calcolare il differenziale dF'(p) €
Z(X;R).

13.3. Derivate di ordine superiore.
ESERCIZIO 3.13.20. Sia f: R? — R la funzione
ry(z? — y?)
fay) =4 v (z,y) # (0,0),
0 (z,y) = (0,0).

i) Stabilire se f € C*(R?);
ii) Stabilire se f € C*(R?).

EsERrciziO 3.13.21. Sia f : A - R, A= {(z,y) € R* : 2* + y* < 1}, la funzione
_ 2 | 2y\1/2 9, .2
f<x7y):{xy( log(z® +y?))/°, 0<az®+y* <1,
0 (x,y) = (070)
i) Provare che f € C'(A);

ii) Provare che esistono f,,, f,, € C(A);
iii) Stabilire se f € C?(A).

EseErcizio 3.13.22. Sia u : R” — R la funzione u(x) = |z|. Provare che per x # 0
si ha det D?*u(z) = 0.

ESERCIZIO 3.13.23. Si consideri la funzione f : R? — R

2 2

—_z_

flay)=e ¥
sexy # 0 ed f(x,y) =0se zy =0.

i) Provare che f non ¢ continua nel punto (0, 0);
ii) Provare che per ogni m,n € N esistono le seguenti derivate parziali

8m+nf
ox™moy™

Hw‘id

(z,9)

in ogni punto (z,y) € R?
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ESERCIZIO 3.13.24. Sia A : C*(R") — C(R") operatore differenziale del secondo
ordine (operatore di Laplace)

i=1 "t
Verificare che la funzione u(z) = |z|*™", x # 0, verifica Au(z) = 0 per ogni z € R",
x # 0. A patto che n > 3. La funzione u si dice soluzione fondamentale dell’equazione
di Laplace.

13.4. Massimi/minimi.
ESERCIZIO 3.13.25. * Sia f : R? — R la funzione
fla,y) = e* = 3ye” +y°.

Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

ESERCIZIO 3.13.26. * Al variare del parametro A > 0 si consideri f : R? — R
1
fz,y) =2 + vy + 5y*.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

EseERrcizio 3.13.27. Al variare del parametro o € R si consideri la funzione f :
R? - R
f(z,y) = 2° —y* + 3azy.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

ESERCIZIO 3.13.28. x Siano 8 > 0 un parametro, K = {(z,y) € R? : 22 +y* < 1}
il disco chiuso ed f: K — R la funzione

fla,y) = (2° +y*)* = Bay.
i) Calcolare tutti i punti critici di f interni a K.
ii) Calcolare tutti i punti di minimo assoluto di f in K.

EsERcIzIO 3.13.29. Siano K = {(z,y) € R? : 0 < z < 71,0 < y < 27} ed
f:K—R
f(z,y) = sin(2x) cos(y).
i) Provare che f assume massimo e minimo su K;
ii) Calcolare i punti critici di f in K e classificarli;
)

iii) Tracciare un grafico qualitativo di f;
iv) Determinare I'insieme immagine f(K).

EsErcizio 3.13.30. Sia a > 0 un parametro fissato e consideriamo l'insieme

2.

Provare che la funzione f(x,y) = 2xy assume massimo su A e calcolarlo.
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EsERCIZIO 3.13.31. Sia A C R? il pill grande insieme su cui la funzione
f(z,y) = |2* — 2z| — log(y?® + z) + log x
e ben definita.
i) Calcolare i punti di estremo di f in A e classificarli;

ii) Stabilire se f ha punti di sella in A.

EsErci1zio 3.13.32. (Teorema di Rolle) Sia K C R™ un insieme compatto con
interno non vuoto, int(K) # ), e sia f : K — R una funzione con queste proprieta:
1) f ¢ continua su K; 2) f ¢ differenziabile in int(K); f ¢ costante su K. Dimostrare
che esiste almeno un punto z € int(K) tale che V f(z) = 0.

13.5. Convessita.
EsERcizio 3.13.33. x In dipendenza dal parametro a € R, si consideri la funzione
f:R? >R
f(z,y) =" +2° + azy + y*.

i) Determinare tutti i valori di « tali che f sia convessa su tutto R?.

ii) Per ciascun a € [—2,2] discutere esistenza e unicita di punti di minimo di f.
ESERCIZIO 3.13.34. * Si consideri la funzione f : R? — R

fla,y) =e"+a' 4y, (2,y) R

Provare che f ha un unico punto critico e che si tratta di un punto di minimo assoluto.

EsERcCIZIO 3.13.35. Provare che se A C R™ & un insieme convesso, allora anche la
chiusura A e l'interno int(A) sono convessi.

EsErcizio 3.13.36. Siano f, : R" — R, a € &/, funzioni convesse. Supponiamo
che per ogni z € R” si abbia

f(z) = sup fo(zr) < occ.
acd

Provare che la funzione f e convessa.

EsErcizio 3.13.37. Sia f € C*(R") una funzione tale che H f(x) > 0 per ogni
x € R™. Provare che f & strettamente convessa. Mostrare anche che I'implicazione
opposta non e vera.

Esercizio 3.13.38 (Disuguaglianza dei determinanti di Minkowski). Siano A, B
due matrici n X n semidefinite positive. Provare che

det(A + B)Y/™ > det(A)™ + det(B)"/™.

1) Discutere prima il caso A = I matrice identita e B = A matrice diagonale.
Usare il fatto che la funzione ¢ — log(1 + ') & (strettamente) convessa.
2) Discutere il caso A > 0 tramite una diagonalizzazione di A~!B.
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EsErcizio 3.13.39. Sia f € C'(R") una funzione superlineare:

flz)

|z|—o00 |$| -
Definiamo la funzione f*: R" — R (la trasformata di Legendre di f)

(&) = sup (&, z) — f(x), £€R™

z€eR™

1) Provare che il sup & un max.
2) Verificare che f* ¢ convessa.

3) Calcolare f* nel caso f(z) = 3|z|*.

Esercizio 3.13.40. Sia f € C*(R™) una funzione convessa e consideriamo 1'ap-
plicazione F' : R* — R™, F(z) = Vf(x) con z € R". Provare che f ¢ iniettiva
sull’insieme

A={zeR": Hf(x) > 0}.

EsERrcizio 3.13.41. x Sia X = {p € C([0,1]) : »(0) = a, p(1) = B} dove
a, 8 € R sono due costanti fissate. Consideriamo il funzionale F' : X — R

F@%:A V1+ o)t

1) Ammettendo che F' assume il valore minimo, provare che F ha un wunico
punto di minimo.
2) Determinare il punto di minimo .

13.6. Esercizi vari.

ESERCIZIO 3.13.42. % Sia K C R™ un chiuso non vuoto e definiamo la funzione
distanza d : R™ — [0, 00)

d(z) =dist(z; K) = inf |z —y|, x € R".
yeK
1) Provare che 'inf & un min e che Lip(d) =1 (se K # R").
2) Sia z € R™\ K un punto di differenziabilita di d. Provare che = ha proiezione

metrica unica su K.
3) Provare che d? verifica la disuguaglianza di semiconcavita

d(z + h)? + d(z — h)? — 2d(z)* < 2|n)?, z,h €R".

ESERCIZIO 3.13.43. % Sia f € C?(R") una funzione tale che f(0) = 0 e Vf(0) = 0.
Provare che esiste r > 0 tale che, detto p, = (0,7) € R""! si abbia

B,(pr) C {(z,t) €R™ 1t > f(x)} = epi(f),
ed inolte 0B, (p.) Ngr(f) = {0}.
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ESERCIZIO 3.13.44. Sia f: R? — R la funzione

o0

flany) = Z sin(n:iz?c:s(ny)’ (z,9) € R2.

Stabilire se esiste una costante § > 0 tale che per |z| < ¢ ed |y| < § si abbia
fla,y) = .

EsErcizio 3.13.45. Sia f: [0,1] x [0,1] — R una funzione continua. Provare che
il suo grafico A = {(z,y, f(z,y)) € R* : z,y € [0,1]} C R® ha misura nulla nello
spazio.

ESERCIZIO 3.13.46. Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X esia f: A — R una
funzione uniformemente continua su A. Provare che per ogni zy € A esiste finito il
seguente limite

Flw) = lim (o)

In altri termini, f si estende in modo continuo su A.



CAPITOLO 4

Equazioni differenziali ordinarie

1. Introduzione

Sia Q C R"2 n € N, un insieme aperto e sia F : Q — R una funzione continua.
Un’equazione della forma

(4.1.26) F(z,y,9/,...,y"™)=0

si dice equazione differenziale ordinaria di ordine n. Qui, x € una variabile reale, y e
una funzione incognita a valori reali e ¢/, ..., y™ sono le sue derivate.
Una funzione ¢ € C™(I) si dice soluzione dell’equazione differenziale (4.1.26) se:
i) I C R & un intervallo;
i) (z,0(x),...,0™(zx)) € Q per ogni z € I;
i) F(z,¢(x),...,¢™(z)) =0 per ogni z € I.

Le questioni pitt importanti sulle equazioni differenziali ordinarie sono:

1) L’esistenza di soluzioni.

2) L’unicita delle soluzioni, una volta fissate opportune condizioni iniziali o dati
al bordo.

3) Laregolarita delle soluzioni, ad esempio la dipendenza dai dati iniziali o dalla
F, la stabilita per tempi grandi, etc.

4) 11 calcolo esplicito delle soluzioni.

L’esistenza di soluzioni si prova con teoremi di punto fisso, con tecniche di ap-
prossimazione e compattezza, con metodi variazionali, con teoremi della funzione
implicita, con strumenti di Analisi Funzionale.

Il problema dell’unicita ¢ tipicamente piu difficile. Solo in situazioni speciali e
possibile calcolare le soluzioni in modo esplicito.

OSSERVAZIONE 4.1.1 (Equazioni in forma normale). Nel caso che

F(z.y,y,....y™) =y = fleyys . oyY)
per qualche funzione f: A — R con A C R"™! aperto, I’equazione (4.1.26) diventa

(4.1.27) y™ = f(x,y, ¢,y

Un’equazione della forma (4.1.27) si dice in forma normale.

OSSERVAZIONE 4.1.2 (Equazioni di ordine n e sistemi di n equazioni). Trasformia-
mo 'equazione (4.1.27) in un sistema di equazioni. Se introduciamo le nuove funzioni
incognite

Z :y(i’l), 1=1,...,n

71
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allora avremo 2/ = y® = z; 1 peri = 1,...,n—1, mentre 2/, = y™ = f(x,21,29,..., 2n).
Quindi I'equazione differenziale di ordine n (4.1.27) & equivalente al sistema di equa-
zioni differenziali di ordine 1

2] = 29
2=z
(4.1.28) 2
2= f(x, 21,22, -, Zn)-

La discussione dei sistemi di ordine 1 ¢ piu generale della discussione delle equazioni
di ordine n.

2. Equazioni differenziali lineari del primo ordine

Sia I C R un intervallo (ad esempio aperto) e siano a,b € C(I) due funzioni
continue. Un’equazione differenziale della forma

(4.2.29) v +alx)y=>0b(z), zel,

si dice equazione lineare del primo ordine. Fissati xp € I e yo € R, possiamo
prescrivere il valore della soluzione nel punto xg:

(4.2.30) y(0) = Yo,

Il problema di risolvere ’equazione differenziale (4.2.29) con la condizione iniziale
(4.2.30) si chiama Problema di Cauchy. L’incognita del problema ¢ una funzione
y e CHI).

Dedurremo la formula risolutiva dell’equazione differenziale, e piti in generale del
Problema di Cauchy, con un argomento euristico. Consideriamo preliminarmente il
caso b = 0:

(4.2.31) v +alz)y=0, zel.

In questo caso, 'equazione differenziale si dice omogenea. Supponendo y # 0, ad
esempio y > 0, equazione differenziale (4.2.31) si puo riscrivere nella forma y'/y =
—a(x). Una primitiva della funzione 3//y € logy. Dunque, indicando con A una
primitiva di a, ovvero A’'(z) = a(z) per ogni x € I, abbiamo

—A=logy+d,

per qualche costante d € R. Segue che y = exp(—d — A) e ponendo ¢ = e~¢ troviamo
la soluzione

(4.2.32) y(z) =ce @ el

Questa funzione risolve l'equazione omogenea per ogni ¢ € R (in altri termini la
limitazione y > 0 puo essere lasciata cadere).

Ora cerchiamo una soluzione della forma (4.2.32) per I'equazione non omogenea
(4.2.29), dove ora ¢ € C'(I) ¢ una funzione incognita che deve essere determinata.
Questo metodo si chiama “variazione della costante”. Inserendo 3y = e ™ — ace™*

nell’equazione (4.2.29) otteniamo

de 4 =b, ovvero ¢ = be.
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Integrando tale equazione su un intervallo (zg,z) C I otteniamo

c(x) = c(xo) + /33 b(t)etWdt,

Zo

e dunque troviamo

(4.2.33) y(z) = (c(xo) + / rb(t)eA(t)dt>e—A(z)’ vel,

o
dove ¢(z) € R & un numero reale. Per ogni scelta di tale numero, la funzione (4.2.34)
verifica I’equazione differenziale (4.2.29).
II numero ¢(zy) si puod determinare imponendo che I'integrale generale y verifichi
la condizione iniziale y(z¢) = yo. Si ottiene c(zy) = yoe®). Dunque otteniamo la
formula di rappresentazione per la soluzione del Problema di Cauchy:

(4.2.34) y(z) = (yoeA(xO) —|—/ b(t)eA(t)dt)e’A(x), rel,

Zo
Nel prossimo teorema proviamo che il metedo seguito rileva in effetti I’unica soluzione
del problema di Cauchy.

TEOREMA 4.2.1. Siano I C R un intervallo aperto, g € I, a,b € C(I) e

yo € R. Allora la funzione (4.2.34) risolve in modo unico il Problema di Cauchy
(4.2.29)+(4.2.30).

Dim. Che la funzione (4.2.34) risolva il problema ¢ un conto che ripercorre a
ritroso l'argomento euristico. Proviamo che questa soluzione ¢ 'unica.
Sia z € C''(I) una soluzione dell’equazione differenziale (4.2.29) e consideriamo la

funzione ausiliaria .

w(z) = e z(x) —/ b(t)e Dt

zo
dove A € una primitiva di a. Dal momento che sull’intervallo I risulta

w' = (az + 2 )e? — be? =0,

per il Teorema di Lagrange la funzione w ¢ costante su I, ovvero esiste k£ € R tale
che w(z) = k € R per ogni z € I. Dunque, si ha

2(x) = <k+/ b(t)eA(t)dt>e_A(x).

D’altra parte, se z verifica anche la condizione iniziale z(xy) = yo deve essere k =
yoet(®) e quindi z coincide con la funzione in (4.2.34). d

3. Equazioni differenziali a variabili separabili

Siano I,.JJ C R due intervalli aperti e siano f € C(I) e g € C(J) due funzioni
continue. Cerchiamo le soluzioni dell’equazione differenziale del primo ordine

(4.3.35) y' = f(z)g(y), =€l

per qualche intervallo I; C I. Una simile equazione si dice a variabili separabili.
Eventualmente, fissati un punto xq € I e un valore yo € J possiamo prescrivere la
condizione iniziale

(4.3.36) y(20) = yo.
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Il problema (4.3.35)+(4.3.36) si chiama Problema di Cauchy.

Osserviamo preliminarmente che se g(yo) = 0 allora la funzione costante y(z) = yo,
x € I, ¢ certamente una soluzione dell’equazione differenziale (4.3.35) che verifica la
condizione iniziale.

Siccome vogliamo dividere per g, supponiamo che g(yy) # 0. Allora risulta g # 0
in un intervallo aperto J; C J che contiene y,. Possiamo allora dividere e separare le
variabili. L’equazione differenziale si riscrive nel seguente modo:

y'(x)

(4.3.37) 2@ f(x),
dove z varia in un intorno I; C I del punto xq tale che y(z) € J; per ogni z € .

Sia G € C''(J;) una primitiva di 1/g(y) (nella variabile y), definita nell’intervallo
Ji dove risulta g # 0. La funzione G & strettamente monotona, perche G'(y) # 0, e
pertanto GG ¢ invertibile.

Sia poi F' € C''(I) una primitiva di f. Integrando I'equazione differenziale (4.3.37)
si ottiene

(4.3.38) G(y(z)) = F(z)+C, xe€l.

Qui, C' € R & una costante che puo essere determinata tramite la condizione iniziale,
e precisamente C' = G(yo) — F'(zo).
La soluzione del Problema di Cauchy e dunque

(4.3.30) y(x) = G (F(z) - Flao) + Glw)), @ € Iy,

dove G7! : G(J;) — J; ¢ la funzione inversa di G. L’intervallo I; C I ¢ in generale
piu piccolo di 1.

Il precedente argomento rileva due tipi di soluzione dell’equazione differenziale
(4.3.35): le soluzioni costanti e le soluzioni per cui g(y) # 0. Potrebbero, tutta-
via, esserci altre soluzioni. Se g # 0 su J, 'argomento prova che la soluzione e
necessariamente della forma (4.3.39).

TEOREMA 4.3.1. Siano I, J C R due intervalli aperti, xg € [ e yg € J, e siano f €
C(I), g € C(J) tali che g # 0 su J. Allora il Problema di Cauchy (4.3.35)+(4.3.36)
ha una soluzione unica y € C''(I;) data dalla formula (4.3.39), per qualche intervallo
aperto Iy C I contenente x.

La dimostrazione del teorema ¢ contenuta nell’argomento precedente.

EsEMPIO 4.3.2 (Esempio di Peano). Si consideri il problema di Cauchy

(4.3.40) { z’((OfC)):O?\/ y(z)l, zeR,

Osserviamo che la funzione f(y) = 24/|y| non & Lipschitziana in un intorno di y = 0.
La funzione identicamente nulla y = 0 & una soluzione. Questa, tuttavia, non e

I'unica soluzione. Una seconda soluzione puo essere trovata separando le variabili:

2=1'/ \/m . Integrando tale equazione sull’intervallo fra 0 e x € R troviamo

:/m y'(t) dt:/y(w) Ldz:{ 24/y(x), se y(x) >0
o Iy(@)] VAR —2y/—y(z), sey(z) <0.
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Nel cambiamento di variabili z = y(t) abbiamo usato la condizione iniziale y(0) = 0.
In questo modo, troviamo la soluzione y € C''(R)

{ 2?2 if x>0,

y(z) = —x? ifzx <.

D’altra parte, per ogni coppia di numeri reali « < 0 < (3, la funzione

Yap(x) = 0 if o< <p,
—(z—a)? ifr<a

¢ di classe C*(R) e risolve il Problema di Cauchy (4.3.40). Dunque c¢’¢ un “continuo”
di soluzioni noto come il “pennello di Peano”.

Fra tutte queste soluzioni se ne possono selezionare due speciali: quella massima,
che ¢ y, () = 0 per x < 0 e y(z) = z° per z > 0; e quella minima, che ¢ y_(z) = —z?
per < 0 e y(z) = 0 per z > 0. Per ogni punto del piano (zg,yo) € R? tale che
y—(x0) < yo < y4(xp) esiste una soluzione y del Problema di Cauchy (4.3.40) tale che
y(zo) = yo. 1l “pennello di Peano” ricopre tutta la regione del piano compresa fra la
soluzione massima e quella minima.

4. Altre classi di equazioni

ESEMPIO 4.4.1 (Equazioni di tipo omogeneo). Un’equazione differenziale con la
seguente struttura
Yy
-1
x

si dice di tipo omogeneo. Qui, f : I — R & una funzione (continua) su un intervallo
I C R. Con il cambiamento di variabile funzionale y = zz, dove z ¢ la nuova funzione
incognita, si ottiene y' = z+x2z’ e 'equazione differenziale si trasforma nella equazione
a variabili separabili

zZ + 2 = f(2).

EseEmPIO 4.4.2 (Equazione di Bernoulli). Un’equazione differenziale con la strut-
tura

(4.4.41) Y +a(x)y =b(z)y*, x€l,
dove av € un parametro reale tale che o # 0,1 si dice di Bernoulli. Ponendo
1 o
y=2Ta, 3 = Z1-a 7,
l -«

I’equazione si trasforma nella seguente equazione lineare
74+ (1 —a)a(r)z = (1 —a)b(x).

ESEMPIO 4.4.3 (Dinamica delle popolazioni). Supponiamo che una certa popola-
zione p > 0 evolva secondo la legge

NP
(4.4.42) pt) = 7p(t){1 - (1%) } teR,
dove p(t) = dZ—y) et € R ¢ la variabile temporale. Qui, 7,9, K > 0 sono parametri

fissati.
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L’equazione (4.4.42) € un tipico esempio di equazione di popolazione. L’equazione
¢ di Bernoulli e puo essere integrata esplicitamente.

5. Problema di Cauchy: Esistenza e unicita locale nell’ipotesi Lipschitz

In R"™! = R x R*, n > 1, introduciamo le coordinate x € R and y € R". Sia
poi  C R™! un insieme aperto e sia f € C(Q;R™) una funzione continua. Dato un
punto (zg,yo) € Q2 consideriamo il Problema di Cauchy

(4.5.43) { Z/(:c_o)f ifﬂy(@)/)

Abbiamo un sistema di n equazioni differenziali del primo ordine con la condizione
iniziale y(zo) = yo.
Una funzione y € C'*(I;R™) si dice soluzione del problema se:
i) I C R & un intervallo (aperto) tale che zg € I;
ii) (z,y(z)) € Q per ogni z € [;
iii) ¢'(z) = f(x,y(z)) per ogni x € I ('equazione differenziale ¢ verificata);
iv) y(zo) = yo (il dato iniziale viene assunto).
Integrando 'equazione differenziale y' = f(z,y) sull'intervallo con estremi xy e x
otteniamo l’equazione integrale

(4.5.44) y() = yo + / " F(ty(t)) di = Ty(x),

dove y — Ty e un’applicazione definita in un opportuno spazio funzionale. Una
soluzione del Problema di Cauchy ¢ dunque un punto fisso dell’applicazione T'. D’altra
parte, se una funzione continua y risolve ’equazione di punto fisso (4.5.44) allora y
di classe C* per il Teorema fondamentale del calcolo integrale e risolve il Problema
di Cauchy (4.5.43).

Fissiamo lo spazio funzionale. Per § > 0, si consideri lo spazio vettoriale reale

(4.5.45) V =C([xg — §,z0 + §;R™).
Sappiamo che V munito della sup-norma

(4.5.46) lyll = max |y(z)], yeV,
xe[m075,:r0+5]

¢ uno spazio di Banach. Per ogni ¢ > 0, il sottoinsieme X di V'

(4.5.47) X ={yeV:yx)=uwo lly —wl <e}

¢ chiuso in quanto entrambe le condizioni y(x¢) = yo € ||y — yo|| < € sono conservate
dalla convergenza uniforme (in effetti basta quella puntuale). Di conseguenza, lo
spazio metrico (X, d) & completo rispetto alla distanza d(y, z) = ||y — z||.

Vedremo che per un’opportuna scelta di 6 ed € I'applicazione T : X — X

(4.5.48) Ty(z) = yo + /zf(t,y(t))dt

¢ ben definita, ovvero risulta effettivamente Ty € X per ogni y € X.
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DEFINIZIONE 4.5.1. Sia © C R™""! un insieme aperto. Diciamo che una funzione
f € C(Q;R") ¢ localmente di Lipschitz in y se per ogni compatto K C € esiste una
costante L > 0 tale che

(4.5.49) \f(x,y1) — f(z,y2)| < Llyr — 2|
per ogni (z,y1), (z,y2) € K

TEOREMA 4.5.2 (Esistenza e unicita locale). Siano  C R™"! un insieme aperto,
(x0,y0) € Q, esia f € C(2;R") una funzione localmente di Lipschitz in y. Allora
esiste & > 0 tale che il Problema di Cauchy (4.5.43) ha una soluzione unica y €
CHI;R™) nell'intervallo I = [z — §, 79 + 0]. Inoltre, la scelta di § ¢ uniforme per
(20, Yo) in un compatto di €.

Dim. Sianod > 0ed ¢ > 0tali che K = [rq—3, zo+d]x{y € R" : |[y—yo| < e} C
Sia H C € un insieme compatto tale che K C int(H). Dal momento che f & continua
su H, il numero

M= sup |[f(z,y)] <oo
(z,y)eH

¢ finito. Sia X linsieme introdotto in (4.5.47) e sia T l'applicazione (4.5.48). Per
ogni y € X abbiamo, per ogni x € I,

me—wdé\/!ﬂtmmwtﬁﬂﬂx—%kiﬂl

In effetti, risulta (¢,y(t)) € K C H per ogni t € I. Scegliendo eventualmente una
costante 0 > 0 piu piccola (questa scelta non modifica M), possiamo supporre che
0M < e. Con una tale scelta, si ha Ty € X per ogniy € X. Quindi 7 : X — X ¢
ben definita. La scelta di 6 > 0 ¢ indipendente da xq e yo, fintanto che K C int(H).

Dimostriamo che 'applicazione T : X — X ha un unico punto fisso. E sufficiente
mostrare che esiste k € N tale che I’applicazione iterata T* & una contrazione. Siano
y,y € X ex € I. Abbiamo (ad esempio con = > )

yte) = Totw)| = | [ (rte.0(0) = £0.50)a
< [ 1rte.vw) = .0t
<L [ Iote) = 90l < Lo = aal - Iy =31,
Qui, L ¢ la costante di Lipschitz peor F relativa al compatto H. Analogamente, si ha
2y(e) - T3] = | [ (0 Tu0) - 0. 70
< Ty(t) — Ty(e)\dt

(x — x0)

T 2
<y~ gl [ (¢~ w0yt < 20y - )
Z0o
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Per induzione, troviamo per ogni k € Ne x € [

_ LE|x — xol* _
T y(w) = Thy()] < ——7——lly — 0ll,
e questo implica
Lo
Ty — T < ¢ k,) ly — g
Dal momento che (L5)"
. (L
ST
allora esiste k£ € N tale che
(Lo
k! '

Per un tale k, 'applicazione T* & una contrazione. Allora 7' ha un unico punto fisso
y € X. Inoltre, risulta y € C*([zg — §, 79 + 6]; R") e y risolve il Problema di Cauchy
(4.5.43). 0

OSSERVAZIONE 4.5.3. Sia f € C(£2;R") una funzione tale che esistano continue
le derivate parziali
ofi

0y;
Allora la funzione f e localmente di Lipschitz in y. Supponiamo ad esempio che sia
Q = R"™ e consideriamo un compatto K = [a,b] x {y € R" : |y — yo| < r} per
qualche —oco < a < b < 00, yp € R" ed r > 0. Se (z,y1),(x,y2) € K allora per il
Teorema del valor medio esiste t* € [0, 1] tale che

filz,y1) = filz,y2) = (Vyfilw, yn + 17 (y2 — 1)), 2 — y1)
< |V filz,yr + (2 — )|l — v1| < My — w1l

dove V,, indica il gradiente nelle sole variabili y e

eC(), i,j=1,...,n

M = \V4 i\, < ,
(£35K| yfi(z,y)| < oo

e l'affermazione segue.

6. Soluzioni massimali e criterio di prolungamento

Sia f € C(2;R") una funzione che verifica la condizione di Lipschitz (4.5.49) e
sia (zg,yo) € 2.

PROPOSIZIONE 4.6.1. Nelle ipotesi del Teorema 4.5.2, siano I e Iy due interval-
li aperti contenenti zy e supponiamo che y; € CH(I;;R") e yp € C'(I5;R") siano
soluzioni del Problema di Cauchy (4.5.43). Allora abbiamo y; = yo su I; N Is.

Dim. L'insieme A = {x € [ NIy : y1(x) = yo(2z)} ¢ relativamente chiuso in I; N Iy
in quanto y; e y» sono continue. Mostriamo che A ¢ anche aperto in I; N I,. Dal
momento che I; N I, € connesso, seguira che A = I; N I5.

Siano dunque Ty € A e go = y1(To) = y2(Zo). Per il Teorema 4.5.2 esiste un 6 > 0
tale che il Problema di Cauchy

(4.6.50) { Z ( v)

S

Yo

H\ ||

0)
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ha una soluzione unica y € C*(I;R") con I = [Ty — §,To + d]. Per § > 0 piccolo, si
ha I C I N I,. Segue allora che y = y; =y in I, e percio I C A. ([l

Sia &/ insieme di tutte le coppie (J,y;) dove J C R & un intervallo aperto che
contiene xg e y; € C'(J;R™) & una soluzione del Problema di Cauchy (4.5.43). Per il
Teorema 4.5.2, abbiamo & # ().

Sia I C R T'intervallo I = JJ, dove 'unione ¢ fatta su tutti gli intervalli J tali
che (J,y;) € &. Siay € CY(I;R") la funzione definita da

(4.6.51) y(z) =ys(x) se xe

La funzione y e ben definita in quanto per la Proposizione 4.6.1 si ha y; = yy su
J N J'. Inoltre, y ¢ una soluzione del Problem di Cauchy (4.5.43).

DEFINIZIONE 4.6.2 (Soluzione massimale). La funzione y definita in (4.6.51) si
chiama soluzione massimale del Problema di Cauchy (4.5.43).

TEOREMA 4.6.3 (Criterio di prolungamento). Siano I = (ag, by) C R un intervallo
aperto con —0o < ag < by < oo, Q = I x R", esia f € C(;R™) una funzione che
verifica la proprietd di Lipschitz locale in y. Se y € C*((a,b);R") & la soluzione
massimale del Problema di Cauchy (4.5.43), per qualche intervallo (a,b) C (ao, by),
allora deve valere almeno una delle seguenti due affermazioni (o entrambe):

i) b = by; oppure:
D 1 e
i)l ly ()] = oc
C’e un’affermazione analoga relativa al punto a.

Dim. Per assurdo, supponiamo che b < by e che esista una successione zy € (a,b),
k € N, tale che

lim z, =b e sup|y(zg)| < My,
k—o0 keN

per qualche costante finita My < oco. Ponendo g, = y(zx) € R" ed eventualmente
estraendo una sottosuccessione possiamo supporre che

lim 4. = 7o
k—o0

per qualche 3y € R".
Studiamo il seguente Problema di Cauchy

/ —
(4.6.52) 2l = 1w, 2(2))
Fissiamo un compatto H C € tale che (b, go) € int(H) e poniamo

M = max x,Y)| < o0.
max |f(z.y)

Per un opportuno € > 0 e per ogni k € N sufficientemente grande, I'insieme compatto
K=[z,2b —a] x{y e R": [y — G| < &}
e contenuto in H. Consideriamo lo spazio funzionale

X = {Z c C([Ik,2b— $k],Rn> . Z(QJ}C) = gk; ||Z — ng < 8}.
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Se k € N ¢ sufficientemente grande, abbiamo anche 2(b — zx)M < e. Quindi,
I'operatore integrale
Tz(x) =gp+ [ f(t,2(t))dt
Ty

trasforma X in se stesso, ovvero T : X — X. Come nella dimostrazione del Teorema
4.5.2, un’opportuna iterazione di T' ¢ una contrazione su X e pertanto per il Teorema
2.3.3 esiste un’unica soluzione z € C*([zy,2b — x;]; R") del Problema di Cauchy
(4.6.52).

D’altra parte, la funzione y risolve il medesimo Problema di Cauchy sull’intervallo
[zk, b) e per I'unicita deve essere y = z su [z, b). Questo prova che y puo essere pro-
lungata come soluzione del Problema di Cauchy (4.5.43) oltre b. Questo contraddice
la massimalita di y. OJ

7. Lemma di Gronwall e soluzioni globali

In questa sezione proviamo un teorema di esistenza globale delle soluzioni di equa-
zioni differenziali nel caso che la funzione f verifichi una condizione di crescita al piu
lineare, si veda (4.7.55). A tale scopo occorre la seguente proposizione, nota come
Lemma di Gronwall.

LEMMA 4.7.1. Siano I C R un intervallo, xy € I e ¢ € C(I) una funzione continua
non negativa, ¢ > 0. Se esistono o, € R, con «, § > 0, tali che

(4.7.53) )< a+ B/ t)dt, per ognix € I con x> xy,
allora
(4.7.54) o(x) < P20 per ogni x € I con = > .

Dim. Sia ® : I — R la funzione

—a—l—ﬂ/ el

Risulta ® € C'(I) ed inoltre ®'(x) = Bp(x) per ogni x € I, per il Teorema fonda-
mentale del calcolo. Dalla (4.7.53) segue che ®'(x) < f®(x) per x € I, dal momento
che 3 > 0. La funzione ¥(z) = e #@=20)®(x) verifica allora
V() = et (0) + I (0) = e (- () + 2/(2) <0
e U(zg) = ®(xp) = a. Segue che ¥(z) < a per x > x, ovvero
®(z) < aeP@—zo)

per ogni x € I con x > xy. Questo implica (4.7.54), dal momento che ¢(x) < &(z),
per la (4.7.53). O

TEOREMA 4.7.2 (Soluzioni globali). Siano I = (ag,by) con —oo < ag < by < o0,
Q=1xR" esia f e C(Q;R") una funzione continua con la proprieta di Lipschitz
locale in y (4.5.49). Supponiamo che per ogni compatto K C I esista una costante
C > 0 tale che

(4.7.55) |f(z,y)| < C(1+|y|]), perognizeKeyecR"
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Allora il Problema di Cauchy (4.5.43), con zy € I e yo € R", ha un’unica soluzione
globale definita su tutto I.

Dim. Sia y € C'(J;R") la soluzione massimale del Problema di Cauchy (4.5.43),
con J = (a,b) C I. Supponiamo per assurdo che b < by. Allora, per il Teorema 4.6.3
si ha

(4.7.56) li% ly(z)| = oo.

Siano K = [zg,b] e C' > 0 tali che valga la (4.7.55). Dall'identita

y(#) = yo + / Cfhy®)dt, xe

otteniamo per x € J con x > x

o) < Il +C | (U [y(6))dt < lyol + C(b— 20) + C / () dt.

o

Dal Lemma di Gronwall segue che
()] < {lyo] + C(b — wo)}e ),z € (20,0),
e percio la (4.7.56) non puo valere. O

ESEMPIO 4.7.3 (Sistemi lineari). Sia A(x) una matrice reale n x n che dipende da
x € I in modo continuo, dove I C R & un intervallo aperto. Il Problema di Cauchy

y' = Alz)y
y(wo) = Yo,
con g € I e yy € R™, ha una soluzione unica y € C*(I). Infatti, la funzione
f:IxR"—=R"
flz,y) = Alz)y
& continua e per ogni compatto K C I verifica per x € K ed y;,y, € R"”

[f (@, 9) = f(z,92)| = [Al2)yn = A(@)ys| < [JA@)[Il91 — ol < max||A)][|yn — vl

Le ipotesi del Teorema 4.5.2 di esistenza e di unicita locale sono dunque verificate.
Inoltre si ha |f(z,y)] = |A(z)y| < max,ek ||A(z)]||y| per ogni x € K e y € R™.
Dunque, anche U'ipotesi (4.7.55) del Teorema 4.7.2 & soddisfatta. Questo assicura
’esistenza globale.

EsEmPIO 4.7.4. Sia o > 0 e consideriamo il Problema di Cauchy:

{ y' = [yt
y(0) = 1.

La funzione f(y) = |y|'™* ¢ di classe C'(R) e quindi le ipotesi del Teorema di esistenza

e unicita locale della soluzione sono verificate. Sia I = (a,b) C R lintervallo di

definizione della soluzione massimale. Si ha y(x) # 0 per ogni x € I. Se, infatti,

esistesse T € [ tale che y(z) = 0, allora y sarebbe soluzione del Problema di Cauchy
o |Z|1+a
2

) =0,

I
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che pero avrebbe come unica soluzione la funzione identicamente nulla z = 0. Questa
sarebbe una contraddizione.

Siccome la soluzione y del problema iniziale ¢ stettamente crescente, segue che
0 < y(x) < 1perogniz el conz < 0. Dal Criterio di prolungamento deduciamo
che a = —o0.

In effetti, la soluzione y si calcola esplicitamente separando le variabili

T y(z) 1 1
:/ ﬂdt:/ ola-d),
0 y(t)l-‘ra 1 Za+l a ya

da cui si ottiene la soluzione

1 1
definita per r < b = —.

W= a

A causa dell’andamento superlineare di f(y) = |y|'*® la soluzione del Problema di

Cauchy esplode in tempo finito. Si noti che b — oo quando o — 0.

8. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine

Sia I C R un intervallo aperto e siano a, b, f € C(I) funzioni continue. In questa
sezione studiamo 'equazione differenziale lineare del secondo ordine:

Y +alz)y +bz)y = f(x), xe€l

L’incognita ¢ una funzione y € C*(I). L’equazione differenziale si dice lineare perche
I'operatore differenziale . : C*(I) — C(I)

ZL(y) =y +a(x)y +b(x)y

€ un operatore lineare.

La dimostrazione del seguente teorema di esistenza e unicita della soluzione per
il Problema di Cauchy segue direttamente dai Teoremi 4.5.2 e 4.7.2. Si veda anche
I’Esempio 4.7.3.

TEOREMA 4.8.1. Siano I C R un intervallo aperto, zg € I e yo,y, € R, e siano
a,b, f € C(I) funzioni continue. Allora il Problema di Cauchy

y" +a(@)y +b(x)y = f(z), z€l,
(4.8.57) y(zo) = yo
Y (o) = Yo

ha un’unica soluzione y € C?(I).

Studiamo ora il caso omogeneo f = 0. Consideriamo l'insieme delle soluzioni
dell’equazione omogenea

S={yeC*(I):y" +alx)y +b(z)y=0sul}.
Dal teorema precedente segue il seguente fatto.

PROPOSIZIONE 4.8.2. L’insieme S delle soluzioni dell’equazione omogenea ¢ uno
spazio vettoriale reale di dimensione 2.
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Dim. S ¢ uno spazio vettoriale, perche per ogni a, 8 € R e y1,y2 € S, ovvero

L) = Z(yy) = 0, risulta
ZL(ay + By2) = aZ (1) + L (y2) = 0,

e quindi ayy + Bys € S.
Proviamo che S ha dimensione esattamente 2. Fissato un punto xy € I, definiamo
la trasformazione 7" : S — R? definita nel seguente modo

T(y) = (y(x0),y (x0))-

La trasformazione T' ¢ lineare. Proviamo che T ¢ iniettiva e suriettiva. Ne segue che
S ed R? sono linearmente isomorfi e dunque dim(S) = dim(R?) = 2.

Prova dell’iniettivita: se T'(y) = T(z) con y, z € S allora y e z risolvono lo stesso
Problema di Cauchy (4.8.57) (con f = 0). Siccome per il Teorema 4.8.1 la soluzione
del problema ¢ unica, deve essere y = z.

Prova della suriettivita: dato (yo,ys) € R?, dal Teorema 4.8.1 segue 'esistenza di
y € S tale che T(y) = (Yo, Y})-

Dunque, lo spazio vettoriale S ha una base vettoriale composta da due soluzioni.
Consideriamo due soluzioni y1,ys € S (non necessariamente linearmente indipenden-
ti). Formiamo la matrice Wronskiana

_ yi(z) yo(w)
Waste) = (0 0 )
e il determinante Wronskiano

_ yl(x) y2($) o / /
() = det (A0 O ) —yy@hlo) - mlon] o).

Yo

Chiaramente risulta w € C*(I) e inoltre

w' = Y15 — Yoy + Y1y — Yoyt
= yl(_a(x)yé —b(z)y2) — y2(—a($)y/1 —b(z)y1)
= —a(x)w.

Integrando 1’equazione differenziale scopriamo che il determinante Wronskiano ha la
forma

w(z) = w(xg) exp ( - /x a(t)dt), x el

zo

In particolare, se w(xg) = 0 in un punto zy € I allora w = 0 in tutti i punti.

PROPOSIZIONE 4.8.3. Siano y;,y> € S soluzioni dell’equazione omogenea e sia

w = det Wy, ,, il corrispondente determinante Wronskiano. Allora:

(A) w1, ys sono linearmente dipendenti se e solo se esiste zg € I tale che w(xy) =0
(equivalentemente se e solo se w = 0 su [);

(B) 41, y2 sono linearmente indipendenti se e solo se esiste 21 € [ tale che w(xy) #
0 (equivalentemente se e solo so w # 0 su I).
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Dim. Proviamo (A). Se y1, y2 sono linearmente dipendenti allora esistono (a, 8) #
(0,0), a, B € R, tali che ay; + By, = 0 su I. Derivando vale anche ay] + Sy, = 0 su

I, e dunque
)5
Ya Y B 0)"

Segue che w = 0 su tutto I.
Supponiamo ora che w(xy) = 0 in un punto xy € I. Allora, esistono («a, 8) # (0,0)

tali che
(e ) (5)=(5)

La funzione z = ay; + By» ¢ in S e verifica z(xg) = 0 e 2/(zg) = 0. Dall’'unicita della
soluzione per il Problema di Cauchy segue che z = 0 e quindi ¥, y» sono linermente
dipendenti.

L’affermazione (B) segue da (A) per negazione.

8.1. Metodo della variazione delle costanti. In questa sezione illustriamo il
metodo per calcolare una soluzione dell’equazione non omogenea

(4.8.58) v +alx)y+b(x)y = f(z), zel,

una volta si sappia risolvere I’equazione omogenea corrispondente. Sia y;, Y una base
di soluzioni per '’equazione omogenea y” +a(z)y+b(x)y = 0. Cerchiamo una soluzione
del tipo

(4.8.59) Y = C1y1 + C2yo
dove ¢1, ¢y : I — R sono funzioni da determinare. Derivando la relazione si ottiene
Yy =y + iyl + chyo + cay.
Imponendo la condizione
(4.8.60) yr+ s =0
I’espressione precedente si riduce alla seguente
y' =yl + e
Derivando nuovamente si ottiene
y' =y + eyl + s + ety

Sostituendo nell’equazione differenziale di partenza, dopo qualche calcolo, si arriva
alla seguente equazione

a(yf + ayy +buyr) + co(yy + ayh + bya) + iy + ¢y = f.

Usando il fatto che y, y2 risolvono I’equazione omogenea si ottiene la seconda condi-
zione

(4.8.61) A+ cyy = f.

Mettendo a sistema le condizioni (4.8.60) e (4.8.61) si arriva al sistema

(33)(2)-()
(T Ch [



8. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL SECONDO ORDINE 85

Nel sistema e apparsa la matrice Wronskiana di y;,y.. Per la Proposizione 4.8.3,
questa matrice ¢ invertibile in ogni punto x € I. Questo permette di risolvere il

sistema in ¢ e c:
, -1
) _ ( Y1 Yo 0
e Vi Y f

Le due equazioni del sistema possono essere integrate. Questo procedimento determi-
na c; e co a meno di due costanti addittive che appaiono nel processo di integrazione.
Una volta sostituite ¢; e ¢o nella (4.8.59), le due costanti possono essere determinate
con delle eventuali condizioni iniziali.

8.2. Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti. Consi-
deriamo un’equazione differenziale del tipo

(4.8.62) y'+ay +by=0

dove a,b € R sono costanti. Si cercano soluzioni della forma y(z) = e**, dove A € C ¢
un parametro complesso. Sostituendo le derivate y' = A\e* e 3y’ = A2e** nell’equazione
differenziale si ottiene ’equazione

(A2 +a)\ +b) = 0.
Siccome e** #£ 0, tale equazione ¢ verificata se e solo se \ verifica 1’equazione caratte-
ristica:
N +al+b=0.
Sia A = a? — 4b il discriminante dell’equazione. Si possono presentare tre casi.
1) A > 0. L’equazione caratteristica ha due soluzioni reali distinte

—a— VA —a+ VA
MM=—"T— ¢ =—7-—.
2 2
In questo caso, la soluzione generale y di (4.8.62) & una combinazione lineare
delle soluzioni y; () = eM® e yy(x) = 2%, che sono linearmente indipendenti:
y(r) = ceM” + e, xR

dove ¢y, co € R.
2) A < 0. L’equazione caratteristica ha due soluzioni complesse coniugate

Alzwza—l—iﬁ e Azzﬂ

dove si ¢ posto a = —a/2 e B = +/—A/2. Le funzioni
2 (z) = elotihT — goweifT — 60%((o5 B 4 i sin Bir)

z(z) = 07T — gore=iBT — o0 (o5 B — isin fx)

sono soluzioni a valori complessi dell’equazione differenziale. Dunque, le
funzioni

=a—1if

yi(z) = S (@) _g 2(2) = e cos fx

yo(x) = w = e sin fx
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sono soluzioni a valori reali dell’equazione differenziale. Le funzioni y; e w9
sono linearmente indipendenti e dunque la soluzione generale dell’equazione
differenziale ¢ della forma

y(x) = (c1 cos fx + ¢y sin fz)e™”

con c1,co € R.

3) A =0 . L'equazione caratteristica ha la soluzione reale A = —a/2 con mol-
teplicita 2. In questo caso, il metodo produce una sola soluzione y; (x) = e**.
Un conto diretto mostra che la funzione y,(z) = ze*® & pure una soluzione
che e linearmente indipendente dalla precedente. In effetti, si ha:

Yy +ays +bys = 2Xe™ + Nz +a(e + Azet”) + bae
= (A4 a)+b)ze* + (2\ +a)e™ =0,
dove nell’ultimo passaggio si e usato il fatto che che A risolve I'equazione

caratteristica e che A = —a/2.
La soluzione generale dell’equazione (4.8.62) ¢ dunque

y(r) = (1 + CQx)eM, c1,co € R.

8.3. Equazioni del secondo ordine di Eulero. Sia f : I — R una funzione
continua su un intervallo I C RT e siano a,b,c € R numeri reali tali che a # 0.
L’equazione differenziale

(4.8.63) az®y" +bxy +cy = f(x), w€l,

e un’equazione del secondo ordine di Eulero. Consideriamo il caso f = 0, ovvero il
caso omogeneo,

(4.8.64) ar*y’ +bxy +cy=0, xcRT.

L’equazione ¢ singolare in x = 0 in quanto il coefficiente di y” si annulla. Cerchiamo
soluzioni sulla semiretta Rt = (0, +00). Dal momento che I'equazione differenziale &
lineare, le soluzioni formano uno spazio vettoriale di dimensione 2. Cerchiamo due
soluzioni linearmente indipendenti della forma

y(SC) — N = o) _ o(atiB)logz _ LL‘a(COS(ﬁ IOgSC) + iSiH(ﬁ log:z:)),

dove A = a + if ¢ un parametro complesso. Inserendo y, 3y = Az, e ¢/ =
A = 1)2*72 nella (4.8.64) si trova 2*(a\(A — 1) + bA + ¢) = 0. Dal momento che
> # 0, X risolve I'equazione caratteristica

(4.8.65) ar*+ (b—a)\+c=0.
A seconda del segno di A = (b — a)? — 4ac si distinguono tre casi.

Caso 1: A > 0. In questo caso I'equazione caratteristica ha due soluzioni semplici
A1, A2 € R e la soluzione generale dell’equazione omogenea (4.8.64) &

y(x) = Cha™ + Cya™?,
dove (', Cs € R sono costanti reali.

Caso 2. A = 0. In questo caso, I’equazione caratteristica ha una soluzione reale
doppia A € R e troviamo la soluzione y;(z) = z*. Una verifica diretta mostra che la
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funzione y,(x) = 2* log z & una soluzione che ¢ linearmente indipendente dalla prima.
La soluzione generale dell’equazione omogenea (4.8.64) & dunque

y(x) = 2Oy + Cylog 1),
dove (', C5 € R sono costanti reali.

Caso 8. A < 0. In questo caso '’equazione caratteristica ha due soluzioni
complesse fra loro coniugate

M=a+if and I =a—if.
Otteniamo le soluzioni a valori complessi
2z (z) = 221 = 2% (cos(Blog ) + isin(Blogx)),
z(r) =227 = xa(cos(ﬂlog x) —isin(flog x)),
e quindi le soluzioni reali

1

(1) = 5(21(2) + 22(2)) = 2° cos(log 2),

yo(x) = %(zl(x) — 29(x)) = 2% sin(f log x).

La soluzione generale dell’equazione omogenea ¢ dunque
y(z) = 2%(Cy cos(Blog z) + Cysin(Blog x)),

dove C,C5 € R sono costanti reali.

9. Regolarita della soluzione rispetto ai dati iniziali

9.1. Continuita della soluzione rispetto ai dati. Siano Q C R®™! un insieme
aperto ed f € C(€;R") una funzione che ¢ localmente di Lipschitz in y. Fissiamo un
punto (zg,yo) € 2 e per (§,n) € Q consideriamo il Problema di Cauchy

y'(z) = flz,y(x))
4.9.66
( ) { y(&) =n.
Esistono dei numeri 6 > 0 ed r > 0 tali che per ogni (§,1) € B.(xo,y) C il
Problema di Cauchy ha una soluzione unica yg, € C*(I;R™) dove I = [xg — 6,29 + 9]
¢ un intervallo fissato. Possiamo anche supporre che esista h > 0 tale che

|Yen(x) — yo| < R
per ogni (£,m) € B.(xg,y0) e per ogni x € I, e tale che si abbia

K=1x Bh(yO) C Q.

L’insieme K & compatto e il grafico di una qualsiasi soluzione ¢ contenuto in K.
Definiamo la costante

M = max z,y)| < 00,
Joax |f(z,y)l

e sia L > 0 una costante di Lipschitz per f relativa a K

|f($,y1) - f(xay2)| < L|y1 - y2|> per Ogni (IL‘,y1), ("L‘wa) € K.
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TEOREMA 4.9.1 (Kamke). Con le ipotesi e notazioni precedenti, sia yg, € C*(I; R")
la soluzione del Problema di Cauchy (4.9.66) e sia y,,,, € C*(I;R™) la soluzione con
dato iniziale y(zg) = yo. Allora si ha la convergenza uniforme

(4.9.67) lim  max [ye () = Yaoy ()| = 0.

E—xo,n—yo x€l

Dim. Formiamo la differenza fra le soluzioni

Uen() — Yaopo(®) =1 — o + /E " F(tyen(t))dt — / " F (g (1))
- /g " F e (1))t + / :{f@, Yen(8)) — F(t: Yoy (£)) .

Per la disuguaglianza triangolare si ha (ad esempio con & < zy < )

() — Yango ()] < |1 — v0] + /5 Lt e ()]t + / 1 F (s yen(8)) — F(E, Yoo ()]

<= sl + MIE = a0l 4 L [ lyeat) = o Ol
o
Ora il Lemma di Gronwall implica che

‘yﬁn(l‘) - ym0y0<x>| < (|’r] — y0| + M‘g _ x0|)eL\:psz|’

per ogni = € I, e la convergenza uniforme segue. U

Vogliamo definire il “flusso” indotto dall’equazione differenziale. Siano I = [z¢ —
d, 9 + 0] e B = B,(x0, o), come sopra. Definiamo la funzione ® : [ x B — Q C R"
ponendo

(4.9.68) D(z,&,m) = yey(2).

Proviamo che ® ¢ continua su I x B, ad esempio che ¢ continua nel punto (xg, &y, 10) €
I x B. Fissiamo ¢ > 0 e stimiamo la differenza

[©(2,&,1) — (20, S0, m0)| < |®(2,€,m) — (&0, m0)| + [P(2, &0, 10) — (0, 0, 70)]-
Per il Teorema di Kamke esiste 0; > 0 indipendente da x € I tale che
|(z,&,m) — (z,&,m0)| < /2
per ogni &, n tali che [€ — &| < 1 e |n — no| < 1. Inoltre esiste d; > 0 tale che
|D(x, 0, m0) — (w0, 0, m0)| < €/2

per ogni « € [ tale che |x — x| < d9. Infatti la funzione x — ®(z, &y, n9) € continua.
Questo prova la continuita di ®.



9. REGOLARITA DELLA SOLUZIONE RISPETTO AI DATI INIZIALI 89

9.2. Dipendenza C' della soluzione dai dati. Sia 2 C R""! un insieme
aperto e sia f € C'(£2; R") una funzione tale che esistano continue le derivate parziali

0
(4.9.69) w cC(uRY, i=1,...,n.
Yi
In particolare, f e localmente di Lipschitz in y. Sia ® : [ x B — Q il “Husso” definito
in (4.9.68). Vogliamo provare che sotto l'ipotesi (4.9.69) ® ¢ di classe C'.
Prima di enunciare il risultato, calcoliamo in modo formale le derivate di yg,.

Innanzitutto si ha

0 0 o 0 ) o) 9
%8—5%7}(1’) = a—ggysn(l’) = 8—€f($,ygn(flf)) = a_i(x»yén@))a_fyﬁn(x)'

In questo conto stiamo supponendo che sia lecito scambiare le derivate a% e a%' Con
Jf /0y abbiamo indicato la matrice Jacobiana di f relativa alle variabili y.

Calcoliamo ora Oyg,/0¢(x) nel punto z = £. Dal fatto che yg,(§) = 7 per ogni
¢ € I, segue che la derivata della funzione { — yg,(£) si annulla identicamente.
Dunque, per la regola della derivata della funzione composta, si ottiene

0 0 0
0= %80+ P57 = B0+ 1)

In definitiva, la funzione ¢, : I — R"

¢£n( ) = 8@/5,7(:6)

= 1

x BTz , xel,
e la soluzione del Problema di Cauchy lineare

V(x) = Fey(x)ih(z)
4.9.70 y
(49.70) G e
dove Fg, € C(I; M,(R)) ¢ la funzione a valori matrici n x n

of
(4.9.71) Fep(x) = a—y(m,ygn(:c)).
I1 Problema (4.9.70) ha una soluzione unica definita su /.
Calcoliamo le derivate di ye, rispetto alle variabili . Per ogni i = 1,...,n si ha

9 0 R 0 _of 9
a—xa—my&](x) = 877z‘ axy£n<x> - 877 f(x,ygn(x)) - ay (x,ygn(x))amysn(l')-

7

Inoltre, dall’identita ye,(§) = n valida per £ € [ si ottiene

DYen
=e, = AU )
87]1 (5) el (07 ) ) 70)

In definitiva, la funzione g, ; : I — R"

Jy
Peni(T) = a;n (x)

¢ la soluzione del Problema di Cauchy lineare

(4.9.72) { ‘5%) :Sn(w)%(fc% rel,
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TEOREMA 4.9.2. Siano Q C R™"! un insieme aperto, (zg,79) € Qed f € C(;R")
sia una funzione che verifica (4.9.69). Per § > 0 siano I = [zg— 0,20+ ] e B={y €
R™ : |y — yo| < 0}. Allora esiste § > 0 tale che la funzione ® : I x I x B — R

(I)('Ta 57 7]) = y&](‘r)a

dove yg, € C'(I; R™) & la soluzione del Problema (4.9.66), ¢ di classe C*(I x I x B;R").
Inoltre,
0%(z,&,m)

0®(z,€,n) ,
a—fzw&](:ﬁ) € 8—m:(p§"’i(x)’ 221,...,717

dove g, € g, sono le soluzioni dei Problemi di Cauchy (4.9.70) e (4.9.72).

Dim. Per 6 > 0 sufficientemente piccolo, la funzione ® e ben definita ed e continua
per il Teorema 4.9.1 e l'osservazione che lo segue.

Proviamo che ® ¢ differenziabile con continuita in 7. E sufficiente considerare il
caso n = 1, ovvero n & unodimensionale. Per z,£ € [, € Beh € Rcon 0 < |h| < hg
sufficientemente piccolo

(4.9.73)
Venenl®) ~ Venl?) _ 1 [n Th /E (e n(t)) dt — /5 " F(tyenlt)) dt]
. /g I(ge0n0) = Sl
1 [ teasrl U=V (1 g 1) ar

Nell'ultima riga abbiamo usato il Teorema del valor medio che fornisce un g(t) €
(Yentn(t), yey(t)) tale che

f(t, y§7n+h(t)) — f(t, y&n(t>> = (y£7n+h(t) - y&n(t))g_i(ty Un(t)).

Sia ¢ € C'(I;R) la soluzione del Problema di Cauchy (4.9.72). Lasciamo cadere
I'indice ¢, in quanto n = 1. Lasciamo anche cadere la dipendenza da & ed 7 nelle
notazioni. La condizione iniziale & ¢(£) = 1. Dunque ¢ risolve ’equazione integrale

(49.74) o) =1+ [ o0 e ®)dr

Sottraendo (4.9.74) da (4.9.73) otteniamo

R(l’, h) - yfﬂﬁ-h(x)h_ ygﬂ(m) . (,0(]7)

T (Yenin(t) —yea () OF of
- [ (Rt ) - e vl

dove abbiamo tolto gli indici £ ed 7. B
Affermiamo che esiste una costante C' > 0 tale che per ogni ¢ > 0 esiste h > 0
tale che |R(z, h)| < Ce per ogni 0 < |h| < h e per tutti gli x € I. La costante C' non

(4.9.75)
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dipende da z, &, n. Questo provera che

(4.9.76) fiy Yertn(®) ~ Ven(@) _ o(z),
h—0 h
con convergenza uniforme in x, &, 7. In particolare, la convergenza uniforme implica
che 00
M esiste continua.
an

Infatti, aggiungendo e togliendo @(t)g—g(t, yn(t)) nell’integrale sulla destra in (4.9.75),
otteniamo

B = [ e aamomars [ o (G0 - ) a

Esiste una costante M > 0, che & uniforme in un intorno di (&, 7), tale che

of
/ ‘ < M.
S (0)] <
Inoltre, essendo 0f /0y continua in €2, ¢ uniformemente continua sui compatti di €.
Quindi esiste o > 0 dipendente da ¢ tale che

Lty - L teto] <

non appena Y ;41 (t) — yey(t)] < 0. Per il Teorema 4.9.1, tale stima vale per tutte le
t € I non appena |h| < h per qualche h > 0 dipendente da o
In definitiva, per ogni |h| < hex € I si ha

sup ()| <M e sup
tel |h|<ho,tel

\R(z, h)| §255M+M‘/ (R(t, h)
3

e per il Lemma di Gronwall segue che |R(z,h)| < 2e6MeMI*=¢l. Questo termina la
dimostrazione di (4.9.76).
Ora proviamo che

(1977 i Ve Y ),
dove 1) e la soluzione del Problema di Cauchy (4.9.70). Si ha
(4.9.78)
yﬁ—&-h,n(I)h_ y&n( ) _ 1 {77"’_ f(t y£+hn( )) dt —n / f t yfn( ))dt:|
£+h
/ St Yerna(t ) ftyen(®)) _% g : F(t Yesny(t)) dt
)8 E+h
:/5 Yernn(lt )h yén( )8]7;( ())dt—% : f(t Yernn(t)) dt,

per qualche (nuova) yn(t) € (Yerny(t),yen(t)). Sia ¢ € CYI;R) la soluzione del
Problema di Cauchy (4.9.70). Allora v risolve l’equazione integrale

(4.9.79) b(@) = —F(E veo(©) ‘/¢; 2ty (y) .
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Sottraendo (4.9.79) da (4.9.78) otteniamo

S(ah): = y5+h,n($)h— Yen(®) ()

— “Yernn(t) = ye, (t) Of of
_/5 ( £ . 3 ay( ,Un(t)) —@D(t)a—y(t,ygn(t))) dt+

E+h
_ %/ﬁ {F(t Yernn(t)) = F(& yen(€)) } dt

S of *
= [ St n G 0 0) ) (G 4 vt — G0 0) des

&+h
[ )~ e}

Usando la continuita uniforme di f e %, come sopra deduciamo che per ogni € > 0

esiste A > 0 tale che per ogni |h| < h e z € I si abbia

S, h)] < 225(M +1) + M| /5 ()t

dove ora M ¢ un “bound” per ¢ e g—i. L’affermazione segue. 0

9.3. Flusso di un campo vettoriale. In questa sezione cambiamo notazione.
Indichiamo con t € R la “variabile temporale” e con = € R" la “variabile spaziale”.
Con % indichiamo la derivata in ¢ di una curva v : I — R", I C R intervallo.

Un campo vettoriale su R™ & una funzione F : R® — R™. Se F' € C''(R™; R") allora
F' e localmente di Lipschitz. Dunque, per il Teorema di esistenza e unicita locale, per
ogni x € R™ il Problema di Cauchy

(4.9.80) { Z(g) i (1)

ha un’unica soluzione locale v, € C'(I,) per qualche intervallo I, C R contenente
t =0. Se I, = R per ogni x € R", ovvero se ogni soluzione 7, e definita per tutti i
tempi t € R, il campo F' si dice completo.

DEFINIZIONE 4.9.3 (Flusso). Sia F' € C'(R";R") un campo completo. La funzio-
ne ¢ : R xR"— R"

(I)(t’ "L‘) = ’YJ:(t)’
dove v, € C'(R;R"™) ¢ la soluzione del Problema di Cauchy (4.9.80) si dice flusso del

campo vettoriale F'. Per ogni t € R, definiamo la funzione ®; : R® — R"™ ponendo

PROPOSIZIONE 4.9.4. Sia F' € C*(R™; R™) un campo completo. Allora il suo flusso
® verifica le seguenti proprieta:
i) ® e CYR x R*;R™).
ii) ®(0,z) = « per ogni z € R™, ovvero &y = Id.
iii) Il flusso verifica la proprieta di gruppo ®;,s = ®; o @, per ogni s,t € R. In
particolare, ®; ' = ®_,.
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Dim. L’affermazione i) segue dal Teorema di 4.9.2. L’affermazione iii) segue
dall’'unicita della soluzione per il Problema di Cauchy. U

10. Esercizi

10.1. Equazioni del primo ordine.

EsSERCIZIO 4.10.1. x Al variare del parametro o € R studiare esistenza e unicita
della soluzione y € C'(R) del problema

{x3y/—y+1=0,
y(0) = o

EsERcizio 4.10.2. x Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy

,  1+2z
y =
cosy
y(0) = m.

EseRrcizio 4.10.3. = Calcolare la soluzione generale delle seguenti equazioni dif-
ferenziali:

/

CoS 3
i)y = YZRL | sina i)y =~y+a2+1, 2>0.
T

~ 14sinx

EsErcizio 4.10.4. * Calcolare la soluzione dei seguenti Problemi di Cauchy
N P )
i) 1+e” ii) 1
y(0) = 0. y(=2) = —5.
EsERrcIz1O 4.10.5. * Si consideri I'equazione differenziale

Yy = (y* —y)log(2 + 2).
i) Determinare il suo integrale generale.
ii) Risolvere il problema di Cauchy con dato y(—1) = 1/2.

EsERcizio 4.10.6. Si consideri 'equazione differenziale
cosx
y=-1y-4

i) Trovare tutte le soluzioni costanti.
ii) Calcolare la soluzione generale dell’equazione in forma implicita.
iii) Calcolare in forma esplicita la soluzione del problema di Cauchy con dato
iniziale y(37/2) = 5.

sinz

Esercizio 4.10.7. Sia f : R — R una funzione continua tale che f(0) = 0,
f(t) >0set#0,e
bodt

- — OQ.

o f(t)

Provare che y = 0 ¢ I'unica soluzione del Problema di Cauchy

{ y' = f(y)
y(0) = 0.
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Esercizio 4.10.8. Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy
m cos(xy
{ = Ttz
x
y(l) =

EsSERCIzI0 4.10.9. Calcolare la soluzione y € C*(a,b), —oo < a <1 < b < oo, del
Problema di Cauchy
’ Yy—
(-1

y(1) =0,

e disegnare un grafico qualitativo di y. Calcolare b e mostrare che a > —

1 77r/2
2

EseRrcizio 4.10.10. x Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy
{ y =sin(z +y+ 3)
y(0) = =3.
Esercizio 4.10.11. Calcolare la soluzione generale della seguente equazione dif-

ferenziale

IQ

y=y-—
y

EsERrciz1o 4.10.12. % Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy
{ y=yly—-1)(+1), zeR,

y(0) = %

EsErciz1O 4.10.13. x Si consideri I’equazione differenziale
(1 —cosy)y = rsinzsiny.
i) Determinare tutte le soluzioni costanti;
ii) Calcolare (in forma implicita) I'integrale generale;
iii) Calcolare la soluzione che verifica la condizione iniziale y(0) = 3.

EseERrcizio 4.10.14. Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy

2 2
x
y = —|—y7 x>1
Ty

y(v2) = /2log 2.

ESERCIZIO 4.10.15. Dimostrare che esiste un’unica soluzione y € C''(R) del pro-

blema differenziale
(Y ()2 =1+ |y(z z € R,
y(0) =0,

y'(0) = 1.
ESERrci1Z10 4.10.16.
{ Y =vVr++/lyl, >0
y(0) = 0.

i) Dimostrare che ogni soluzione y verifica y(z) > 2232 per z > 0.
ii) Usando il Teorema delle contrazioni provare che esiste un’unica soluzione
locale del problema.
iii) Provare che la soluzione & definita su tutto [0, 00).
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iv) Dimostrare che

lim _y(x) :l and  lim ylz) _ 2

z—o00 T2 47 z—0T 1'3/2 3 ’

ESERCI1ZIO 4.10.17. Dimostrare che esistono soluzioni periodiche y € C*'(R) del-
I’equazione differenziale

y'(x) =2siny(z) +sinz, xR
EsERciz1o 4.10.18. Si consideri ’equazione differenziale
z3y — 2y + 22 = 0.
Provare che:

i) Ogni soluzione y € C*(R \ {0}) si estende ad una funzione in C'(R);
ii) L’equazione non ha soluzioni analitiche definite in un intorno di = 0.

EseERrcI1zIO 4.10.19. per a > 0 e A € R, si consideri il problema differenziale

,  ysiny
y - 1+l’a’
lim y(x) = A

T—00

x>0,

Per dati a e A, studiare esistenza e unicita di soluzioni y € C1(0, c0) del problema.

ESERCIZIO 4.10.20. Sia f : R?> — R una funzione continua e limitata e fissiamo
(ro,y0) € R? Provare che il Problema di Cauchy ' = f(z,y) e y(zo) = yo ha
almeno una soluzione. Usare il Teorema di punto fisso di Schauder e il Teorema di
Ascoli-Arzela.

10.2. Equazioni del secondo ordine.

EsERrcizio 4.10.21. % Calcolare l'integrale generale dell’equazione differenziale

ESERCIZIO 4.10.22. x Siano a, 3 € R e sia y € C*°(R) la soluzione del problema
di Cauchy
y'+2y +2y =te”', y(0) =a, y'(0) = B
1) Calcolare la soluzione y.
2) Determinare tutti gli o, f € R per i quali esiste finito il limite
lim M

z—0 ¢

Esercizio 4.10.23. Calcolare la soluzione generale della seguente equazione dif-
ferenziale
y' +4y = 2%e*, xR

EsERcizio 4.10.24. Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy

y' =2y +y=x(1+¢"), reR,
y(0) =0
y'(0) = 0.
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EsERcizio 4.10.25. x Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy
. 1 ve ( T 7T)
I 272/
y(0) =0
y'(0) = 0.
EsERrc1z10 4.10.26. % Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy

22y +3zy —3y=0, z€R"
y(1) =0
y'(1) =4
ESERCIZIO 4.10.27. * Calcolare la soluzione y € C*(R) del seguente Problema di
Cauchy:
y2y//
1+
y(0) =1
y'(0) = 0.

ESERrcIzZIO 4.10.28. % Sia g € C([0,00)) una funzione tale che

| o)l <,
0

e sia y € C?([0,00)) la soluzione del Problema di Cauchy
y' +y=9g(x)y, x>0,

y(0) =0
y'(0) =1
Dimostrare che esiste una costante M > 0 tale che |y(z)| < M per ogni x > 0.
ESERCI1Z10 4.10.29.  Sia f € C'(R) una funzione continua tale che tf(t) > 0 per
ogni t € R. Provare che il Problema di Cauchy
{ y e ly) =0
y(0) =y'(0) =0
ha 1'unica soluzione y = 0.

EsERcIzio 4.10.30. x Sia F' € C'(]0,00)) una funzione tale che F(0) > 0 ed
F'(x) > 0 per ogni z > 0. Provare che ogni soluzione y € C?([0,00)) dell’equazione
differenziale

y'+ F(z)y=0, x>0,
¢ limitata. Suggerimento: moltiplicare per 3’ ed integrare.

ESERCIZIO 4.10.31. * Sia y € C*(R) la soluzione del Problema di Cauchy

y'+2y°=0, zeR,
y(0) =1
y'(0) = 0.

Provare che la soluzione ¢ effettivamente definita per ogni x € R, che ||y||« < 1, che
y ¢ pari e periodica.
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EsERciz10 4.10.32. Sia o > 0 un numero reale e si consideri il Problema di Cauchy

(6]
y//+;y/+y3:07

y(0) =1,
y'(0) = 0.
i) Dimostrare che il Problema ha un’unica soluzione y € C*([0,T)) per qualche

T > 0.
ii) Provare che la soluzione ¢ definita su tutto [0, 00);
iii) Per a = 0 dimostrare che la soluzione y ¢ periodica e che

ma ) =1, min y(r) = —1.
xe[O,i(o)y( ) z€[0,00) y( )

Suggerimento: moltiplicare per x* ed usare il Teorema delle contrazioni.

EsERcizio 4.10.33. Siano a,b € C(R) funzioni continue e sia y; € C*(R) una
soluzione dell’equazione differenziale

y'+ay +by=0

tale che y; () # 0 per ogni x € R. Determinare una soluzione y € C?*(R) linearmente
indipendente da ;.

EsERrcCIz10 4.10.34. Provare che per ogni numero reale o > 0 il problema con dati
al bordo
{ y' = -y}, —a<z<a,
y(—a) = yla) = 0

ha esattamente due soluzioni y € C?([—a, a]).
EsERC1z10 4.10.35. Per € > 0 si consideri il problema con dati al bordo

{ —ey’ +y° —1=0su[-1,1],
y(1) =y(=1) =0

i) Provare che se il problema ha una soluzione y € C?([—1,1]) allora questa &
unica. In particolare & pari: y(z) = y(—x).
ii) Provare che ogni soluzione y del problema verifica |¢/(z)| < 1 per ogni x €
[—1,1].
iii) Calcolare la soluzione y = y. € C*([-1, 1]) del problema.
iv) Calcolare il limite z(x) = h{(r)l y=(z).

EseErci1zio 4.10.36. Siano n > 3 e A > 0. Dimostrare che la funzione

n—2

p(r) = (ﬁ) 2

¢ I'unica soluzione del Problema di Cauchy

_1 n+2
&'(r) + T (r) = —n(n — 2)p(r) 2, >0,
o b
© ()) =\
¢'(0) = 0.
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EsERciz1o 4.10.37. Sia ¢ € C?(0,00) con ¢ > 0 una soluzione dell’equazione

n_l n+2

(*) o'(r) + ——¢'(r) = —n(n = 2)p(r)>=2, >0,

e sia ¢ € C%(R) la funzione definita da o(r) = r°z" (= logr). Tale sostituzione si
chiama sostituzione di Fowler-Emder.

i) Provare che esiste una costante C' € R tale che
1

(x4 VO = (=27 (0P 0P ) 1O teR

ii) Assumendo ¢ limitata vicino r = 0, provare che deve essere C' = 0.

iii) Sia ¢ € C?([0,00)), ¢ > 0, una soluzione di (x) e sia 9 € C?(0, o) la funzione
definita da ¢(r) = (r9(r))*2". Usando (x%) con C' = 0, provare che ¥ risolve
I’equazione di Eulero

29+ —9 =0,
e quindi determinare .
10.3. Analisi qualitativa.

EsERciz1o 4.10.38. x Si consideri il Problema di Cauchy

;o 1
y —x—l-y
y(0) = 1,

dove y e la funzione incognita ed x e la sua variabile.

1) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale, che ¢ crescente e con-
cava. Trattegiarne il grafico.
2) Sia (a,b) C R l'intervallo di definizione della soluzione massimale. Provare
che b =00 e che a > —1/2.
3) Calcolare il limite
lim M
z—o0 log x
4) Calcolare il valore di a.

EsErcizio 4.10.39. Si consideri il Problema di Cauchy
, 1
v = y2—a2+1
y(0) = 1.
i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale y € C'(—6,5) per
qualche 6 > 0;
ii) Provare che la soluzione & una funzione crescente;
iii) Sia (a,b) C R l'intervallo di esistenza della soluzione massimale. Provare che
b = oo.
iv) Provare che y(x) > x per ogni x € (a,b);
v) Provare che
lim y(z) — 2z = 0.

T—00
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EsERrcizio 4.10.40. x Si consideri il Problema di Cauchy

{y’_y2+$2—1
y(0) =0,

dove y e la funzione incognita ed x e la sua variabile.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale.
ii) Discutere eventuali simmetrie.
iii) Studiare qualitativamente la monotonia delle soluzione y.
iv) Sia (=b,b) C R, con 0 < b < oo, l'intervallo di definizione della soluzione
massimale. Provare che b < oo e che b > 4/3/2.

EsERrcizio 4.10.41. x Si consideri il Problema di Cauchy

{ y =yl +x
y(0) =0,

dove y e la funzione incognita ed x e la sua variabile.

1) Provare che esiste un’unica soluzione y € C*(R) del problema e studiarne la
monotonia.
2) Calcolare la soluzione.

EsERrcIz10 4.10.42. % Si consideri il Problema di Cauchy

{ y' = sin(y + x)
y(0) = 0.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione definita su tutto (—oo, 00).
ii) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale y' = sin(y + x)
della forma y = mx + ¢ con m,q € R.
iii) Studiare la monotonia della soluzione del Problema di Cauchy e disegnarne
un grafico qualitativo.
iv) Calcolare eventuali asintoti della soluzione.

ESERCIZIO 4.10.43. x Dimostrare che esiste un’unica soluzione y € C*(R) del

Problema di Cauchy
y' = sin (f)
Y

y(0) = 1.
Provare che y ¢ pari e che
lim y(z) = oc.

T—r 00
EsERciz1o 4.10.44. Si consideri il Problema di Cauchy
{ v == D(y* +a?)
y(O) = Yo,
dove 1y € R e un parametro reale.

i) Dimostrare che il problema ha un’unica soluzione massimale;
ii) Provare che per yo = 0 si ha y(x) = —23/3 + O(x°) per x — 0;
ili) Provare che per |yo| < 1 la soluzione ¢ definita su tutto R;

iv) Provare che per y > 1 la soluzione non ¢ definita su tutto R.
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EsERcIz1O 4.10.45. x Calcolare tutti gli a € R tali che la soluzione del Problema
di Cauchy
{ v =y -2y+a
y(0) =0
sia definita su tutto R.

ESERCIZ10 4.10.46. * Dimostrare che la soluzione del Problema di Cauchy
{ y=—(+1)y’+a
y(=1) =1
e definita su tutto R.

ESERC1Z10 4.10.47. % Si consideri il Problema di Cauchy

gLl

y x
y(l) = 1.

i) Provare che il problema ha una soluzione unica definita sull’intervallo (0, c0).
ii) Disegnare un grafico qualitativo della soluzione.

EsErcIziO 4.10.48. Per yo € R sia y la soluzione massimale del Problema di
Cauchy

y(0) = vo.
i) Mostrare che il problema ha un’unica soluzione definita su tutto R;
ii) Provare che il seguente limite esiste

{ y = xsiny

A= lim y(z),

T—00

e calcolarlo in funzione di yq.
iii) Mostrare che per ogni n € N si ha y(z) = A+ o(1/z™) per z — oo, ovvero

lim 2" (y(x) — A) = 0.

T—00

EsErcizio 4.10.49. Dato un numero reale yg # 0, si consideri il Problema di
Cauchy

;o 1
y = 1;2_,_3/2
y(0) = vo.

Dimostrare che:

i) Le soluzioni sono globalmente definite su R;
ii) I limiti L~ = lim y(x)e LT = hrf y(x) esistono finiti;
T——00 T—r+00

iii) Stimare Lt ed L~ in relazione a .
EsERrc1z10 4.10.50. Si consideri il Problema di Cauchy
{ Y =y a4l
y(0) = 0.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale y € C'(—6,d) per
qualche 0 > 0;
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ii) Provare che la soluzione ¢ una funzione dispari: y(—x) = —y(x) per ogni z;

iii) Provare che la soluzione ¢ convessa per x > 0;

iv) Provare che la soluzione & definita per ogni x € R (usare il Teorema di
esistenza globale non ancora dimostrato in classe);

v) Provare che y(x) > sinh(z) per ogni x > 0.

EsErcizio 4.10.51. = Si consideri il Problema di Cauchy

{ y =log(y) — =

y(1) =e.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale y € C'(1 — 6,1+ ) per
qualche § > 0.

ii) Studiare la monotonia della soluzione.

iii) Sia (a,b) l'intervallo di definizione della soluzione massimale. Provare che
a = —o0 e che b < oo.

iv) Studiare la convessita della soluzione.

10.4. Sistemi e flussi.

EsERcizio 4.10.52. % Sia f € C''(R) una funzione tale che f(1) = 0 e sia 0 <
o < 1 un numero reale. Provare che il Problema di Cauchy
o =af(a®+y?) —y
v =yf@®+y) +a
z(0) = z¢
y(0) =0

ha un’unica soluzione che ¢ definita su tutto R.

EsERcIZIO 4.10.53. Sia A la matrice 2 x 2

0 1
A= (_1 ! ) |
Calcolare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali ¢y = Ay.

EsERrcizio 4.10.54. Per 0 < T' < oo ai consideri lo spazio vettoriale X = {b €
C([0,T);R™) : b & limitata} munito della norma

bl = sup, [b(2)]-

z€[0,T
Siano A € M, (R) e yo € R", e si consideri il Problema di Cauchy
{ y=Ay+b in[0,7)
y(0) = vo.
Si definisca T : X — C([0,T);R") ponendo F(b) = y se y € C([0,T);R") ¢ la
soluzione del Problema di Cauchy con dato b.

i) Dimostrare che per ogni 0 < 7' < oo esiste una costante 0 < Cr < oo tale
che

(%) [F(b1) — F(b2)]loc < Crl|b1 — bl
per ogni by, by € X
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ii) Dimostrare che la stima di continuita (*) vale anche nel caso T' = oo, a patto
che gli autovalori della matrice A + A? siano strettamente positivi.

ESERCIZIO 4.10.55. * Sia f € C*(R™) una funzione tale che:
a) Gli insiemi {z € R" : f(z) < A} sono compatti per ogni A € R.
b) Vf(z) =0 se e solo se z =0.
Si consideri il Problema di Cauchy
Y(t) ==V (@), t=0,
7(0) = o,
dove xy € R™. Dimostrare che:
i) 1 problema ha un’unica soluzione v,, € C*([0, 00));
) lim (1) = 0
—00
iii) Nel caso f(x) = |z|*/2, calcolare il flusso ® : [0,00) x R™ — R™, ®(t,x¢) =
Vo (1)
10.5. Equazioni alle derivate parziali.

ESERCIZIO 4.10.56. * Sia ¢ € C'(R) una funzione assegnata. Calcolare la solu-
zione u € C''(R?) del Problema di Cauchy

ou Ou
= in R2
o7 + ay u, 1

u(z,0) = p(x), xeR.

ESERCIZIO 4.10.57. % Sia ¢ € C*(R) una funzione assegnata. Calcolare la solu-
zione u € C''(R?) del Problema di Cauchy

ou ou

ar oy
u(0,y) = »(y)

ESERCIZIO 4.10.58. % Sia ¢ € C'(R) una funzione assegnata. Calcolare la solu-
zione u € C'(R x RT) del problema di Cauchy
ou ou

— — =2 >0

u(z,1) = p(x), xR

=, inR?
7

y € R.

ESERC1ZI10 4.10.59. Verificare che la funzione u € C*°(R™ x (0,00)), n > 1,

1 =2 "
u(x,t):(47rt)n/2e i, zeR"t>0,
verifica I’ equazione del calore
0 t
u(;t’ ) = Au(z,t), ze€R" t>0,

dove A =31 aa_; ¢ loperatore di Laplace.



CAPITOLO 5

Teoremi di invertibilita locale e della funzione implicita

1. Teorema di invertibilita locale

Sia A € M,(R) una matrice reale n x n e consideriamo la funzione lineare f :
R™ - R", f(xz) = Az con x € R". 1l sistema di equazioni lineari

(5.1.81) flz)=b

ha soluzione unica per ogni b € R™ se e solo se det(A) # 0. In altri termini, f &
iniettiva e suriettiva se e solo se det(A) # 0. Vogliamo generalizzare questi risultati
di risolubilita a sistemi di equazioni (5.1.81) dove f : R — R"™ ¢ una funzione non
lineare.

Dobbiamo preliminarmente introdurre i concetti di diffeomorfismo e di diffeomor-
fismo locale.

DEFINIZIONE 5.1.1 (Diffeomorfismo). Sia A C R™ un aperto. Una funzione f €
CHA;R™), 1 < k < o0, si dice diffeomorfismo di classe C* se:
i) f: A— f(A) C R” ¢ iniettiva (e suriettiva);
ii) f(A) C R™ & un insieme aperto;
iii) La funzione inversa verifica f~! € C*(f(A); A).

Quando k£ = 0 la definizione di diffeomorfismo si riduce a quella di omeomorfismo.
Siano A e B due spazi topologici. Una funzione f : A — B si dice omeomorfismo se f
¢ iniettiva e suriettiva, ed inoltre sia f che f~! sono continue. In questo caso (ovvero
se f & 1-1 e su), dire che f~! sia continua equivale a dire che f trasforma aperti in
aperti.

DEFINIZIONE 5.1.2 (Diffeomorfismo locale). Sia A C R" un aperto. Una funzione
f e CFA;R™), 1 <k < oo, si dice un diffeomorsifmo locale di classe C* se:

i) f € aperta, e cioe trasforma insiemi aperti in aperti.
ii) Per ogni punto € A esiste un § > 0 tale che f : Bs(x) — R™ ¢ iniettiva e
la funzione inversa verifica f=* € C*(f(Bs(z)); R™).

In particolare, se f & un diffeomorfismo locale allora f(A) C R™ ¢ aperto.

TEOREMA 5.1.3 (Invertibilita locale). Sia A C R™ un insieme aperto e sia f €
CH(A;R™), 1 < k < co. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & un diffeomorfismo locale di classe C*;
B) det(J¢(zo)) # 0 in ogni punto zy € A, dove J; ¢ la matrice Jacobiana di f.

EseEMPIO 5.1.4. Si consideri il seguente sistema di due equazioni nelle incognite
r,y eR

(5.1.82) { r+ysinx = by

2%y + siny = by,
103
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dove b = (b1, b2) € R? & un dato assegnato.

Certamente, quando b = 0 il sistema ha almeno la soluzione nulla z = y = 0.
Proviamo il seguente fatto: esistono due numeri € > 0 e 6 > 0 tali che per ogni
b € B.(0) esiste un’unica soluzione (z,y) € Bs(0) del sistema.

Sia f : R? — R? la funzione f(x,y) = (x + ysinz, 2%y + siny). Risulta f €
C>(R?;R?). La matrice Jacobiana di f ¢

[ 1+ycosx sinx
Jr(@,y) = ( 21y 2% 4 cosy ) '

Nel punto (z,y) = (0,0) = 0 si ha det J;(0) = 1 e per continuita si deduce l'esistenza
di un 6 > 0 tale che det Js(z,y) > 0 per ogni (z,y) € Bs(0). Dunque, f & un
diffeomorfismo locale di classe C* su Bs(0). Per il Teorema di invertibilita locale,
pur di prendere § > 0 ancora piu piccolo, f & anche aperta ed iniettiva su Bs(0).
Dunque U'insieme f(Bs(0)) C R? & aperto e siccome 0 = f(0) € f(Bs(0)) allora esiste
e > 0 tale che B.(0) C f(Bs(0)).

Se b € B.(0) allora esiste (z,y) € Bs(0) tale che f(z,y) = b e per I'iniettivita di
f il punto (z,y) € unico in Bs(0). O

Esempio 5.1.5. Sia f: R — R la funzione

_ [ x4+ 2a®sin(1/z), z#0,
J(x) = { 0 z=0.
Affermiamo che:

i) f & derivabile in tutti i punti ed in particolare f'(0) = 1;
ii) f non € iniettiva in alcun intorno di z = 0.

In effetti, f non ¢ di classe C*(R) perche f’ non & continua. Le ipotesi del Teorema
di invertibilita locale non sono verificate.
Dalla definizione si calcola immediatamente f’(0) =1 e inoltre per x # 0
f'(z) =14 2zsin(1/x) — cos(1/z).

Il limite di f’'(x) per  — 0 non esiste. Nei punti

T — keZ,k’#O,

2k’
si ha f/(zx) =0 ed f(xy) = zg. Per x # 0 la derivata seconda di f ¢

f"(x) = 2sin(1/x) — ;cos(l/x) — %sin(l/x),

e quindi per £ > 0 si ha

2
f”(l’k) =——<0.
Tk

I punti z; sono punti di massimo locale stretto e xy — 0 per £ — co. Quindi f non
¢ iniettiva in alcun intorno di z = 0.
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Dim. (Prova del Teorema 5.1.3) A)=-B). Fissiamo zy € A e sia § > 0 tale che f €
C*(Bs(z0); R™) sia un diffeomorfismo di classe C*. Indichiamo con f~!: f(Bs(xo)) —
Bs(z0) la funzione inversa. Allora per ogni z € Bs(xg) si ha f~}(f(x)) = z = [,(z),
dove I,, ¢ la matrice identita n x n. Dal teorema sul differenziale della funzione
composta si ha

Jp-1(f(@)Jf(x) = In, € Bs(wo).

Dal teorema sui determinanti si ottiene allora

1 = det(1,) = det (Jy-1(f(2))Jp(x)) = det (Jy-1(f(2))) det(Jy(z)).
Questo implica che det(Jf(x)) # 0 per ogni x € Bs(xp) e in particolare per x = xy.

B)=-A). Supponiamo che sia det(J¢(x)) # 0 in ogni punto = € A. Siano zy € A
ed € > 0 piccolo a piacere tale che B.(xy) C A. Proveremo che

(5.1.83) esiste § > 0 tale che Bs(f(xo)) C f(B:(xo)).

Da questo segue che f trasforma punti interni in punti interni e quindi aperti in
aperti. L’affermazione (5.1.83) puo essere riscritta nel seguente modo:
(5.1.84)

esiste 6 > 0 t.c. per ogni y € B;s(f(xo)) esiste © € B.(z) tale che f(x) =y.

Fissiamo dunque y € Bs(f(zg)) con 6 > 0 da determinare e cerchiamo un punto
x € B:(xo) tale che f(z) =y. Sia T = df (zo) € Z(R™;R") il differenziale di f in zg
e osserviamo che det(T") = det(J(xg)) # 0. Dunque esiste 'operatore lineare inverso
T-1 € Z(R™;R"). Definiamo la funzione K della variabile x

(5.1.85) K@) =z —-Tf(z) —y).

Vogliamo provare che K : B.(zy) — B.(7g) & una contrazione rispetto alla distanza
standard.

Siccome B.(xq) & completo con la distanza ereditata da R™, dal Teorema di punto
fisso di Banach segue che esiste un (unico) punto z € B.(z) tale che x = K(x). Ma
allora

r=K@)=2-T(flx)~y) & 0=T"'flx)-y) & [fl@)-y=0,
e quindi f(x) =y. Questo prova I'affermazione (5.1.84).

Dobbiamo mostrare che:
i) K ¢ ben definita, e cioe trasforma B.(z) in se stesso;
ii) K ¢ una contrazione.

Per provare che K ¢ ben definita conviene introdurre la funzione ausiliaria g(x) =
x — T Y(f(x)). Osserviamo che dg(xg) = I, — T~ 'df (zg) = 0, ovvero, per I'identifi-
cazione di differenziale e matrice Jacobiana,
dgi(xo)
8xj
Siccome ¢ ¢ di classe C! (in quanto lo & f), pur di prendere un € > 0 pilt piccolo, si
puo per continuita supporre che

(5.1.86)

=0, i,j=1,...,n.

(5.1.87) |dg(x)|| < = per ogni xz € B.(x).

N | =
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Questa affermazione puo essere provata partendo dalla disuguaglianza (Teorema sulle

norme equivalenti)
gty < (32 (22BN
j

,)=
con C' > 0 costante assoluta. Dalla (5.1.86) e dalla continuita delle derivata parziali

di g segue la (5.1.87). E in questo punto che si usa la regolarita almeno C! di f.
Sia ora x € B.(zg). Allora abbiamo

|K () = x| = o =T (f(2) = y) — x| = |2 =T (f(2)) + T~} (y) — ol
=lg(z) = g(w0) + T (y — f(20))| < lg() = g(wo)| + |77 (f(x0) = v)I.
Per il Corollario del Teorema del valor medio esiste z € [xg, 2| tale che

|9(x) = g(xo)| < ||dg(2)|l|x — x|,

e quindi
_ 1 _
K () = ol < |ldg(2)lle = zol + ITHIIf (w0) =yl < 5+ T
In definitiva, affinche K sia ben definita ¢ sufficiente scegliere 6 < m
Proviamo ora che K ¢ una contrazione. Per ogni x,Z € B.(x¢) si ha come sopra

K () = K@) =z =T (f(2) —y) = (@ =T (f(2) =)l
=z =T (f(2) — (@ =T (f(2))| = lg(z) — 9(z)| < %|x — 1,

Dunque K ¢ una contrazione con fattore contrattivo 1/2.

Prossimo obiettivo e di provare che esiste una costante M > 0 tale che per ogni
x,T € B.(xp) si ha
(5.1.88) [f(z) = f(2)] = M|z — zI.
Tale maggiorazione implica in particolare che f ¢ iniettiva e che f~! & continua.
Precisamente f~! verifica

(5189 7 )~ £ @) < oy — a1
La verifica di (5.1.88) si riconduce nuovamente alle proprieta di g:
| — 2] = |g(z) =T (f(2)) — (9(2) = T~ (f(@)))]
< lg(x) — 9@ + 1T I () - f(@)]
< gle =21+ 1T/ @) - F@),
e quindi |f(z) — f(Z)| > M|x — Z| con M = m
Rimane da provare che la funzione inversa f~' : f.(B(zy)) — B:(zo) ¢ di classe

C*. Proviamo che f~! ¢ differenziabile con derivate parziali continue. Per ipotesi si
ha

f(x) = f(xo) +df (o) (2 — 20) + Eyy (),

lim L@
T A

dove
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Invertendo 'identita precedente con y = f(x) ed yo = f(x) si ottiene

F7H ) = £ (yo) = df (w0) " (y — yo — Einy (7))
= df (20) " (y — o) — df (0) " (Ey-100)(f ' (%))
Dalla stima (5.1.88) si deduce che
TR/ 7516 el €)) R 1 o B — 0.
v |y — ol oo [f(2) = f(xo)|  ==wo [f(2) — f(20)] |4 — o]

Questo prova che f~! & differenziabile nel punto ¥, con differenziale

df (o) = df (o).

Poiche il differenziale puo essere rappresentato come la matrice Jacobiana delle deriva-
te parziali, I'ultima identita pud essere riformulata dicendo che Jf~(yo) = J f(zo) "
Dal Teorema sulla matrice inversa deduciamo che le entrate di .J f ~*(yo) sono funzioni
che dipendono in modo continuo da yy. Lo stesso argomento prova che f~! & di classe

C*k. O

[z — x| Euy()

Il teorema di invertibilita locale ha una naturale riformulazione nell’ambito degli
spazi di Banach.

TEOREMA 5.1.6. Siano X ed Y due spazi di Banach, sia A C X un insieme aperto
esia f: X — Y una funzione di classe C'(A) (ovvero f ¢ differenziabile in tutti i
punti di A e la funzione A 3 x — df(z) € Z(X,Y) ¢ continua). Allora per ogni
xo € A esiste § > 0 tale che f(Bs(xp)) C Y & un aperto, f ¢ invertibile su Bs(xg) ed

f=1 € CH(f(Bs(x0)); Bs(xo))-

La dimostrazione del teorema ¢ identica a quella in R™.

OSSERVAZIONE 5.1.7 (Invertibilita globale). Supponiamo che f : R" — R" sia
un diffeomorfismo locale (ad esempio di classe C'). In particolare, f ¢ localmente
invertibile. Ci si puo domandare sotto quali ipotesi ulteriori su f, la funzione f
e globalmente invertibile. Teoremi di questo tipo si dicono teoremi di inversione
globale. Si veda sul tema il Capitolo 3 di Ambrosetti-Prodi, A Primer of Nonlinear
Analysis, Cambridge.

2. Teorema sulla funzione implicita

2.1. Premessa. Sia f : R? — R una funzione e consideriamo I'equazione f(x,y) =
0 nelle variabili z,y € R. Ci domandiamo quando tale equazione definisca im-
plicitamente una funzione y = ¢(x) oppure una funzione z = (y), anche solo
localmente.

Consideriamo l'esempio f(x,y) = 2? + y* — 1 = 0 ed analizziamo 'insieme (la
circonferenza)

M = {(:p,y) cR?: f(z,y) = O}.

Le derivate parziali di f sono f, = 2z ed f, = 2y. Dunque, su M si ha |V f(x,y)| =
2 # 0. In particolare, nel “polo nord” N = (0,1) si ha f, =0 ed f, =2 # 0, mentre
nel “polo est” £ = (1,0) si ha f, =2 # 0 ed f, =0.
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La semicirconferenza centrata nel polo nord N e I'y-grafico della funzione ¢ €
C>*(-1,1), p(z) = V1 — 22,
Mn{y >0} ={(z,p(x) eR*:z € (-1,1)}.

La variabile y si esplicita in funzione della variabile z.
Viceversa, la semicirconferenza centrata nel polo est F e I’z-grafico della funzione

Y eC™(=1,1), ¥(y) = V1 -y?
Mn{x>0}= {(@/J(y),y) cR*:yc (-1, 1)}

La variabile z si esplicita come funzione della variabile .

2.2. Argomento euristico. Sia f € C'(R?) una funzione tale che f(0,0) = 0
ed £,(0,0) > 0. Allora:

— Per continuita delle derivate prime, esistono 6 > 0 ed > 0 tali che f,(z,y) >
0 per (z,y) € [=4,0] x [-n X n].

— Siccome y — f(0,y) & strettamente crescente ed f(0,0) = 0, avremo f(0, —n) <
0ed f(0,n7) > 0.

— Per continuita di f, a meno di scegliere > 0 ancora piu piccolo, avremo
f(x,—n) < 0ed f(x,n) > 0 per ogni z € [—0,0].

— Per il Teorema degli zeri, per ogni x € [—§, 4] esiste un punto y = ¢(x) €
[—n,n] tale che f(x,p(z)) = 0. Per la stretta monotonia, questo punto &
unico. Dunque, il grafico della funzione z +— @(z) descrive I'insieme degli
zeri di f.

2.3. Teorema di Dini. Siano p,q € N numeri interi tali che p,q > 1. Scom-
poniamo R™ = RP x RY%, con n = p + ¢. Indichiamo con x € RP la variabile di R?
e con y € RY la variabile di R?. Data una funzione derivabile f : RP x R? — RY,

f=(fi,-.., f,), definiamo le matrici Jacobiane parziali
on  on
of _| OO |
8_x: : : , matrice ¢ X p,
9y 9y
81’1 o (9xp
e analogamente
on on
of _| OO .
8_: : : , Imatrice g X q.
Pl ok ok
dn Oy,

TEOREMA 5.2.1 (del Dini). Siano A C R? x R? un insieme aperto, (zg, o) € A e
sia f € OF(A;R?), k > 1, una funzione che verifica

df (o, yo)

f(zo,90) =0 e det < ay

)%0.
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Allora esistono due numeri 7,6 > 0 ed esiste una funzione ¢ € C*(Bs(z0); B, (o))
tali che:

1) Bg(l’o) X Bn(yg) C A;
i) {(z,¢(x)) € R": z € Bs(zo)} = {(z,y) € Bs(wo) X By(yo) : f(x,y) =0};
ili) La funzione ¢ verifica
Op(z) _ _<3f(x,w(x))>—13f(fv,so($))

Ox oy ox ’

dove 0¢/0x indica la matrice Jacobiana di ¢ e a destra si intende un prodotto di
matrici.

x € Bs(xo),

Dim. Definiamo la funzione F': A — RP x R¢

F(z,y) = (=, f(z,y)), (v,y) € A

Siccome f € C*(A;RY), risulta F' € C*(A4;R"). Inoltre si ha F(xg, o) = (70,0) . La
matrice Jacobiana di F' &

I, 0
Jrp(x,y) = | Of(xz,y) Of(xz,y) |, matrice n x n.
Ox dy
e dunque nel punto (zg,yo) € A si ha
_ Af (o, yo)
det(Jr(zo,90)) = det (8—y> £ 0.

Per il teorema di invertibilita locale esiste 7 > 0 tale che la funzione F' € C*(B,(z¢) x
B, (y0); R™) & un diffeomorfismo di classe C* sull'immagine. In particolare, 'insieme
B = F(B,(x9) x By(yo)) € aperto e (z9,0) = F(x¢,y9) € B. Dunque esiste § > 0
tale che Bjs(zg) x Bs(0) C B. Indichiamo con G : B — A la funzione inversa di F,
G = F~!' € CY(B; A), e indichiamo con Gy : D — RP e Gy : B — RY le componenti
di G in R? ed R%.

Essendo F' o G l'identita, risulta G1(z,y) =z e y = f(z, Ga(x,y)). Infatti si ha

(m,y) = F(G(l‘,y)) = F(Gl(may>7G2($ay)) = (G1($,y),f(G1<.T,y),G2<£L‘,y))-

Nelle coordinate (z,y), il luogo di zeri di f ¢ dato dall’equazione y = 0. Questo
suggerisce la definizione

o(x) = Go(z,0), x € Bs(xo).
Risulta ¢ € C*(Bs(x0); By(yo)). Proviamo I'uguaglianza insiemistica ii).
Per ogni = € Bs(xg) si ha
f(l‘,(p(l’)) = f<I7G2('TJO>) = 07

e quindi (z,¢(z)) € {(z,y) € Bs(zo) x By(w) : f(z,y) = 0}. Questo prova
Iinclusione “C”.

Proviamo l'inclusione opposta. Siano x € Bs(zo) e y € B, (yo) tali che f(x,y) = 0.
Allora, essendo GG o F' I'identita, si ha

(z,y) = G(F(z,y)) = Gz, f(z,y)) = G(x,0) = (2, Ga(x,0)) = (z,¢(z)),
da cui si deduce che y = ¢(z), e quindi (z,y) € gr(y).
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Per provare l'affermazione iii), si deriva rispetto ad = l'identita f(x,¢(x)) = 0,
x € Bs(xg), per ottenere

of (x, ()  Of(x,¢(x)) Op(x)
2. =0.
(5.2.90) o + ay o 0
Riordinando e invertendo si ottiene la tesi. O

OSSERVAZIONE 5.2.2. Se f ¢ almeno di classe C?, l'identita (5.2.90) pud essere
uteriormente derivata, ottenendo formule per le derivate seconde di ¢.

ESEMPIO 5.2.3. Si consideri la funzione f : R* — R

YY) ey £ (0,0),

f(flf, y) - x? + y2
0 (z,y) = (0,0).
i) La funzione f & continua ed ha derivate parziali in tutti i punti. In particolare
si ha
af(0,0
dy

Inoltre, f(0,0) = 0.

ii) L'insieme {(z,y) € (=6,8) x (—n,n) : f(z,y) = 0} non & un grafico di
funzione per alcun 4,7 > 0.

iii) Tutte le ipotesi del Teorema di Dini sono verificate tranne una. La funzione
f non ¢ di classe C*.

3. Esercizi

ESERCIZIO 5.3.1. * Sia f : R? — R? la funzione

flzy) = (2 —y?, 22y).

i) Determinare il pitt grande aperto A C R? tale che f sia un diffeomorfismo
locale di classe C'*° su A.
ii) Stabilire se f ¢ un diffeomorfismo su A;
iii) Dare esempi di insiemi aperti B C A massimali su cui f & un diffeomorfismo.

ESERCIZIO 5.3.2. x Siano A = {(z,y) e R*: 1+ 2 +y>0}ed f: A >R
fla,y) =log(1 4z +y) — e 4 1.

1) Provare che I'equazione f = 0 definisce implicitamente intorno a 0 € R? una
funzione ¢ definita in un intervallo (-4, ) per qualche § > 0.

2) Esprimere ¢’ in funzione di ¢ e calcolare poi ¢'(0).

3) Calcolare ¢"(0).

EsERrci1zIO 5.3.3. Sia f € C'(R™;R") una funzione tale che det(Jf(z)) # 0 per
ogni x € R™. Provare che per ogni y € R" I'insieme

7y ={z eR": f(z) = y}

ha cardinalita al piu numerabile.
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EsERrcCIzIO 5.3.4. Determinare tutti i valori del parametro A € R tali che la
funzione f : R? — R2
fla,y) = (x+XAy,y — (A +1)2?)
sia un diffeomorfismo. Calcolare in questi casi la funzione inversa.

EseRrcizio 5.3.5. Discutere 'esistenza di soluzioni x,y, z,w € R in un intorno di
0 € R* del sistema non lineare di equazioni

et 4 xy + zweVtF =1
y + sin(xyz) 4 cos(zzw) = 1.

EsErcizio 5.3.6. Discutere l'esistenza di soluzioni z,y,2z € R per il sistema di
equazioni
T+ e +yzsin(zr) =1
ze” + sin(xyz) + y*x = 0.

ESERCIZIO 5.3.7. Sia f: R® — R la funzione f(z,y,2) = ze™ + zye” + xyz.
i) Provare che 'equazione f(z,y, z) = 0 definisce intorno a 0 una funzione ¢ di
classe C* che esplicita una variabile in funzione delle altre due.
ii) Calcolare il gradiente di ¢ in 0 € R2,
iii) Provare che ¢ ha in 0 € R? un punto di sella.

EsErc1zio 5.3.8. x Sia ¢ € C(R) una funzione continua fissata. Provare che
I’equazione funzionale

(1+2%)p(x) + zsin (p(2)) = g(z), = €R,
ha un’unica soluzione continua ¢ € C(R). Assumendo che g € C'(R), provare che
p € CY(R).

ESERrcIzIO 5.3.9 (Teorema della mappa aperta). Sia A C R™ un insieme aperto e
sia f € C'(4;R™) con 1 < m < n. Supponiamo che sia rango(J;(z)) = m per ogni
x € A. Provare che f e aperta, ovvero che trasforma insiemi aperti in aperti.






CAPITOLO 6

Sottovarieta differenziabili di R"”

1. Introduzione

In questo capitolo formalizziamo l'idea di “insieme regolare”, “insieme liscio”,
ovvero di “insieme che ha spazio tangente in tutti i punti, che varia in modo regolare
al muoversi del punto”. Ci sono tre possibili punti di vista:

1) Introdurre la nozione di sottovarieta differenziabile di R™ tramite un’equazione
locale.

2) Parametrizzare, se possibile, un sottoinsieme di R™ tramite una parametriz-
zazione regolare.

3) Introdurre la nozione astratta di varieta differenziabile, senza fare riferimento
allo spazio ambiente R™.

Qui discuteremo i punti di vista 1) e 2). La definizione astratta di varieta differen-
ziabile ¢ il punto di partenza della Geometria differenziale.

EsemPIO 6.1.1 (Cono). Il sottoinsieme M di R?
M ={(z,y,2) e R’ : 2* + y* — 2* = 0}.

€ un cono circolare retto con asse z. M ¢ “regolare” in tutti i punti all’infuori del
vertice 0 = (0,0,0) € M. L’insieme M ¢ il luogo degli zeri della funzione f € C(R?)
f(xayvz> = 1’2 +y2 _’22'

Il gradiente di f, Vf = 2(x,y,—z), si annulla (ovvero non ha rango massimo) solo
nel punto 0 € M:

IV f(x,y,2)| #0 per ogni (z,y,2) € M\ {0}.

L’insieme M \ {0} € una superficie 2-dimensionale “liscia”.

ESEMPIO 6.1.2 (Paraboloide). 11 sottoinsieme M di R?
M = {(:U,y,z) ER 249 — 2= O}.

¢ un paraboloide di rotazione con asse z e vertice 0 € R3. L’insieme M ¢ il luogo
degli zeri della funzione f € C*(R3)

f(zy,2) =2 +y* — 2.

Il gradiente di f, V f = (2x,2y, —1), non si annulla mai. In effetti, la derivata parziale
f. = —1 non si annulla mai e coerentemente con il Teorema della funzione implicita,
M ¢ il grafico della funzione z = 2 + 2.

113
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ESEMPIO 6.1.3 (Parametrizzazione). Sia ¢ :€ C''(R?; R?) e indichiamo con (u, v) €
R? le variabili del piano. L’insieme M = ¢(R?) C R? ¢ parametrizzato da ¢. Se le
derivate parziali di ¢

Ou = (8801 Dip2 8803>

ou’ Ou’ Ou
_ (8901 0o 8903)
v ov’ Ov’ Ov

sono vettori di R?® linearmente indipendenti in tutti i punti, equivalentemente se la
matrice Jacobiana

der Op
Uu v
Jo=| &2 92
Uu v
O3 09s
ou  Ov

ha rango 2 (massimo), allora M ¢ una superficie di dimensione 2 con piano tangente
generato dai vettori ¢, e ¢,.

Questa superficie, tuttavia, potrebbe avere “autointersezioni”. Anche la richiesta
su ¢ di essere iniettiva non esclude la possibilita di “punti singolari”.

EseEmMPIO 6.1.4 (Curva regolare che si richiude). Sia A = (—00,27) C R e sia
v : A — R? la funzione (curva)

+(t) :{ (0, —t) t € (—00,0),

(1 —cost,—sint), te€|0,2).
La curva -~y verifica le seguenti proprieta:

i) v € C'(A;R?). In particolare, nel punto ¢t = 0 le derivate si raccordano in
modo continuo.
ii) v e regolare, ovvero |§(t)| # 0 per ogni t € A. In altri termini, la matrice
Jacobiana .J, ha rango 1 (massimo).
iii) 7 : A — R? ¢ iniettiva.
L’insieme immagine X = (A) C R?, il sostegno della curva, presenta tuttavia una
“singolarita” nel punto 0 € X.
Nella definizione di “parametrizzazione regolare” vogliamo impedire simili feno-
meni. Il problema ha origine dalla non continuita della funzione inversa y~' : X — A
nel punto 0 € X.

2. Sottovarieta e parametrizzazioni
Iniziamo con la definizione di sottovarieta differenziabile di R™.

DEFINIZIONE 6.2.1 (Sottovarieta). Un insieme M C R™ ¢ una sottovarieta diffe-
renziabile di R™ di classe C*, k > 1, e di dimensione d, con 1 < d < n — 1, se per ogni
T € M esistono d > 0 ed f € C*(B;(Z); R"9) tali che:

i) Bs(z)N M = {x € Bs(z) : f(z) =0};

ii) rango(J¢(z)) = n — d in ogni punto = € B;s(Z) (ipotesi di rango massimo).
L’equazione f = 0 si dice equazione locale di M in un intorno di Z. La funzione f si
dice funzione definiente (locale) per M.
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La convenzione di indicare le (sotto)varieta con il simbolo M ha origine dal
termine tedesco Mannigfaltigkeit. 1 grafici (di classe C*) sono sempre sottovarieta
differenziabili.

EsSEMPIO 6.2.2 (Grafico). Sia R® = R4 x R" % con 1 < d < n — 1. Siano poi
A C R? un insieme aperto e ¢ € C*(A4;R"™%), con k > 1. Il grafico
M = gr(p) = {(z,¢(z)) eR" : z € A}
¢ una sottovarietd differenziabile di R™ di dimensione d e di classe CF. Infatti,
un’equazione (in effetti globale) per M & f =0 con f: A x R"4 — R4
fl@y) =y — ().

La matrice Jacobiana di f

Je(z,y) = (— Jo() In_d>
ha rango massimo n — d in ogni punto.

ESEMPIO 6.2.3 (Ipersuperfici). Sia f € C*(R") una funzione tale che rango(J;(z)) =
1 per ogni x € M = {f = 0}, ovvero |V f(z)| # 0 per ogni x € M. Allora 'insieme
M ={z €R": f(z) = 0} ¢ una una sottovarieta differenziabile di R" di dimensione
d =n — 1. La sottovarieta M si dice ipersuperficie di R".

EseEMPIO 6.2.4 (Rango massimo e trasversalita). Nel caso di dimensione generale
d > 1, equazione f =0 con f € C*(R*;R"~?) & un sistema di n — d equazioni

fi=0

fnfd = 0.

L’ipotesi di rango massimo rango(J¢(z)) = n—d significa che le righe della matrice Ja-
cobiana .J;(x) sono linearmente indipendenti, ovvero che i vettori V fi(z), ..., V fo_a(2)
sono linearmente indipendenti per ogni x € M. In particolare, V f;(z) # 0 per ogni
i=1,...,n—d e dunque l'equazione f; = 0 definisce una ipersuperficie M; = {f; =
0} C R™. Richiedere che i gradienti siano linearmente indipendenti significa richiedere
che le ipersuperfici My, ..., M,_,4 si intersecano in modo trasversale e definisono un
insieme regolare M = My N ...N M,_, di dimensione d.

ESEMPIO 6.2.5. Sia M C R? l'insieme dei punti (z,y, 2) € R? tali che

Yy +22-1=0
4y + 23 =0.

Verifichiamo che M & una sottovarieta differenziabile di R? di classe C'* e di dimensio-
ne d = 1. In altri termini, M e una curva di classe C*°. Infatti, la matrice Jacobiana
della funzione f: R® — R? f(x,y,2) = (22 + 9>+ 22 — 1, 2% + > + 23)

. 20 2y 2z
Jf = ( 322 3y? 322 )
ha rango 2 in tutti i punti di M.

Introduciamo ora la definizione di parametrizzazione regolare di un insieme.
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DEFINIZIONE 6.2.6 (Parametrizzazione regolare). Sia X C R™ un insieme. Una
funzione ¢ : A — R", con A C R? insieme aperto, & una parametrizzazione regolare
di X di classe C*, k> 1, edirango d € {1,2,...,n — 1} se:

i) o€ C*(A;R");
ii) ¢ : A — X ¢ iniettiva e suriettiva;
iii) rango(J,(§)) = d per ogni £ € A;
iv) o1 : X — A ¢ continua, ovvero ¢ : A — X ¢ aperta.

Diremo in questo caso che I'insieme X e parametrizzato da ¢ in modo regolare.

Nell’Esempio 6.1.4, dunque, non si ha una parametrizzazione regolare, in quanto
non ¢ verificata la condizione iv).

Esempio 6.2.7. Sia A C R un intervallo aperto e v : A — R"™ una curva di
classe almeno C'. Richiedere che rango(J,(¢)) = 1 per ogni ¢ € A equivale a dire che
v'(t) # 0 per ogni t € A, ovvero che la curva e regolare.

3. Teorema di equivalenza

Le nozioni di sottovarieta differenziabile e di parametrizzazione (regolare) identi-
ficano la stessa classe di oggetti.

TEOREMA 6.3.1. Siano M CR", k> 1e1 <d<n—1. Le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

A) M & una sottovarieta differenziabile di R™ di dimensione d e di classe C*.
B) Per ogni punto £ € M esiste r > 0 tale che l'insieme M N B,.(Z) ha una
parametrizzazione regolare di classe C* e rango d.

Dim. A)=B). Sia M C R" una sottovarieta di classe C* e dimensione d e fissiamo
un punto £ € M. Per ipotesi esistono r > 0 ed f € C¥B,(z);R" %) tali che
M N B.(z) = {f = 0} e la matrice Jacobiana J;(z) ha rango massimo n — d per
ogni z € M N B,(7). Con la notazione z = (£,y) € RY x R" 4 possiamo senza
perdere di generalita supporre che su M N B,.(Z)) si abbia

det( )%o

Sia 7 = (£,7). Per il Teorema di Dini esistono 6,7 > 0 ed una funzione 1) €
C";(B(;( ¢); Bs(y)) tali che

{2 € Bs() x By()  fz) =0} = {(£,%(8)) : € € Bs(§) }-

La funzione ¢ : B;(£) — R™, p(§) = (&,¢(€)), & di classe CF e parametrizza M N
Bs(€) x B,(y). Infatti, p ¢ iniettiva e suriettiva sul’immagine, la matrice Jacobiana
J,(£) ha rango massimo d, e la funzione inversa ! verifica ¢ (&, ¥ (€)) = € e dunque
e continua.

Abbiamo in effetti dimostrato che M & localmente un grafico di funzione.

B)=A). Sia ¢ : A — R", A aperto di RY, una parametrizzazione regolare di classe
C* dell'insieme M N B,(Z), con T € M ed r > 0. Per ipotesi, la matrice Jacobiana
Jo(y) ha rango massimo d per ogni y € A. Con la notazione ¢ = (¢1,¢2), dove
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o1 A= Riepy: A— R4 possiamo senza perdere generalita supporre che su A
si abbia
8901
det (<21) £ 0.
et (5 : #
Sia £ = ¢ !(z). Per il Teorema di invetibilita locale esiste § > 0 tale che ¢
C*(Bs(€);R?) ¢ un diffeomorfismo sull’immagine. In particolare, I'insieme B

©1(B;(€)) ¢ aperto, perche ¢; ¢ aperta. Consideriamo la funzione inversa ;"
Ck(B;RY). Innanzitutto, per ogni £ € B si ha

ple1'(€) = (01 (@1 (€))s 2(01(€)) = (& wa(er ()

Questo suggerisce di definire la funzione v : B — R" ¢

V(&) = pa(pr'(€)), €€ B.

Risulta 1 € C*(B;R"4). Siccome ¢! & continua (e iniettiva e suriettiva), allora ¢
& aperta e quindi I'insieme ¢(p;*(B)) C M & aperto relativamente a M, e contiene il
punto Z. Quindi esiste n > 0 tale che M N B, (Z) C ¢(¢7'(B)). Si conclude che esiste
un aperto By C B tale che

M N B,(7) = {(§¥(§)) ER": £ € By}

Dunque, M ¢ localmente un grafico di funzione e la tesi segue per le considerazioni
fatte nell’Esempio 6.2.2. U

m I m

4. Spazio tangente e spazio normale

Iniziamo con la definizione di spazio tangente.

DEFINIZIONE 6.4.1 (Spazio tangente). Sia M una sottovarieta differenziabile di
R" di classe C*, k > 1, e di dimensione d. Lo spazio tangente a M in un punto x € M
e l'insieme T, M C R™ costituito da tutti i vettori v € R”™ tali che esiste una curva
v :(=8,8) = M, § >0, di classe C"! tale che v(0) =z e 4(0) = v.

Una conseguenza del seguente teorema e che lo spazio tangente ¢ uno spazio
vettoriale di dimensione d.

TEOREMA 6.4.2. Sia M una sottovarieta differenziabile di R” di classe C* e di
dimensione d, e sia T, M lo spazio tangente a M in un punto z € M. Allora:

i) Se f = 0 & un’equazione locale per M in un intorno di z, si ha
T,M = Kerdf (z) = {v € R" : df (z)v = 0},

dove df (z) : R* — R4 & il differenziale di f in .
ii) Se ¢ : A — R™ & una parametrizzazione locale di M, con A C R? aperto e
x=p(£) con & € A, allora

T,.M =Imdp(§) = {dp(§)w € R" : w € R*},
dove dp(€) : R4 — R™ ¢ il differenziale di ¢ in &.
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Dim. i) Proviamo che T, M C Kerdf(x). Sia v € T, M e consideriamo una curva
differenziabile v : (=d,0) — M tale che y(0) = xz e 4(0) = v. Poiche f = 0 ¢
un’equazione locale per M intorno a z, si ha f(v(t)) = 0 per ogni ¢t € (—6,6). Dalla
regola per la derivata della funzione composta si ottiene

0= ZIG0) = a0,

e per t = 0 si trova df (z)v = 0, ovvero v € Ker df ().

Proviamo l'inclusione Kerdf(x) C T, M. Sia v € R™ tale che df (x)v = 0. Si deve
costruire una curva v : (—4,d8) — M di classe C' tale che v(0) = z e 4(0) = v. Per
ipotesi, il rango di df () ¢ n—d. Con la notazione (£, y) € R?x R"~% non & restrittivo
supporre che risulti

of
det (55) #0
e o #
in un intorno di z = (£,y) € M. Per il Teorema di Dini esiste una funzione ¢ :
Bs(§) — By(y) di classe C*, con 8,7 > 0, tale che & — (£, ¢(£)) parametrizza

localmente 'insieme M intorno al punto xz = (£, ¢(£)) e

do(§) <8f(€, w(i)))laf(f, #(£))

Jo(§) = o By o€

Se v = (vi,v2) € RY x R allora £ + tv; € Bs(§) per t € (—4,8). La curva
V(t) = (§ + tor, (€ + tvy)) verifica (0) = (€, ¢(£)) = z, e inoltre

4(0) = (vl, &g—(;)vl).

Per ipotesi si ha df (x)v = 0 e cioe

of(x) . 0f(x)
ag U1 + ay

UQZO,

da culi si ricava

= - (20, 00l

ay T

Questo prova che 4(0) = v. La dimostrazione che T, M = Ker(df(x)) e con cio
terminata.

Siccome Kerdf(xz) ¢ uno spazio vettoriale, allora T,M & uno spazio vettoriale.
Per il teorema delle dimensioni, la sua dimensione ¢ dim(7, M) = dim(Kerdf(z)) =
dim(R") — dim(Im df (z)) =n — (n — d) = d.

ii) Sia  una parametrizzazione di M intorno al punto x = () e supponiamo che
sia v = dp(z)w € R™ per un certo w € R%. La curva v(t) = (€ + tw), t € (=4,0),
verifica ¥(0) = ¢(§) = x e ¥(0) = dp(§)w = v. Questo prova che Imdp(§) C T, M.

D’altra parte dp(§) ha rango d e dunque Imdp(§) € uno spazio vettoriale di
dimensione d. Ma T,M ha dimensione d, e dunque deve necessariamente essere
Imdp(§) = T, M. O
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EsEMPIO 6.4.3. Sia M = {f = 0} una ipersuperficie, con f € C*(R") e Vf # 0
su M. Lo spazio tangente in un punto x € M ¢
.M = {veR": (Vf(z),v) =0}.
Dunque, il vettore V f(x) # 0 ¢ ortogonale a T, M. Il vettore normalizzato
V/f(x)

N(CL’) = )
IV f ()]

si dice campo normale alla superficie. Localmente, il campo normale e definito in
modo unico a meno del segno.

e M,

Una ipersuperficie M C R” su cui e possibile definire un campo normale continuo
globale si dice orientabile. 11 nastro di Mo6bius non & orientabile (si veda 'Esercizio
6.5.5).

DEFINIZIONE 6.4.4 (Spazio normale). Sia M = {f = 0} una sottovarieta di
R™ di dimensione d € {1,...,n — 1}, con funzione definiente f € C'(R";R""9),
f=(f1, .., fa_a). Lo spazio tangente a M in un punto z &

T,M ={veR": (Vfi(z),v) =...=(Vfoa(z),v) =0}

Dunque, i vettori V fi,...,V f,_q4, ovvero le righe della matrice Jacobiana J¢, sono
linearmente indipendenti e sono ortogonali allo spazio tangente. Lo spazio vettoriale
(n — d)—dimensionale generato da V fi(z),...,V f,_a(z) si dice spazio normale alla
varieta M nel punto x € M.

5. Esercizi

ESERCIZIO 6.5.1. 1) Scrivere I’equazione del piano tangente al paraboloide f(x,y) =
22 +3? in un generico punto (g, y9) € R2. Fare lo stesso con I'iperboloide di rotazione

f(x,y) = /1 + 22+ 92, con (z,y) € R% Disegnare infine i grafici in R? delle funzioni
date.

2) Calcolare il piano tangente all’ellissoide {(Jc, y,2) € R3: 222 + 4y + 2% = 1}
in un suo generico punto.

ESERCIZIO 6.5.2. Identifichiamo R* con C? e consideriamo ’insieme
M ={(z,w) eC*: 2* =uw’}.

Determinare il piu grande sottoinsieme ¥ C M tale che M \ ¥ sia una sottovarieta
differenziabile di R* = C? e determinarne la dimensione.

EsErcizio 6.5.3. Sia & : R” — R" un diffeomorfismo. Provare che N = &(M)
e una sottovarieta differenziabile di R™ se lo ¢ N. Stabilire il legame fra gli spazi
tangenti T, M e T, N, dove y = ®(z).

ESeERc1z10 6.5.4 (Toro). Siano 0 < r < R due parametri fissati e definiamo
M= {(z,y,2) €R®: (Va2 +12 — R)> + 2° — 1 = 0},

Provare che M ¢ una sottovarieta differenziabile di R? di classe C™ e di dimensione
2. Disegnare M.
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EsErcizio 6.5.5 (Nastro di Mébius). Siano 0 < r < R due parmetri fissati e sia
0:A—R3 con A= (R—r,R+r) x[0,27), la funzione

¢(u,v) = R(cosve; +sinvey) + (u— R)(cos(v/2)(cosve; + sinvey)sin(v/2)es).
Verificare che M = p(A) ¢ una sottovarieta differenziabile di R? di dimensione 2.

ESERCIZIO 6.5.6 (Superficie di Enneper). Sia ¢ : R* — R? la funzione
u? v?
o(u,v) = (u— 3 +uv? v — 3 + vu?, u? —1)2>.

L’insieme M = ¢(R?) C R? si chiama superficie di Enneper (ed ¢ un esempio di
superficie minima). Provare che la matrice Jacobiana Jy(u,v) ha rango 2 in ogni
punto. Possiede M autointersezioni?



CAPITOLO 7

Soluzioni e suggerimenti

1. Successioni e serie di funzioni

Soluzione dell’Esercizio 1.8.1. 1) Se z = 0 si ha f,(0) = 0 per ogni n € N e
dunque il limite € 0. Per x # 0 si ha

n? 1

. _ L . . 2\ _
nll_{ilo T =2 © nll_)IElOSln (z/n*) = 0.
L’ultima affermazione segue dalla continuita della funzione seno. Dunque f,(z) — 0
per n — oo anche per ogni x # 0.
2) Si usa la disuguaglianza elementare |sin(t)| < |¢| per ogni t € R e si ottiene
()] < n’le/n? x|
T 14 n222 14 n2a?’

3) Proviamo che la successione di funzioni g, (r) = {7,z converge a zero unifor-
memente per x > 0. La derivata di g, ¢

r e R.

1 —n2a?
! =0 > 0.
Quindi, si ha g/,(x) > 0 per x € [0,1/n) e g}, (x) < 0 per x > 1/n. Deduciamo che nel
punto x = 1/n la funzione g, assume il valore massimo, che vale

o(1/n)= 5

Per considerazioni elementari di simmetria, si ha
1
sup | fu(2)] < sup|gn(2)] = ga(1/n) = 5~ = 0
z€eR z€eR n
per n — oo. Quindi, la successione (f,),en converge uniformemente a 0 su tutto R.
O
Soluzione dell’Esercizio 1.8.2. Online p.1 0

Soluzione dell’Esercizio 1.8.3. Quando —1 <z < 1 si ha
2x 2n 2x 2
_210gn<logn <log(x + n**) <10g(1—|—n)

— Y

n - n - n n

e per confronto si deduce che si ha convergenza puntuale a 0:
lim f,(z)=0, —-1<z<1L
n—oo

Di piu, si ha la convergenza uniforme:

lim sup |f.(x)] =0.

n—o0 —1<z<1

121
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Studiamo la convegenza puntuale per 22 > 1. Riscriviamo la funzione nel seguente

modo:
2x

1
fn(z) =log2z® + —log (1 + nT)
n xen

Siccome
2x

oon
lim —-=0 per 2 > 1,
n—oo <N
deduciamo che

lim f,(z) =logx?, 2°> 1.
n—oo
In definitiva, il limite puntuale e

el ={

0 per 2 <1
logz?  per 22 > 1.

Studiamo la convergenza uniforme per x < —1. Consideriamo la differenza

gn(x) = | ful(2) = foo(2)] = fu(z) = foolz) = 0.
La sua derivata e
_ 12na® 1 4 2n%logn 2 2n**(zlogn —n)

/
gn(x) - n 513'2” i an T - nx<x2n +n2x)

Chiaramente, per z < —1 si ha ¢/,(x) > 0 e di conseguenza

SUp |fu(%) = fool(@)| = Ja(=1) = foo( 1) = fu(=1) = 0, = oo,

Si ha dunque convergenza uniforme su (—oo, —1]J.

Studiamo la convergenza uniforme su 1 < x < M, dove M > 1 e arbitrario.
Definitivamente (per tutti gli n sufficientemente grandi) si ha g/,(z) <0 per 1 <z <
M (infatti zlogn —n < Mlogn — n < 0 definitivamente). Di conseguenza

sup | fn(2) = foo(2)| = fu(1) = foo(1l) = fu(1) = 0, n — co.
1<z<M
In conclusione, si ha convergenza uniforme su [1, M| per ogni M > 1. Non si ha
invece convergenza uniforme su [1, 00), in quanto

lim f,(x) — foo(z) = 00

per ogni n > 1. 0
Soluzione dell’Esercizio 1.8.5. Online p.3 0J
Soluzione dell’Esercizio 1.8.7. Online p.4 O

Soluzione dell’Esercizio 1.8.9. 1) Osserviamo che

1
lim arctg(nz) = zsgm(ac), lim /22 + — = |z|, 2z €R,
n—00 2 n—00 n

f(z) = lim f,(z) = g:v, z e R.

n—o0

e quindi
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2) Chiaramente, per ogni x € R si ha

1
‘\/IQ—F—— ||
n

e quindi c¢’e la convergenza uniforme

1/n
22+ 1/n+ |z|

1
\/ 22+ = — |7
n

Inoltre, fissato 6 > 0, dalle proprieta elementari di monotonia della funzione
arcotangente segue che per ogni || > § si ha

larctg(nx) — /2| < w/2 — arctg(nd),

1

— Y

n

lim sup = 0.

n—oo zER

e quindi
lim sup |arctg(nz) — /2| = 0.

La successione (¢, )nen non converge uniformemente in alcun intorno di £ = 0 in
(S
quanto il suo limite puntuale ¢ una funzione discontinua in z = 0.

3) Intanto osserviamo che, dette g ed h le funzioni limite di (g,)nen ed (hp)nen,
abbiamo

[fu(@) = f(@)] < |gn(x)hn(2) = gn(@)h(2)] + |gn(2)h(x) — g(x)h(z)],
e dunque fissati 0 < 0 < M < oo si ha

T
sup [fa(2) = f(2)] < 5 sup |ha(z) —h(z)]+ sup |ag.(z) —zg(2)]
§<z<M §<z<M §<z<M
T
S o=+ M sup [ga(x) —g(z)],

~ 2yn s<z<M

e quindi si ha convergenza uniforme su ogni intervallo [d, M], per i fatti stabiliti al
punto precedente. La stima del primo pezzo ¢ indipendente da ¢ ed M.

Per migliorare la stima precedente si puo argomentare nel seguente modo. E
sufficiente mostrare la convergenza uniforme per x > 0. Precisamente, affermiamo

che
. 1 T
lim sup [4/2? + —arctg(nz) — —QJ‘ = 0.
n—00 1) n 2

Dalla proprieta della funzione arcotangente

1
arctg(t) + arctg(z> T s 0,

55

1 1/m 1
2?2 + —arctg(nz) = /22 + — (— - arctg(—)).
n n\2 nT
Dal punto 2) sappiamo che
1
\/952—1-——:1:‘ =0.
n

si ottiene

lim sup
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D’altra parte, usando arctg(t) <t per t > 0, si ha per ogni x > 0

2 + larct <i> < (:C—i— L)aurct (i) < l + T
V T NG S\nz/) =7 2y/n’

e dunque
. 1 1
lim sup4/x? + —arctg<—> = 0.
n—00 230 n nx
0J
Soluzione dell’Esercizio 1.8.24. Online p.40 0
Soluzione dell’Esercizio 1.8.10. Osserviamo preliminarmente che
0 (1 + n2x)e—7w} B o e~ N 0 n2xe—nx
; 1+ n? _;1—1—712 +; 14+n2’

e che per x > 0 si ha

00
—nx
e

1
;1+n2§;}1+n2<o®

Per il Criterio di Weierstrass la serie a sinistra converge uniformemente su [0, o).
E dunque sufficiente studiare la convergenza della serie

—nx

*) yre s Z fula), w20

n=0

Per z = 0 la serie converge a 0 in quanto il termine generale e 0 per ogni n € N.
Studiamo brevemente le funzioni f,(x) > 0, per z > 0. La derivata e:
n-e
5 (1 —nzx).

fila) = T

Dunque, la funzione f, cresce su [0,1/n] e decresce su [1/n,00). Deduciamo che,
fissato 0 > 0, per ogni n > 1/ si ha

sup fu(2) = fu(0)-

>0

2 . —nx

Siccome la seguente serie converge

n2je=m0 s O
an —Zm_z&i FRp—; < o0,

n=1

deduciamo dal Criterio di Weierstrass che la serie (%) converge uniformemente su
[0, 00), per ogni § > 0.
Proviamo che non ¢’ convergenza uniforme su [0, 00). Osserviamo che

—nx —l‘

> n’re TN e
S e 25 e

n=1

Siccome
r e " 1
lim = =40
Rt gt Rl
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deduciamo che la serie (x) definisce una funzione su [0, 00) che vale 0 per z = 0 e che
non ¢ continua in x = 0. Siccome la convergenza uniforme preserva la continuita, con-
cludiamo che la serie (%) non converge uniformemente su [0, 00), e dunque nemmeno
la serie iniziale. 0

Soluzione dell’Esercizio 1.8.11. Online p.13

Soluzione dell’Esercizio 1.8.12. log(1 +t) <t. Terza serie: Online p.29
Soluzione dell’Esercizio 1.8.13. Seconda serie: Online p.31

Soluzione dell’Esercizio 1.8.14. Online p.26

Soluzione dell’Esercizio 1.8.20. Online p.35

Soluzione dell’Esercizio 1.8.23. Online p.40

Soluzione dell’Esercizio 1.8.25. Online p.43

Soluzione dell’Esercizio 1.8.30. Online p.45

Soluzione dell’Esercizio 1.8.33. Online p.47

O odggogoooo

2. Spazi metrici, normati e punti fissi

Soluzione dell’Esercizio 2.8.3. Cenni di soluzione. Per n € Nsia f,, € C([0,1])
la funzione cosi definita

0 z €[0,1/2]
folx) =< n(x—1/2) z€[1/2,1/2+ 1/n]
1 v € [1/2+1/n,1].

La successione (f,)nen € di Cauchy. Infatti, dati m,n € N con m > n risulta

d(fm,fn)Z/Ollfn—fmldafS/l

/2

1/24+1/n

2
(ol + il < =

La candidata funzione limite ¢ la funzione

0 z€l0,1/2
f<”3>:{ 1 xiEl/Z/,l]].

In effetti, la funzione f ¢ Riemann-integrabile su [0, 1] e risulta
1

lim [ |fu(2) — f(2)|dz =0,
n—oo 0

ma f non ¢ in C([0,1]) perche ha un punto di discontinuita. Dunque la successione
(fn)nen non converge ad un elemento di X = C([0, 1]). O

Soluzione dell’Esercizio 2.8.4. Diamo un suggerimento. L’insieme potenza
Z(N) & pin che numerabile. Dato A € Z(N) si consideri 24 € ¢*(R) definita in
questo modo: z = 1sei € A e x = 0 altrimenti. Dunque, se A # B si ha
|24 — 2Bl = . ..

O
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Soluzione dell’Esercizio 2.8.5. Online p.51. Qui diamo dei cenni: con di-
suguaglianze elementari oppure utilizzando il Teorema di Lagrange si arriva alla
disuguaglianza

|f(z) — fly)| < Va|lr —vy|, z,y€R.

Dunque se o < 1 la funzione f e una contrazione.
Se @ > 1 l'equazione di punto fisso f(z) = z non ha soluzione. Quindi f non e
una contrazione. Alternativamente, si pud mostrare che

i L@ O _ =

r—to0 |1’|
]

Soluzione dell’Esercizio 2.8.7. i) Lo spazio vettoriale X = ([0, 1]) munito
della norma del sup € uno spazio metrico completo. Introduciamo la trasformazione
T : X — X che alla funzione y € X associa la funzione Ty € X definita da

— %/j%dwrg(w), z € [0,1].

Osserviamo innanzi tutto che Ty ¢ una funzione continua. Infatti, dati x;,z, € [0, 1]
si ha

Tyten) = Totea) = |5 [~ 2+ glwn) - otz

1 o
<3 |y||oo\ ]+ lotw) ~ gte)

< 2 I9lllvT = /7l + lotn) — (),

da cui si deduce la continuita di z — T'y(x). Qui usiamo la continuita di g.
Verifichiamo ora che T' & una contrazione da X in se. Infatti, se y;,y2 € X allora

1

1/1 1
T T ‘ ut) — v=(t) 4, = -l
Ty1(x) — Ty2(x 3/ Hyl Y| i H?/l Yo

e quindi || Ty — Ty2lee < 2l|ly1 — ngoo. Per il Teorema di punto fisso di Banach, T" ha
un unico punto fisso y € Y, che ¢ la soluzione, unica, dell’equazione funzionale data.

ii) Se y risolve 'equazione funzionale, allora y(0) = 0. Possiamo derivare in x

I'identita
1 [ y(t)
r)=— —Zdt+z, xe€l0,1],
o) =5 [ L 0.1
e trovare I’equazione differenziale

y'(z) = Ly(z) +1, z€(0,1].

3 Ve

Si tratta di un’equazione lineare, che puo essere integrata con il metodo standard.
Usando il dato iniziale y(0) = 0 si trova la soluzione

y(r) = / eiVE VgL 2 eo,1].
0
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Omettiamo i conti intermedi. Usando la sostituzione s = % t si trova

2
T, 9 [3V®
[t [
0 0

e I'ultimo integrale di calcola per parti. Dopo alcuni conti che sono omessi si arriva
alla soluzione

y(z) = g[egﬁ— g\/E— 1]
U

Soluzione dell’Esercizio 2.8.8. Online p.54. Qui diamo dei cenni. Sia X =
C([0,1]) con la norma della convergenza uniforme e sia 7' : X — X la trasformazione

T(f)(x) = h(x) + % sin(x) /Ox f(t)dx, x€][0,1].

Verifichiamo che T' & una contrazione. Infatti, per ogni f,g € X si ha

1. v 1
T(f)(z) = T(g)()| = gsm(w)/o (f(t) —g(t))dz| < SIIf = gllwc, 2 €[0,1]
e dunque
1
1T = T@lloe < 51 = gloo-
Dunque T & una contrazione e per il Teorema di punto fisso di Banach 7" ha in X un
unico punto fisso. 0
Soluzione dell’Esercizio 2.8.11. Online p.55 0

Soluzione dell’Esercizio 2.8.12. 1) Indichiamo le due componenti di f nel
seguente modo:

1

)= 0-y—9) e hlay) = —o-1)

Chiaramente |fi(z,y) < (1 -+ [yl + o) < & e [fole, )| < 20+ [o] + Jof?) <
Questo prova che f(Q) C Q.

2) @ & uno spazio metrico completo con la distanza Euclidea d. Proviamo che f ¢
una contrazione su ). L’esistenza di un’unica soluzione (z,y) € @ del sistema segue
dal teorema di punto fisso.

Siano (z,y),(Z,y) € Q. Allora

o 1 _ _ 1 _ _ _
iz y) = K@l = gly =9 +y" =71 < gy =9l + |y = glly + 91)
1 1
< -—(1+2ly—7 ==y —7l.
< s+l =gl =5l 7l
In modo identico si prova che |fo(z,y) — fo(Z,9)| < 3|z — Z|. In conclusione:

d(f(l‘7y))af(jvg)) = \/|f1(m,y) - fl("z‘ag)lz + |f2(m,y) - fQ(fag)P
<=+ 2o 52 = ), )

Dunque, f € una contrazione con fattore di contrazione A = % < 1. 0
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Soluzione dell’Esercizio 2.8.13. 1) Basta osservare che, per la subadditivita
della norma si ha per ogni x € B:

1 1 1
T <_ Zlzl® - — <1.
[T)] < He + el + o] € 245+ L <

2) Proviamo che 7' ¢ una contrazione rispetto alla distanza Euclidea. Siccome B ¢
completo, dal Teorema di punto fisso di Banach segue che T" ha un unico punto fisso
x € B, che risolve l'equazione T'(z) = x.

Nel caso n = 1, la funzione T si puo riscrivere in questo modo:

1 1 1 1
T(x) = ~x+ ~2° + xo, che ha derivata T'(x) = ~ + -a°.
4 9 4 3
Osserviamo che se |z| < 1 allora
1 1 1 7
T ()] < “le2< =42 = —.
@) < 3+ gleP < 43 =
Per ogni coppia di punti 1,2, € B = [—1,1], per il Teorema di Lagrange esiste un
punto x3 € [x1,x5] C [—1,1] tale che T'(x1) — T'(z2) = T"(x3)(x1 — z2) e quindi
7
T (21) — T(x2)] = |T"(3)||z1 — 22| < 15101 — 2el.
Dunque T e una contrazione da B in se.
Alternativamente, si ha
1 1 1 1
|T($1) — T(.ﬁlﬁg)‘ = lel + §£L’? — Z.’EQ — 5333
1 1y 5 1 1
< 1|$1 — 2| + 5’901 — Ty = |5L"1 — 2| + —|($1 — 2) (2] + 2122 + 23))|
< Fler — ol + glor — wol(@d + el +23) < (54 3 )l — ol
—|x; — —|zy — xo|(x] + |21 |22] + 2 -+ = )|ry — 22|
< 7170 = 2l + gl — Taf(2y 1]]22 2= (3 T g)lm =2

Proviamo che T e una contrazione nel caso generale n > 1. Siano zi,x5 € B.
Allora

1
|T<l’1) l’l‘i‘—‘xl’ xl——xQ——\xgl T

|_‘4 4

Maggioriamo l'ultima norma nel seguente modo:

< 4|ZL‘1—$2’7L “xlf $1—|l’2’ Tal.

“$1’2$1 — |.§L’2’2$CQ = )’1’1|2.§L’1 — ’$1|2$2 + |.T1‘2.'172 — |I2|2I2
< a1 Play — @o] + |zo |21 — |22
<y — @] + || — |22

<y — @] + [|21] — |z |||21] + |22]|
< 3lxy — 24

In conclusione, si ottiene

1 1
T (z1) — T(z2)| < Z'xl — o] + 51951 — T = w2 — 29,

12

Questo prova che T' e una contrazione da B in se, ed ora si conclude come nel punto
2). O
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Soluzione dell’Esercizio 2.8.15. Suggerimento: la funzione p(z) = d(z,T(x))
¢ continua su X, infatti

|d(z, T (x)) — d(y, T(y))| < ld(z,T(x)) = d(y, T(x))| + |d(y, T(x)) — d(y, T(y))| <
< d(z,y) +d(T'(x),T(y)) < 2d(z,y).
Per il Teorema di Weierstrass esiste un punto di minimo che e il punto fisso per T'. [
Soluzione dell’Esercizio 2.8.19. Online p.57 U

Soluzione dell’Esercizio 2.8.22. Suggerimento. Esiste una costante C' < oo
con queste proprieta: se f € V allora f e continua e |||l < C; la serie che definisce
f'(z) converge uniformemente e si ha || f’|| < C. Usare il teorema di Ascoli-Arzela.

OJ
Soluzione dell’Esercizio 2.8.25. Online p.50 U
Soluzione dell’Esercizio 2.8.26. Online p.52 0

3. Limiti, continuita, differenziabilita

Soluzione dell’Esercizio 3.13.1. Per individuare una possibile risposta al que-
sito studiamo la funzione f ristretta ad una retta nel piano della forma y = max per
qualche m € R. Precisamente, consideriamo la funzione ¢ : R — R cosi definita per
x#0

2]+ |m]”

_ [ml”
p(x) = f(z,mz) =

— |$|a+6_2 )
1+ m?

2?2 + m2x?
Al limite per x — 0 si ottiene:

0 se a+ > 2,

lim p(z) = ¢ M e q+ 8 =2,

z—0 1+4m?

00 se v+ 3 < 2.

Da questo fatto deduciamo che per o + 5 < 2 la funzione f non & continua in (0, 0).
Proveremo che per a+ 8 > 2 la funzione & continua in (0, 0) usando la definizione.
Partiamo dalla seguente disuguaglianza:

’m‘a|y‘ﬂ 2 2\a/24+8/2—1 a+B—2
Fissiamo € > 0 e cerchiamo ¢ > 0 tale che
al,,|B
|-y
da((.9), (0.0) = (00)] <0 = da ), £0,0) = S0 <

Per la disuguaglianza precedente, una possibile scelta di 6 > 0 che garantisce tale
implicazione ¢ la seguente:

(S pr—y gﬁfi—?
dove la radice ¢ ben definita per a + 8 > 2.

Il precedente esercizio puo essere risolto in modo efficiente anche utilizzando le
coordinate polari nel piano. O
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Soluzione dell’Esercizio 3.13.2. L’esame di f lungo il fascio di rette y = mux,
m € R, produce le seguenti informazioni. Chiaramente abbiamo
3
x°m xm
QO('ZU) - f(x,m:L‘) - I4 —f—m2x2 - ZE2 +m2a

e dunque, facendo il limite per z — 0 con m € R fissato, si trova:

lim ¢ (z) = 0.

La restrizione di f ad una qualsiasi retta del fascio e continua nel punto x = 0. Questo
non permette tuttavia di concludere che f ¢ continua in (0, 0).

In effetti, f non ¢ continua in (0,0). Consideriamo infatti la restrizione di f ad
una parabola della forma y = ma?:

IL‘4m m

p— 2 pu— pr— .

¢<I> - f(x,mx ) 3174 + m2x4 1 + m2
Se m # 0, la funzione ¢ € una costante non nulla. Dunque per ogni m € R &
possibile scegliere successioni di punti (2, ¥, )nen nel piano tali che (z,,y,) — (0,0)

per n — oo e

: m
@) = T
Dunque, f non ¢ continua in (0, 0). U

Soluzione dell’Esercizio 3.13.4. 1) Sia v = (v;,v9) € R? una direzione v # 0.
Allora

vl
ty) — 0) = tm+n72 1 %2 ’
f(t) = 0 e
e dunque
m,n 0, sem-+n>3
ﬁ(o) — lim f(t/U) - f(()) _ hm tm+n—3 vl vQ — Uinvg
ov t—0 t t—0 U% + U% m, sem-+n=23.
1 2

Dunque, esistono tutte le derivate direzionali se e solo se m + n > 3.

2) Quando m +n = 3, 'applicazione v — f,(0) non ¢ lineare e dunque f non puo
essere differenziabile in 0. Nel caso m +n > 3 si ha

of . Of
8_:10(0) = 3y

e dunque dobbiamo studiare il limite per (z,y) — 0 € R? del quoziente
/a2 + y2 (xQ + y2)3/2 :
Con le coordinate polari x = rcosv e y = rsin? si trova
|(%)] = ™3] cos ™| sin | < ™3,
con maggiorazione indipendente da 1. Questo prova che
(z,)—(0,0) Va2 +y?

e con cio la differenziabilita di f in 0 quando m + n > 3. O

(0) =0,

=0,
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Soluzione dell’Esercizio 3.13.5. Certamente risulta f € C(R?\ {(0,0)}) in
quanto e quoziente di funzioni continue e il denominatore non si annulla.
Controlliamo la continuita nel punto (0,0). Abbiamo le disuguaglianze:

‘x’3‘y|2 ($4 _'_y6)3/4($4 +y6)1/3 L
Ora osserviamo che
li 4 6\15 _ 0
(x,yfg%om(x ) ’

e quindi per confronto si ottiene

lim | f(.9) = 0= (0,0).
(2,y)—(0,0
Questo prova la continuita in (0, 0).
(2) Le derivate parziali di f nel punto (0,0) esistono e valgono
0f(0,0) _,  9£(0,0)
oxr Oy
Per definizione, la funzione f ¢ differenziabile in (0,0) se il seguente limite esiste ed
¢ zero:

=0.

i L@y = f(0,0) = (Vf0,0), (z.9) _ zy?
(z,9)—+(0,0) V2 + 2 (@y)=(0.0) /22 + y2(2* + yF)
ac3y2

Esaminiomo il limite per z — 0 della funzione g(x,y) = T e lungo una retta
y=(r=ry

della forma y = mx con m € R:

tm?

T, mr) = )
gl me) = A (1§ o eE)

Questa funzione ha limite per ¢ — 0 Solo nel caso m = 0. Quindi il limite in generale
non esiste. La funzione f non ¢ differenziabile in (0, 0). O

Soluzione dell’Esercizio 3.13.6. Certamente risulta f € C(R?\ {(0,0)}) in
quanto e quoziente di funzioni continue e il denominatore non si annulla.
Controlliamo la continuita nel punto (0,0). Abbiamo le disuguaglianze:
2lPly® _ (@t + )t + )Y
x4 + yﬁ - x4 +y6

f(z,y)] < = (z' + %) .

Ora osserviamo che

1
lim (2" +y°)iz2 =0,
(:fc,y)—>(0,0)( v

e quindi per confronto si ottiene

lim  f(z,y) =0= f(0,0).

(z,y)—(0,0)

Questo prova la continuita in (0, 0).
(2) Le derivate parziali di f nel punto (0,0) esistono e valgono
91(0,0) _, 970.0)

= =0.
Ox ’ oy
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Per definizione, la funzione f ¢ differenziabile in (0,0) se il seguente limite esiste ed
€ zero:

L fey) < F0.0) (V0.0 ) gy
(,5)—(0,0) V2 +y? (.9)—=(0,0) /22 + y2(z* 4 yO)

Esaminiomo il limite per z — 0 della funzione g(z,y) = % lungo una retta
z24y? (zt4y

della forma y = mx con m € R:

tm?

T, mx) = :
g( ) [t]v/1 4+ m2(1 + mbt?)

Questa funzione ha limite per ¢ — 0 Solo nel caso m = 0. Quindi il limite in generale
non esiste. La funzione f non ¢ differenziabile in (0, 0). O

Soluzione dell’Esercizio 3.13.3. Online p.58 0

Soluzione dell’Esercizio 3.13.7. Le derivate parziali di f e g in 0 sono

fz(o) = fy(O) =0, gz(o) = gy(o) =0.
1) Dobbiamo determinare tutti gli o > 0 tali che

(*) lim Lsm <—’y|a ) =0
(z,5)—(0,0) \/m T4+ g2 .

Usando la disuguaglianza |sin(t)| < |¢| si ottiene

ly| -2
< a=e,
Taty? T ’y|

T ( ly|* )
sin
vVt +y? at+y?
Dunque, per confronto, quando a > 2 il limite (%) ¢ 0 e la funzione f & differenziabile
in 0.
Supponiamo ora che o« < 2. Con la scelta x =y > 0 si trova

° sin( vl )— ! sm( )— (x)
,/3;'2—{-:(/2 x4+y2 —\/§ I2+1 -v ’

e, per @ < 2, ¢(x) non tende a 0 per x — 07. Quindi, per o < 2 la funzione f non &
differenziabile in 0.

2) Dobbiamo determinare tuttii 8 > 0 tali che

l,oz72

B
(%) lim 21y =0.
(@9)=(00) /22 + y2(22 + y*)
Maggioriamo la funzione nel seguente modo:
x|yl jz]|y|” "
/]32 +y2(l'2 +y4) - 1'2 +y4 .

Con la sostituzione y* = z prima e con le coordinate polari z = r cos(d) e z = rsin(d)
poi, si trova
2|y | i

= lim r(ﬂ’l)/2’1|sim9|(ﬁ’1)/2,
(z,y)—=(0,0) 22+ y* (2,2)—(0,0) X2+ 22 r—0+
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e quando > 3 l'ultimo limite ¢ 0 (uniformemente in ¥). Dunque, per 5 > 3 la
funzione g e differenziabile in 0.

Supponiamo ora che sia 8 < 3. Esaminiamo il limite (s*) con la restrizione x = 1>
ed y > 0. Avremo

zlyl? P

VAR ) 2/

e quando 8 < 3 'ultima funzione non converge a 0 per y — 0. Quindi per 8 < 3 la
funzione g non ¢ differenziabile in 0.

3) Dalla discussione del punto 2) e dalla maggiorazione

T ( lyl” ) < |z [ly[”
————sin (5| <
/1'2 +y2 €T —|—y /I2 +y2(x2 +y4)
si deduce che il limite (L) € 0 per v > 3. Vogliamo mostrare che in realta il limite ¢
0 se e solo se v > 2.
Fissiamo un numero 0 < ¢ < 1 da determinare in seguito in dipendenza da vy > 2.

Prendiamo un punto (z,y) € R? in un intorno dell’origine e distinguiamo due casi: 1)
lz| < Jy|*T7; i) |z| > |y|'T. Fissiamo ¢ > 0. Nel caso i) abbiamo la stima

a2+ y2

. Nel caso ii) abbiamo x? > |y|?1*9) e quindi

<lyl” <e

x oyl
(M)
Vi +y? ety

se e solo se |y| < e'/7

™ oyl

_ v—2(14+0) <
- 2 +y4 - ‘y’2(1+0) ’y‘ €

T ( lyl” )
sin
Va2 +y? x4yt
se e solo |y| < e'/*, dove si ha A = v — 2(1 + &) > 0 su scelta opportuna di

g
e (0, J_ 1).
’ 2
Questa scelta e possibile perche v > 2. Cio prova che il limite (L) ¢ 0 quando v > 2.
Per v < 21l limite non ¢ 0. Per provare questo fatto basta esaminare il limite (L)
con la restrizione x = y. O

Soluzione dell’Esercizio 3.13.10. i) Quando « < 1, la funzione y — |y|* non
¢ derivabile nel punto ¥y = 0. Dunque, per a < 1 la funzione f non e differenziabile
su tutto R? in quanto non ha la derivata parziale in y nei punti in cui y = 0 e = # 0.

Nell'insieme in cui y # 0, la funzione f e di classe C*°, essendo prodotto e
composizione di funzioni C*°. In questo insieme f ¢ differenziabile.

Affermiamo che, per a > 1, f ¢ differenziabile anche nei punti (x¢,0) € R? per
ogni xy € R. In questi punti, le derivate parziali di f sono

fa(20,0) =0,
f(20,y) = f(20,0) ly[* (5”0) —0.

fy(0,0) :%g% ” :ZIIILI(I)TSln
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Proviamo che f ¢ differenziabile nel generico punto (g, 0):
f(xay) _f(x()?O) - <Vf($(),0),($—l‘0,y)>‘ _ |y|a sin (E)‘ < |y|a—1’
V(@ —20)? + 32 V(= 0)? + 32 y
e la funzione a destra tende a 0 per y — 0 (indipendentemente da x).
Conclusione: f & differenziabile su tutto R? se e solo se o > 1.

ii) Per il punto precedente, possiamo restringerci al caso a > 1. Calcoliamo le
derivate parziali di f nei punti in cui y # 0:

o) = U con (£,
Y Y
9 . (T ly|“x x
fy(x,y) = a|y|* 2y sin (—) — =—— 08 <—>
y(7,y) = aly| ) " ,

Chiaramente si ha
W o (EN < |yl*,
Y Y

a— : z a—
‘a\y[ 2y sin (;)‘ < aly| L

e le quantita a destra tendono a 0 per y — 0 (indipendentemente da z). Esaminiamo
il secondo addendo che appare in f,(z,y):

“y’—zxcos <£>’ < y|* 2]z
y y

Quando « > 2 (incluso il caso a = 2), si ha

lim a2 = 0.
) y|* x|

D’altra parte, quando a < 2 il seguente limite non esiste:
Lyl

lim —=——cos (—)
(zy)—=(0,0) Y Y

Per vedere questo fatto scegliamo 0 < e <2 —«a e xz = |y|°. Si ha allora

ly|*2t* — 00 per y — 0,

[y|* 7 |z] =
mentre la funzione cos(z/y) = cos(|y|?/y) non ha limite per y — 0.
Conclusione: le derivate parziali di f sono continue in 0 se e solo se o > 2.

iii) Rimane da controllare la continuita delle derivate parziali nei punti (z,0) €
R2, con zg # 0. Quando a > 2 si ha

lim a2l = 0.
L Y| |z

Quando a = 2, invece, il seguente limite non esiste:
: ly|*z x

lim 5 COS (—)
(z.y)—=(2x0,0) Y Y

Conclusione: le derivate parziali di f sono continue su tutto R? se e solo se o > 2. [

Soluzione dell’Esercizio 3.13.9. Online p.68
Soluzione dell’Esercizio 3.13.15. Online p.82 U
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Soluzione dell’Esercizio 3.13.16. Online p.77 e seguenti
Soluzione dell’Esercizio 3.13.17. Online p.80
Soluzione dell’Esercizio 3.13.18. Online p.92
Soluzione dell’Esercizio 3.13.25. Online p.95
Soluzione dell’Esercizio 3.13.26. Online p.97 U

Soluzione dell’Esercizio 3.13.33. i) Chiaramente, si ha f € C°>°(R?). Dobbia-
mo calcolare tutti i valori del parametro o € R tali che la matrice Hessiana di f sia
semidefinita positiva, H f > 0 su tutto R%. Le derivate parziali prime di f sono:

fe=€""Y+2r 4+ ay
fy =" +ax+2y.

I I R I A

Le derivate parziali seconde di f sono:
fow = "7 42
Joy =€"TY 42
foy =" +a.

La matrice Hessiana € semitefinita positiva, H f > 0, se e solo se si ha tr(H f) > 0
e det(H f) > 0 su R? dove

tr(Hf) = fou + fyy = 261 + 4
det(H f) = foafoy — f2 = (€7 +2)2 — ("1 4 )2

y
sono la traccia e il determinante della matrice Hessiana. Chiaramente si ha tr(H f) >
4 su tutto R?. Studiamo la disequazione det(H f) > 0, ovvero 4™V +4—2ae” ¥ —a? >
0 che ¢ equivalente a
(2 —a)(2e"Y +2+a) > 0.

Nel caso a > 2 questa disequazione non ¢ verifica in alcun punto (x,y) € R% Nel
caso a = 2 la disuguaglianza ¢ un’uguaglianza. Nel caso a < 2 la disuguaglianza ¢
verificata su tutto R? se e solo se 2e*™¥ + 2 + o > 0 per ogni (z,y) € R?, ovvero se e
solo se 24+ a > 0.

In conclusione, f ¢ convessa su tutto R? se e solo se a € [—2,2].

ii) Per i valori o € [—2,2] la funzione f ¢ convessa, e dunque i punti di minimo
coincidono con i punti critici. Cerchiamo eventuali punti critici. Le equazioni f, =
fy = 0 danno il sistema

eV 42+ ay=0, & +ar+2y=0.

Sottraendo le due equazioni si ottiene (2 — a)r — (2 — )y = 0. Quando a = 2
questa condizione & vuota: le due equazioni precedenti diventano eV +2(x +y) = 0.
L’equazione e’ 4+ 2t = 0 ha una soluzione unica t* < 0 (si vede con il teorema degli
zeri). Dunque tutti i punti (z,y) € R? tali che z + y = ¢* sono (tutti i) punti critici
di f.

Esaminiamo il caso o # 2. L’equazione (2 — o)z — (2 — a)y = 0 fornisce z = y
e quindi si ottiene I'equazione €** + (2 + a)z = 0. Quando o = —2, 'equazione
non ha soluzione e dunque f non ha punti critici (equiv. punti di minimo). Quando
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a € (—2,2), Pequazione precedente ha una soluzione unica e dunque f ha un unico

punto critico (di minimo). O
Soluzione dell’Esercizio 3.13.34. Online p.123
Soluzione dell’Esercizio 3.13.41. Online p.84
Soluzione dell’Esercizio 3.13.42. Online p.87
Soluzione dell’Esercizio 3.13.43. Online p.89

O dgd

4. Equazioni differenziali e Problema di Cauchy

Soluzione dell’Esercizio 4.10.1. L’equazione differenziale e lineare del primo
ordine. Tuttavia non € in forma normale. In particolare, il coefficiente di 3/’ si annulla
nel punto x = 0, proprio dove ¢ assegnato il dato iniziale.

Calcoliamo tutte le soluzioni dell’equazione dove x # 0. L’equazione omogenea
2%y’ = y ha le soluzioni

1
y(r) =ce 22, x#0,
dove ¢ € R sono costanti. Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea

della stessa forma, con ¢ = ¢(x) funzione da determinare. Derivando y e sostituendo
nell’equazione si arriva all’identita

1
, 1
d(xr) = ——ex?, x#0.
(@) =~ #
Ora integriamo questa identita in un intervallo (z¢,z). La funzione che appare a
destra non e integrabile in x = 0. Quindi l'intervallo di integrazione deve verificare

x,xg > 0 oppure x, xy < 0. Integrando si ottiene
xr
1
c(x) = c(xzg) — / tgeﬁdt = oy + emn?,
)

dove k1 € R e una costante. Siccome bisogna distinguere 'integrazione nel caso x > 0
e in quello x < 0, I'espressione generale per la funzione c e la seguente:

ki1 + eﬁ, x> 0,
c(z) = 1
ko +e222, x <0,

dove ky,ks € R sono due costanti indipendenti. Dunque, la soluzione generale
dell’equazione differenziale ¢ la seguente:

1+ kle*m%, x>0,
(z) = _1
1+ koe 222, x <0.

Dal momento che
limy(z) =1

z—0
indipendentemente da k1, ko, tutte le funzioni y si prolungano con continuita in x = 0
ponendo y(0) = 1. La funzione risultante verifica in effetti y € C*(R) con y/'(0) = 0.
Arriviamo alle seguenti conclusioni:
1) Per a # 1 il problema iniziale non ha soluzioni.
2) Per a = 1 il problema ha infinite soluzioni, che dipendono da due parametri
reali.
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0

Soluzione dell’Esercizio 4.10.2. L’equazione differenziale ¢ a variabili separa-
bili 4 = f(x)g(y) con f(x) =1+ 2z e g(y) = 1/cosy. In particolare, g ¢ definita
per cosy # 0, ovvero per y # /2 + kr con k € Z. Siccome vogliamo che g sia
definita su un intervallo, tenuto conto della condizione iniziale dovremo considerare
g:(m/2,37/2) — R. Chiaramente g # 0.

Separando le variabili otteniamo 3’ cosy = 1 + 2x, e integrando troviamo la
soluzione generale in forma implicita dell’equazione differenziale

siny = o + 2 + O,

dove C' € R & una costante che si determina con la condizione iniziale y(0) = ,
ovvero C' = siny(0) = 0.

Ora dobbiamo invertire la relazione siny = x + 2. Osserviamo che I'inversione
“meccanica’

z(x) = arcsin(z + z?)

non fornisce la soluzione del problema perche z(0) = arcsin(0) = 0 e la condizione
iniziale non e verificata.

Per determinare la soluzione corretta osserviamo che la funzione arcsin e 'inversa
della funzione sin ristretta all’intervallo [—7/2,7/2]. Nel nostro caso, tuttavia, y
prende valori in un intorno di 7. Allora, ponendo w(x) = y(x) — 7, abbiamo w(0) =

y(0)—m =0 esinw = sin(y—m) = —siny = —(z+2?). Siccome w assume valori in un
intorno di 0, ¢ ora lecito invertire la funzione seno e otteniamo w = — arcsin(z + x?)
e quindi

y(z) = 7 — arcsin(z + 2?).
Questa e la soluzione del problema, che e definita nell’intervallo aperto
Ilz{xGR:x+x2<1}.

Dalla formula esplicita della soluzione, o anche direttamente dall’equazione differen-
ziale si deduce che la soluzione y e decrescente in un intorno di x = 0. In effetti,
y'(z) < 0 se e solo se 142z > 0, ovvero x > —1/2 € 1. O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.3. Risposta: ii) y = 2*logz — 1z + Cz?. O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.4. Risposta: ii) y = (z — (z + 3)log(z + 3))71.
0

ez+1
ez+1+(x+2)z+2 9

Soluzione dell’Esercizio 4.10.5. Risposta: y(x) = r+2>0 0O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.10. Con la sostituzione z = y + x + 3 ridursi
ad una equazione a variabili separabili nella funzione incognita z. Soluzione: y =
—2 arctan (ﬁ) -z —3. U

Soluzione dell’Esercizio 4.10.12. Risposta: y(z) = (1 4+ e2”**)"1 2z e R. O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.13. Risposte: i) y = k7 con k € Z. ii) cosy =
2ercose—sine=C _ 1 con C € R. iii) y(z) = 27 + arccos (e*©s*—sine — 1), O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.21. L’equazione caratteristica ¢ A2 —1 = 0 le
cui soluzioni sono A = +1. La soluzione generale dell’equazione omogenea ¢ quindi
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y = c1e” 4+ coe™®. Calcoliamo la soluzione generale dell’equazione non omogenea con

il metodo della variazione delle costanti. Cerchiamo una soluzione della forma

T

. _
y=c1(x)e’ 4+ co(x)e™™,

con ¢y, ¢o funzioni da determinare. Derivando si ottiene y' = ¢je”+cie” +che ™ —coe™

e imponendo la prima condizione

/ / _—
e’ +che " =0
si ha v = ¢1e®” — cpe™ e quindi y’ = cje” 4+ c1e” — che™™ + cee™.  Sostituendo
nell’equazione di partenza si trova

T

e
X / —T / X —T
e (c1+c)+e “(cg—cy) —cre” — e " = ——
(1) +e (e — ) —
e quindi si ottiene la seconda condizione
_ e’
e"c — de " =
14 e®

Risolviamo il sistema delle due condizioni
{ e + e ™™ =0

T

(§]
!/ T /! —x

Cl4er
Sommando e sottraendo le due equazioni si ottiene
1 1

:il—i—ez
, 1 e?x

Co=—= )
2 21 +e”
Per determinare ¢; calcoliamo l'integrale indefinito

1 dx
ailr) = 2 1+e”

mediante la sostituzione t = e®. Si ottiene

1 dt 1 [[(1 1 1 e
() 2/t(1+t) 2/<t t—i—l) 3% Trer T

dove k; € R ¢ una costante additiva. Per determinare cy(x) calcoliamo 'integrale

1 eQz
== d
ca() 2/1+e$ x

con la stessa sostituzione. Si ottiene

—~

C

1 1
co(x) = —ée“ + 5 log(1 4+ €%) + ko,

con ko € R. In conclusione, si ottiene la soluzione generale

1 e’ 1 1
y(x) = <§ log Trer /ﬁ)ew + < - ée“ +3 log(1+€®) + kQ) e ",

dove ki, ks € R sono due costanti libere. O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.22. L’equazione caratteristica dell’equazione
omogenea associata ¢ A2+ 2\ +2 = 0 che ha le radici complesse coniugate A = —1 1.
Pertanto la soluzione dell’equazione omogenea associata ¢ y = e~ (C} cost 4+ Cy sint),
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dove C1,Cy € R sono costanti arbitrarie. Per trovare l'integrale generale dell’equa-
zione non omogenea si puo usare il metodo della variazione delle costanti. Si arriva
al sistema nelle funzioni incognite C’l, Co:

Cheteost 4+ Coetsint = 0
Crd(e7tcost) + Cyd (et sint) = te ™,
ossia ) _
Cicost+ Cysint =0
Cysint — Cycost = —t.
Dopo brevi conti si trovano le soluzioni
C’l = —tsint
Cy = tcost,
e integrando si ottiene
Ci =c¢ +tcost —sint, Cy = co +tsint + cost,

dove c1,co € R sono costanti. L’integrale generale dell’equazione differenziale ¢
pertanto

y=c"((c1 +tcost —sint)cost + (co + tsint + cost)sint) = e (t+c; cost+cosint).
Le costanti ¢y, ¢y si determinando imponendo le condizioni iniziali:

c = q, c=a+p—1.
La soluzione del Problema di Cauchy e dunque

y=c"'(t+acost+ (a+ B —1)sint).

2) Infine, il seguente limite esiste finito

se e solo se a = 0, per ogni S € R. O
Soluzione dell’Esercizio 4.10.25. Soluzione: y = cosx log(cosx) + zsinz. O
Soluzione dell’Esercizio 4.10.26. Risposta: y(z) =z — 273 O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.27. Questa e ’equazione della catenoide. Sug-
gerimento: dividere per y2, moltiplicare per ¢/, integrare una prima volta. U

Soluzione dell’Esercizio 4.10.28. Soluzione online a p.139. Suggerimento:
moltiplicare per 3/ e integrare. Si ottiene una disequazione integrale che permette di
provare la limitatezza |-£y?(x)|. Usare il lemma di Gronwall. O

Soluzione dell’Esercizio 4.10.29. Moltiplicando l’equazione per e'y’ si trova

dl

t///
Yy +9yfly) =0 = dt2 dt/ f(r dT =0,

e quindi
y(t)
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e infine integrando si ottiene

y(t) t 1
2 —i—/ f(r)dr —/ e"=(y)%dr.
0 0o 2

Usando l'ipotesi tf(t) > 0 si conclude che

y(t)
/ f(r)dr >0,
0

Swrs [ 3w

oW =) "2 '

Scriviamo ¢(t) = e'3(y)?. La funzione ¢ & continua, positiva e ¢(0) = 0. Inoltre
verifica la disuguaglianza integrale

w@slbmw.

Questo implica che ¢ = 0. Infatti, supponendo ad esempio ¢ € [0, 1] e avendo posto
M = supy ;) p si trova

e dunque in definitiva

ﬂwsﬁlmwrsma

e per induzione si trova per n € N

IN
|
=

(1)
Dunque si ha
L,
0= (1) = '3/ ())"

da cui si deduce che y'(t) = 0, e cio¢ y = costante. Ma allora deve necessariamente
essere y = 0.

Soluzione dell’Esercizio 4.10.30. La funzione F' ¢ monotona crescente e
dunque F'(z) > 0. Moltiplicando 1’equazione per ¥’ si trova

/ //—i—F( ) — 0 - %«y/)z +F(x)y2) — y2F’(x).

Fissiamo le condizioni iniziali y(0) = « e y'(0) = § e integriamo 1'ultima equazione,
ottenendo

wm%fWW@P=W+ﬂmM+AZ@WWQ%

Scrivendo M = 32 + F(0)a? e y* = ¢ si ottiene la disequazione integrale
Flao(o) < M+ [ oo ()¢ = 0(a).

Poiche ®'(z) = ¢(z)F'(z) < ®(x) /;)), integrando si trova

<I>(x T P(€) F'(¢ F(z)
M), sl / =18 70y
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e quindi ®(z) < %F(m) In conclusione, dalla disequazione integrale si ottiene per
ogni x > 0
M M
Fz)p(r) < = <F(r) = @) < ==
F(0) (0)

Questo prova che y e limitata.
Soluzione dell’Esercizio 4.10.31. Online p.136
Soluzione dell’Esercizio 4.10.38. Online p.125

Soluzione dell’Esercizio 4.10.40. i) La funzione f : R? = R, f(z,y) = 2% +
y? — 1, ¢ di classe C* e dunque ¢ localmente Lipschitziana. Dunque, il Problema di
Cauchy ha una soluzione locale unica y € C*(—d,d) per qualche § > 0. La soluzione
e in effetti di classe C*°.

O 0O 0O

ii) Proviamo che la soluzione y ¢ una funzione dispari. Consideriamo la funzione
ausiliaria z(x) = —y(—x), z € (—0,9). Si ha

d(@) =y (-2) =y(-2)" + (-2)" —1=2(x)" + 2" -1, =z €(=4,9),

ed inoltre z(0) = —y(0) = 0. Dunque, z ¢ soluzione del Problema di Cauchy. Per
I'unicita della soluzione deve essere z = y e quindi y € una funzione dispari.

iii) Dentro il cerchio 22+ y? < 1, la funzione f & negativa. Dunque, quando il gra-
fico della soluzione y si trova dentro il cerchio, la soluzione ¢ strettamente decrescente.
Siccome il punto iniziale (0,y(0)) = (0,0) ¢ proprio il centro del cerchio, la soluzione
e certamente decrescente in un intorno di x = 0. Fuori dal cerchio, la soluzione e
crescente.

Il grafico della soluzione y deve intersecare la circonferenza % + y? = 1. In questi
punti si ha ¢y’ = 0. Una volta lasciato il cerchio, il grafico della soluzione non puo piu
rientrarvi.

Dunque esiste un punto z € (0, 1) tale che y & strettamente decrescente nell’inter-
vallo (—Z, %), e crescente per x > Z (fintantoche la soluzione ¢ definita), ed ¢ crescente
nell’intervallo a sinistra di —2z.

Dalla precedente discussione segue anche che la funzione e certamente definita su
tutto l'intervallo (—1 — ¢, 1 + &) per qualche ¢ > 0.

iv) Per la discussione precedente, esiste (unico) un punto zy € (1,b) tale che
y(zg) = 0. Definiamo il numero 8 = y/22 — 1 > 0. Avremo allora, per x > z,

y'(z) > y(x)” + 67,

dividendo ed integrando sull’intervallo (zg, z) con il dato iniziale y(xy) = 0 si ottiene

xT y/
/ y2+52dt2x—x0.
xo

Il calcolo dell’integrale ¢ immediato e si ottiene

arctg(%) > Bz — x0),

e quindi si trova y(z) > Btg(8(x — z0)). Per confronto si ottiene la stima B(b— ) <
7/2, e dunque, in particolare, b < 0.
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Infine, osserviamo che ¢y = y? + 2> — 1 > —1 e integrando su (0,x) si trova
y(x) > —=x, per ogni x € [0,b). Quando y(x) < 0, la disuguaglianza y(x) > —x ¢
equivalente a y(z)? < z2. Di conseguenza, per ogni x > 0 tale che y(z) < 0, si ha

Y (z) < 22% — 1.

L’insieme di tali  forma un intervallo. Integrando su [0, z] la disuguaglianza prece-
dente si ottiene

v 2
y(x) < / (2t* — 1)dt = §x3 — .
0

Per confronto, deduciamo che deve necessariamente essere b > /3/2. O
Soluzione dell’Esercizio 4.10.41. 1) La funzione f : R? - R, f(z,y) = |y| + =,
¢ continua e verifica la condizione di Lipschitz |f(z,y1) — f(x,y2)| = Hyll — ]yzH <

ly1 — ya| per ogni y1,ys € R. Per il Teorema di esistenza e unicita locale esiste unica
la soluzione y € C*(—4, ) del Problema di Cauchy, per qualche § > 0.
Fissato M > 0, per ogni |z| < M si ha

|f(z,y)| <yl +|z] < Jy|+ M, yeR,

e dunque f verifica le ipotesi del teorema di esistenza globale della soluzione. Dunque
la soluzione massimale del Problema di Cauchy ¢ definita su tutto R.

La disequazione f(x,y) > 0 e verificata se e solo se x > —|y|. Dunque, nella
regione C' = {(z,y) € R* : 2 > —|y|} la soluzione y & crescente. Siccome (z, y(z)) € C
per z > 0, deduciamo che la soluzione y ¢ crescente su tutta la semiretta [0,00).
Siccome y(0) = 0 e ¢'(0) = 0, si ha (z,y(z)) € D = {(.x,y) eR?: f(z,y) < 0} per
ogni z € (—6,0), per qualche § > 0. Infatti, essendo y € C*(R), si ha lo sviluppo
y(x) = y(0) + ¥ (0)x + o(z) = o(x) per x — 0 e quindi |y(z)| < |z| per x € (=4,0).
Affermiamo che in realta (z,y(z)) € D per ogni x < 0. Se, infatti, per assurdo fosse
f(z,y(z)) = 0 per qualche T < 0, allora si avrebbe ¢/(Z) = 0 e ¢/(z) > 0 per z > &
e quindi y sarebbe strettamente crescente per x > . Questo non ¢ compatibile con
y(0) = 0.

La conclusione ¢ che y & decrescente su (—oo, 0] ed & crescente su [0, 00). Siccome
y(0) = 0 deduciamo che y(z) > 0 per ogni = € R.

2) Essendo y > 0, dobbiamo risolvere il Problema di Cauchy

{y=y+x

y(0) =0,

L’equazione differenziale ¢ lineare del primo ordine. L’integrale generale dell’equa-
zione omogenea y' = y ¢ y(zr) = Ce”. Con la variazione della costante C' = C(z)

si trova I'equazione C'(z) = xe™*, e dunque dopo un’integrazione per parti si tro-

va C(x) = Cy — (x + 1)e™®, dove Cy € R ¢ una costante. La soluzione generale
dell’equazione differenziale e

y(x) =Coe” — (x +1), z€R,
ed imponendo la condizione iniziale y(0) = 0 si determina Cy = 1. Osserviamo che la
soluzione y(z) = e* — (x+ 1), x € R, ¢ effettivamente sempre positiva: €* > x4+ 1 per

ogni x € R, essendo la funzione esponenziale convessa ed x + 1 la sua retta tangente
inz=0. ]



4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI E PROBLEMA DI CAUCHY 143

Soluzione dell’Esercizio 4.10.42. i) La funzione f(x,y) = sin(z+y) ¢ di classe
C>(R?) e quindi localmente (in effetti globalmente) Lipschitziana. Per il Teorema di
esistenza e unicita locale esiste un’unica soluzione locale. Inoltre si ha |f(z,y)| < 1
e quindi per il Teorema di esistenza globale con crescita sub-lineare la soluzione e
definita su tutto (—oo, 00).

ii) Se y = mx + ¢ € una soluzione allora
m =1y =sin(y +x) =sin(mzr +q+x), z€R.
Deduciamo che deve essere m = —1 e sinqg = —1, ovvero q = 37/2 + 2km, con k € Z.

iii) Per il Teorema di unicita, la soluzione y non puo intersecare le rette y =
—x —m/2 ey = —x+ 31/2. Dunque deve essere
T 3
—r -3 <y(x)<—x+§7r, z € R.
Fatta questa premessa, studiamo la monotonia della soluzione. Possiamo limitarci
alla regione (striscia) delimitata dalle due rette precedenti. La soluzione y ¢ crescente
nella regione dove
sinfly+2z) >0 < O<y+az<m.
La soluzione y e decrescente nella regione dove

3
sinly+z) <0 < —g<y+a¢<0 oppure 7T<y+x<§7r.

In conclusione, esiste x* € (0, 7) tale che:
— 1y decresce su (—o0,0);
— gy cresce su (0, z%);
— gy decresce su (z*, 00).

iv) Proviamo che y = —x + %7? ¢ un asintoto a oo. Dividiamo per z > 0 la
disuguaglianza
< (x) < —x + ;
—r— = r) < —x+ =T
2 =Y 2"
e otteniamo 5
2z x 2x
Per confronto si ottiene
tim 48— 4
T—r00 €T
Affermiamo che
. 3
lim y(x) + 2 = =m.
T—00 2

La funzione z(z) = y(z) + x risolve
7=y +1=sin(y+z)+1=sin(z)+1>0.
Dunque, z e crescente e pertanto esiste il limite
L= xh_)rgo y(z)+x = 3}1_{{)10 z(z) < gﬂ',
infatti y(z) + = < 37/2. Se per assurdo fosse L < 37/2:
lim 2'(z) = ZIEEO sin(z(z)) + 1 =sin(L) + 1 > 0.

T—00



144 7. SOLUZIONI E SUGGERIMENTI

Questo implicherebbe che lim z(x) = co. Questo ¢ assurdo.
T—r00

In modo analogo si prova che y = —z — 7/2 & un asintoto a —oc. U

Soluzione dell’Esercizio 4.10.43. Suggerimento: si consideri la funzione y =
x/7.

Soluzione dell’Esercizio 4.10.45. Online p.150
Soluzione dell’Esercizio 4.10.46. Online p.141
Soluzione dell’Esercizio 4.10.47. Online p.130
Soluzione dell’Esercizio 4.10.51. Online p.147

O 0000

Soluzione dell’Esercizio 4.10.52. Suggerimento: combinando fra loro le due

equazioni, ricavare un’equazione differenziale per ¢ = 2?2 + 3% O
Soluzione dell’Esercizio 4.10.55. Online p.144 U
Soluzione dell’Esercizio 4.10.56. Soluzione: u(z,y) = ¢(x — y)e?. O
Soluzione dell’Esercizio 4.10.57. Soluzione: u(z,y) = p(ye®)e”. O
Soluzione dell’Esercizio 4.10.58. Soluzione: u(z,y) = y*p(x/y). O

5. Diffeomorfismi, invertibilita e teorema di Dini

Soluzione dell’Esercizio 5.3.1. i) La matrice Jacobiana di f ¢
2z =2y
Jf(xay)_<2y 2 )7
e dunque det J;(z,y) = 4(2? + y*). Sull’insieme A = R?\ {(0,0)} il determinan-

te Jacobiano non si annulla e dunque per il Teorema di invertibilita locale f e un
diffeomorfismo locale (di classe C*°) su A.

ii) f non & iniettiva su A in quanto f(—z,—y) = f(x,y). Dunque f non & un
diffeomorfismo su A.

iii) Un insieme aperto B C A su cui f & un diffeomorfismo non puo contenere punti
simmetrici rispetto all’origine. Fissato un punto (£,7) € R? cerchiamo delle soluzioni

(z,y) € R? del sistema di equazioni f(x,y) = (£,n) con opportune restrizioni su (z, )
in modo tale che la soluzione sia unica. Il sistema di equazioni e

2’ —yP=¢ 2ay=n.

Dividiamo la seconda equazione per y. Per farlo occorre supporre y # 0. Si ottiene
x = n/2y che sostituita nella prima equazione fornisce

Riordinando e risolvendo in y? si trovano le soluzioni

= —{ £ /§ +n?
5 .
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La soluzione col segno — va scartata. L’equazione in y ha ora due soluzioni opposte.
Scegliamo la soluzione positiva, ovvero richiediamo y > 0. Si trova

_ Ve
Y= 9 .
Dopo alcuni conti si ottiene allora anche

NEEaVGE
-

In definitiva, con la restrizione y > 0 siamo stati in grado di trovare una soluzione
(z,y) unica. Quindi, sull’insieme aperto B = {(z,y) € R? : y > 0}, il semipiano
superiore, la funzione f € iniettiva e dunque un diffeomorfismo. Un aperto che contiene
strettamente B contiene necessariamente punti simmetrici rispetto all’origine. Quindi
B ¢ massimale. ([l

Soluzione dell’Esercizio 5.3.2. 1) Chiaramente si ha f € C*°(A). Osserviamo
che f(0,0) = 0. Le derivate parziali di f sono

— (L) ™, fy(r,y) = - —ze™ Y,

xxa = T
fo(@,y) l+z+y l1+z+y

Nel punto (0,0) € R? si ha f,(0,0) = 0 ed f,(0,0) = 1. Per il Teorema della funzione
implicita, I'insieme {f = 0} si puo esprimere in un intorno di (0,0) € R? come il
grafico di una funzione ¢ € C*(—4,0) per qualche § > 0. Precisamente, esistono
1,0 > 0 tali che

{(:L‘,y) S (_57 5) X (_7]777) : f(x,y) = 0} = {(1‘7(’0(1')) c ]R2 cxr € (_5’ 5)}
2) Dal teorema della funzione implicita sappiamo che
) = A e@) 1= (o)t @+ p(e)er )
ST T ele)) T 1—z(1+ 2 + o(z))erl+re@)

Nel punto x = 0 si trova ¢'(0) = 0.
3) La derivata parziale seconda di f in x e

foa(2,y) = — !

(I+z+y)
e quindi f,.(0,0) = —2.
La derivata seconda di ¢ in un generico punto e

[foz(, 0) + fay(, go)gp’]fy(x, ©) — [fwy(x7 ©) + fu(, ©)¢'| fo(z, 0)

x = sgn(n

1

. (1 + y)Zem(l—l—y)7

/!
o' = — '
(fy(z:0))?
Usando ¢/(0) =0 e f,(0,0) = 0 si ottiene
f22(0,0)
/!
P(0) = —E ) o

O =00
0
Soluzione dell’Esercizio 5.3.8. Online p.152 U



