
Equazioni Di�erenzialiNome: Esame s
ritto del 17 Giugno 2008Tempo a disposizione: 2.30 oreEser
izio 1 (8 punti) Sia u una funzione armoni
a non negativa nella palla B = fx 2Rn : jxj < 1g. Stimare u(x) per jxj = 1=2 in rapporto a u(0).Eser
izio 2 (9 punti) Sia f : [0;+1) ! R una funzione 
ontinua tale 
he 
onvergal'integrale improprioZ +10 1s Z s0 �f(�) d� ds = limr!+1Z r0 1s Z s0 �f(�) d� ds:Dato R > 0 sia BR = fx 2 R2 : jxj < Rg.(i) (5 punti) Cal
olare la soluzione uR 2 C2( �BR) del Problema di Poisson� �uR(x) = f(jxj) x 2 BRuR(x) = 0 x 2 �BR:(ii) (3 punti) Veri�
are 
he la funzione u : R2 ! R de�nita dau(x) = limR!+1uR(x); x 2 R2 ;�e di 
lasse C2(R2).(iii) (1 punto) Provare 
he limjxj!+1u(x) = 0 e �u(x) = f(jxj) per x 2 R2 .Eser
izio 3 (8 punti) Continuit�a �no al bordo della soluzione generalizzata di Perron-Wiener del Problema di Diri
hlet: illustrare al
uni 
riteri di regolarit�a.



Soluzione dell'Eser
izio 2. (i) Cer
hiamo una soluzione radiale uR(x) = v(jxj). Se uR �eradiale e di 
lasse C1(BR), alloraruR(0) = 0 e quindi v0(0) = 0. La funzione v 2 C2([0; R℄)deve veri�
are 8><>: v00 + 1r v0 = f(r) r 2 [0; R)v0(0) = 0v(R) = 0:Moltipli
ando l'equazione di�erenziale per r si trova (rv0)0 = rf(r) e integrando si ottienev0 = 1r Z r0 sf(s) ds+ Cr ;dove la 
ostanate C 2 R si determina tramite la 
ondizione v0(0) = 0, ottenendo C = 0.Integrando nuovamente si ottiene allorav(r) = Z r0 1s Z s0 �f(�) d� ds+D;dove la 
ostante D 2 R si determina tramite la 
ondizione al bordo v(R) = 0, trovandov(r) = � Z Rr 1s Z s0 �f(�) d� ds; 0 � r � R:La soluzione �e dunque la funzioneuR(x) = � Z Rjxj 1s Z s0 �f(�) d� ds:(ii) La funzione u limite delle funzioni uR �eu(x) = limR!+1� Z Rjxj 1s Z s0 �f(�) d� ds = � Z +1jxj 1s Z s0 �f(�) d� ds:L'integrale 
onverge in senso improprio per ipotesi. Proviamo 
he la funzionew(r) = � Z +1r 1s Z s0 �f(�) d� ds; r � 0;ha le seguenti propriet�a: w 2 C2([0;+1) e w0(0) = 0. Da questo segue 
he u 2 C2(R2).Infatti, un breve 
onto mostra 
he per r > 0w0(r) = 1r Z r0 �f(�) d�; e inoltre w0(0) = limr!0w0(r) = limr!0 rf(r) = 0;
ome si vede 
on il Teorema di Hôpital.



In�ne, la derivata se
onda di w �ew00(r) = � 1r2 Z r0 �f(�) d� + f(r); e inoltre w00(0) = f(0)2 ;
ome si vede di nuovo 
on Hôpital.(iii) Usando i 
onti del punto (ii) si ottiene w00 + w0=r = f(r), ovvero �u(x) = f(jxj) 
onx 2 R2 . In�ne, si ha limr!+1w(r) = 0; di nuovo in virt�u della 
onvergenza dell'integraleimproprio.


