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Introduzione

La disuguaglianza isoperimetrica classica afferma che se E é un insieme boreliano in
R™ n > 2, con misura di Lebesgue £"(E) finita, allora il perimetro della palla avente
stesso volume di E ¢ inferiore al perimetro di F, ed in particolare vale 'uguaglianza se e
solo se F é una palla.

Il caso bidimensionale ha origini nella Matematica greca e nasce come risposta al pro-
blema di determinare, tra tutte le figure piane aventi lo stesso perimetro, quella di area
massima. Intuitivamente era noto fin dall’antichitd che le soluzioni a questo problema,
detto isoperimetrico, dovessero essere i cerchi, ma la dimostrazione rigorosa di tale intui-
zione occupo i matematici per secoli e i primi risultati completi furono raggiunti solo a
partire dalla fine del 1800. La Teoria della Misura, introducendo la nozione di area e di
perimetro per una pitl vasta gamma di insiemi, anche in dimensione maggiore di 2, forni
gli strumenti per delle generalizzazioni. Nel 1954 de Giorgi dimostro la “proprietd isope-
rimetrica dell’ipersfera nella classe degli insiemi con frontiera orientabile di misura finita”
[4] . La storia del problema isoperimetrico giunge fino ai giorni d’oggi. Nel 2008 ¢é stato
pubblicato un articolo da N. Fusco, F. Maggi e A. Pratelli in cui viene dimostrata una
versione quantitativa della disuguaglianza isoperimetrica in R™ con n > 2 ( si veda [I]).

Il risultato é racchiuso nel seguente teorema:

Teorema. Sia n > 2. Allora esiste una costante C, dipendente solo dalla dimensione n
dello spazio, tale che per ogni boreliano E di R™ con 0 < L™(FE) < oo si ha

s L"(EA(z +rB)) <
TER? rn

P(E) — P(Br)
P(By)

dove B ¢ la palla unitaria centrata nell’origine, r & il raggio della palla B, avente lo stesso
volume di E e P(A) indica il perimetro distribuzionale di A, per A boreliano di R™.

Si noti che dal teorema discende la proprieta isoperimetrica dell’ipersfera in R™ nella
classe degli insiemi boreliani.

In questo lavoro di tesi dimostreremo una versione pitt debole del teorema precedente,
usando strumenti base di teoria della misura e il teorema della divergenza. Abbiamo seguito

il modello di [2].
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1 Una disuguaglianza isoperimetrica quantitativa in R"

Introduciamo preliminarmente un po’ di notazione.
Sia n > 2 una dimensione. Su R” definiamo in maniera standard la misura di
Lebesgue n dimensionale " e la misura di Hausdorff n — 1 dimensionale #"!.
Diremo che un aperto A di R™ ¢ di classe C*, con k intero non negativo, se per ogni
T € DA esistono un intorno U di xy e una funzione ¢ € C*(U) tali che

UNOA={xeUt.c. ¢(x)=0}eVo(xy) =0.

Per gli aperti di R™ di classe C*° definiamo il perimetro come la misura di Hausdorff
n — 1 dimensionale della loro frontiera, ovvero se A é un tale aperto

P(A) := "1 (0A).
Indichiamo poi con B la palla aperta n dimensionale di centro 0 e raggio 1

B:={zxeR"tec |z| <1}

w3

. . ™ N
e con wy, la sua misura di Lebesgue, ovvero w, = £"(B) = ——, dove I' ¢ la

LG +1)

N3
+

funzione I' di Eulero, ovvero I'(s) = [~ e 2" du .
Decomponiamo ogni punto = € R" in x = (T, z,) con T := (z1,Z2,...,Tn_1), T, € R
e fissato € con 0 < e < 1, definiamo il cilindro superiore aperto

Co:={(Z 2z, eR" te ||7|] < 1,2, > €}

Siano A e C sottoinsiemi di R”, con C aperto; scriviamo A CC C se A ¢ un sot-
toinsieme compatto di C'. Indichiamo con AAC la differenza simmetrica tra A e C,

ovvero I'insieme (A\ C)U (C'\ A).
Obiettivo della tesi sara dimostrare il seguente risultato:

Teorema 1.1. Siano n > 2, € un valore fissato tale che 0 < e <1, E un aperto di
R™ di classe C>® con L™ (E) = L™ (B).

1. Esiste una costante dimensionale c,>0 tale che se EAB CC Cy allora

P(E) - P(B) > ¢, (£"(EAB))? (L.1)

2. FEsiste una costante dimensionale d,, tale che se EAB CcC C. allora

P(E) — P(B) > d, e (Z"(EAB)). (1.2)

Calcoleremo esplicitamente le due costanti dimensionali e si avra

n—1 d n—1
Cp = e d,= .
192w?2 64w,

Nella Sezione [2 partendo da un’ idea geometrica, costruiremo su C. un campo
vettoriale X continuo, di norma 1, tale che d;v—_of) < 1 (si veda il Teorema 2.1 per

le proprieta precise di X). Nella Sezione |3| verra presentata una dimostrazione del
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Teorema [I.I] Usando le proprieta di X, il teorema della divergenza e le ipotesi su
E, si dedurra la validita delle seguenti disuguaglianze

: n—1 _ n—1
f”(B\E)Z/ dlede,%” (OB\ E)— "' (0ENB)
pen—1 n—1
e
n—1 _ n—1
o (g gy < 20 OENB) — A (OB N E)
n—1

da cui

n — n—1 - n—1

/B i ( - divX) < HNOE) — A" (0B) _ P(E) — P(B)

Il Teorema di Fubini Tonelli, un cambio di variabile e la decrescenza della funzione

r—1— %_gz) permetteranno di ottenere

n — n—1

X 21 (B7\E) divX (z,\/1— ||Z||> = s
/ (1_d1v )de/ / . (@, /1= IZ]I" —s) ds .
B\E Izll<1 Jo

dove si ¢ indicato con B* \ E” la T-sezione di B\ E per 7 fissato, con ||Z| < 1.
Ricordando la definizione del campo vettoriale X e facendo delle stime elementari

Sl avra
_ _ . —s? see=0
divX(Z, /1 —||Z||” — s) s% + 2es
1— > >

n—1 ~8(1+4+¢€ — ’
—s sel<ex<1

| =

ol =

e quindi

m(T) 82
/ / 5 dsdx see=0
P(E) — P(B) <1 Jo

n—1 (T
@) ¢ g
/ / —dsdr se0<e<1
( Jiai<tJo 8

( 1 3
— m(z)°dr see=10
24 Jiz1<a )
€ o
16 m(Z)*dz se0 <e<1
\ llzll<1

La tesi seguira applicando la disuguaglianza di Holder.



2 Strumenti preliminari

Al fine di dimostrare il Teorema [I.1] costruiremo preliminarmente una funzio-
ne scalare u, definita su C, e analizzeremo il campo vettoriale pari al gradiente
normalizzato di u.

Teorema 2.1. Sia € una costante fissata con 0 < € < 1. FEsiste una funzione
continua u: Ce — R con insiemi di livello ¥y = {(T,x,) € C. t.c. u(T,x,) = t},
t € R, tale che:

(1) uweCY{C.nB)NCYC.\ B).
(1) SihalU;o X = BNCe €Ut = C\B ; fissatot € R, 3, ¢ un’ipersuperficie

di classe C™ con curvatura costante

Hs, = \/t2+126t+1 pert > 0
' 1 per t < 0.

_ Vu
[Vl

(111) Il campo vettoriale X= e continuo su C..

(i) Dato x = (T,x,) € ¥4, st ha divX(z) = (n-1) -Hy,.

Dimostrazione del Teorema[2.1.

(i) Costruzione della funzione u. Fissato t > 0, sia S; la sfera di centro (0,-t)
passante per 0B N {x € R" t.c. ||Z|| < 1 e z, = €}, cioé per l'intersezione tra la
frontiera della palla unitaria e la base di C,. Sia ¥; = 05, N (C. N B). Definiamo la
funzione u(z): C. N B — R" in modo tale che u(x) =t se e solo se x € ¥;. I conti
che seguono permettono di ricavare esplicitamente la funzione u. Da essi discende
immediatamente che quella data ¢ una buona definizione, ovvero che per ogni z € C,
esiste una e una sola ¢ > 0 tale che x € ¥; e quindi tale che u(z) = ¢. Calcoliamo il
raggio r(t) di S;. Consideriamo la superficie n — 2 dimensionale

A:=0Bn{z eR"te ||7|]| < 1,2, =€}

= {x eR" t.c.\/1—||T||* = £, || 7| < 1,2, = 6}

= {x eR" te ||z =+/1—22,2, = 6}
={(T,¢e) e R" t.c. ||Z|| = V1 — €2}.

Dato un punto (7,€) € A, si ha

r(t) = 10,~t) — @ )l = \/(t — )2+ | = VEF 2+ 1.
La frontiera di S; € dunque
S, ={z e R" tc. (z,4+1)+ ||z]|* = r(t)?}
={zeR" tc. (z,+1)°+ z|* = 2 4 2et + 1}
—{zeR te. 22 + 12+ 2wt =12 + 2t +1 — ||z|°}

1—22—||z°
= {xER"t.c.t: x"—“x”},

2(x, —¢)
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dove I'ultima espressione ¢ ben definita perché per ipotesi x, > e.
Da questo ricaviamo che

Et - 3Stﬂ (CE ﬂB)

1— |z 2.1
= a:E]R"t.c.ﬂ:t,xn>e,||f||<l,||x||<1 : (2.)
2(x, —€)
e quindi la funzione u(z) ¢
2
1 — ||z

u(T, z,) = perz = (T, z,) in C. N B.

2(x, —¢)
Procediamo alla costruzione di w in C. \ B. Sia dB™" la frontiera della calotta

superiore della palla unitaria, ovvero 0BT = {@, o) € R"tc.y, = /1 — HgQH}
Dato un punto z = (7,x,) di C.\ B, sia v il vettore parallelo all’asse T = 0 tale

che il traslato di B* lungo v passi per il punto z. Allora ||v]| = z, — /1 — ||Z||”

(essendo x € C, \ B, si ha che z,, > /1 — ||Z||?). Definiamo la funzione u(x) come

u(T, x,) = —|v| = \/1 - ||Z|* — 2. perz = (T,z,)in C.\ B.

Riassumendo, la funzione u, costruita come sopra descritto, ¢ la seguente:

L— ]f”
2(z, —€)

/1= |Z|]* =2, sex e C.\ B.

Si noti che u(z) ¢ una funzione continua, positiva per z € C. N B, negativa per
reC.\B.

(77) Insiemi di livello di u. Fissato t € R, indichiamo con ¥; 'insieme di livello
di u associato al livello t, ovvero ¥y = {(Z, z,) € C. t.c. u(Z,z,) =t}. Set >0, 3,
¢ pari all’intersezione tra C, e la palla di raggio \/ﬁm e centro (0, —t); se t <0,
detto v il versore parallelo all’asse 7 = 0 e P, il punto 0 —t-v, ¥, € pari al traslato di
OB™ lungo il vettore (—t)-v ed & dunque un sottoinsieme della frontiera della palla
unitaria centrata in P,. 3; & quindi un’ipersuperficie di classe C*°. Ricordando che
la curvatura media di una palla di raggio r in R™ ¢ %, deduciamo che 3; ha curvatura
media costante pari a

sex € C.N B,

u(z) = (2.2)

1
Hs = Vi2+2et+1 pert >0 )
' 1 pert <0

Si ha inoltre che

U=z = <Uast> nC.=BnNC,

t>0 >0

Uz = (U(@B+—t-v)> \B=C.\B.

t<0 t<0



(131) Costruzione del campo vettoriale X. Definiamo su C. il campo vettoriale

X:= IIVuH Procediamo al calcolo esplicito di X. In C. N B le derivate parziali di u
sono

ou 2x; Ti ,

8_31:1:_2(xn—6):_$n—6 per i =1,....,n—1;

ou  —dzg(v,—e€) —2(1—|z|]’) 22— 2z.e+1— 7|

Or, Az, — €)? T 2(z, — €)? ‘

La norma quadra del gradiente di u ¢ quindi

(22 — 2zpe + 1 — ||7||*)2
v 2
Vul™ = (@n—e)p Zx A(z, — )
_ Alz) (z — 6)2 + (1) = 226 +1 — ||7)°)?
B Az, — €)* ’
da cui
Vu —2(zy — €)? ( T a2t 1- H§H2>
— €)2 ‘
[Vl VA, — 02 + (03— 2wpe + 1 7?2\ ¢ o)
Analogamente in C, \ B le derivate parziali di u sono
0 2x; i ‘ 0
a—u:— ‘ = — ‘ pert=1,...n—1; a—u:—l;
T —12 —112 Tn
21— |zl V1=l
la norma del gradiente quadro di u é
2
S |71 !
|Vaul> =1+ | =1+ —5 = —
; 1— ||z L D
da cui
Vu —_ 2 T _ — 12
oar = VI 7P| ———=.-1] = (—x, - 1-|z| )
Vel - ol
In definitiva il campo vettoriale X: C, — R™ é
2(zn—e)? ( z x%—?xne-s—l—”f”?) inC. N B:
<\/4||m||2(xne>2+<x%2xne+1||x||2)2 mmme’ Hanmo)? e

X —

<T, 1-— ||E||2) in C. \ B.

(2.3)
Osserviamo che X ¢ una funzione vettoriale continua. Infatti X | np ¢ estendibile
per continuita in 0B", X|c\p ¢ continua e le due funzioni coincidono su 0B in



quanto, dato = € B*, allora x, = 1/1 — |Z||*, ovvero ||Z||* = 1 — 22, da cui

2xi(a:n —€) 2xi(x, — €)
\/4 1—22)(x, — €)%+ (222 — 2ex,)?> 4z, — €)?
2 - n
(—_) — = /1- |7l
2(z, —€)

(1v) Calcolo della divergenza di X. Procediamo al calcolo esplicito della diver-
genza del campo vettoriale X. Poniamo

B 2(z, —¢€)
VAIEIR @0 — €2 + (@2 — 22,e + 1 — |[7]]°)2

In C. N B, dopo alcuni semplici conti, troviamo le derivate parziali

X, 222(2(x,, — €)% — 22 + 2z,¢ — 1 + ||7)?
X _ (- :El(z(x €)° — 2 + 2x,€ —}—HJ:HZ) peri = 1 L
O Al[Z]*(en — €)* + (27 = 2wne + 1 — |[7]]7)?
0X, (1 (22 — 2zpe + 1 — ||Z||P) (22 — 2zne + 1 + |Z|°)
0z, A Z | (2 — €)2 + (22 — 2z + 1 — ||T|°)2 '
1—
Dato x € C. N B, posto t = u(zx) = A si ha che
2(x, —¢€)’
1
= ——— . (2.4)
V2 + 2et + 1
Infatti,
1 47l (za — € + (@7 — 220e + 1 — ||7]*)?
2 4(x, — €)?
(a5 + |I7]* — 1)° L4 el — |2 zn + ea;, — o Az
= €
2(x, — €)? 4(x, — €)? 4(x, — €)?
_p LEE 2l =) —wa(F 42— 1) 2+ e — 2w,
(zn —€)? (zn —€)?
1— a2 —
IPSCLIEY SLG

=% + 2t + 1,



da cui segue immediatamente la (2.4]). Usando tale identita ricaviamo che
n—1 — 12
2 ” — 2 .2 2 n€ — 1
divX (z) = | Z | -2t gx €) — )+ 2w — 1+ H:U||_ :
pa Az (zn — €)* + (27 — 2zne + 1 — [[7[)?

1 (a5 — 2zpe + 1 — |[T]|) (2, — 220e + L+ ||7]|%)
AT (0 — )2 + (22 — 2z + 1 — |[T]*)?

Y A7 (20 — €)° + (2ae + |7 — 23 — D(2|7||* — 23 + 262, — 1 — |[7]°)
AT (@0 — ) + (22 — 2z + 1 — ||T]*)?

—1
:n—, perz € C.N B,u(z) =t.

V2 + 2et 4+ 1
In C. \ B si ha che

8Xi . 8xi 8Xn 0

Ox; O =1 or, O, L= 7l =0,
da cui
divX =n—1.
In conclusione abbiamo trovato che, dato x € C¢, detto t = u(x),
n——l sexe(C.NB
divX(z)={ V¥ +2t+1 , (2.5)
n—1 serx e C.\ B
da cui, ricordando il valore di Hy,, si ottiene
divX(z) =(n—1)- Hy,.
O

Nella dimostrazione del Teorema [1.1] useremo il seguente risultato elementare di
teoria dell’integrale.

Lemma. Sia £ C [0,1] un insieme misurabile con misura Z'(E) = |E| e

consideriamo l'intervallo Iy = [1 — |E|,1]. Allora per ogni funzione decrescente
£:00,1] = R* si ha

/Ef(x)darz i f(z)dx.

Dimostrazione. E sufficiente mostrare che (x)dx > f(z)dzx. Infatti,
E\Ig Ig\E
supponendo che questo sia vero, da Iy = (I[gNE)U(Ig\E) eda E = (IgNE)U(E\Ig)

segue che
/ fz)de = f(z)dx + f(z)dx
E IsNE E\Ig
> / f(x)dx + (x)dx = | f(x)dx.
IgNE IE\E Ig
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Dato C' C R misurabile, indichiamo con |C'| la sua misura di Lebesgue 1-dimensionale,
ovvero |C] = Z'(C) . Essendo sup(E \ Ig) <1 — |Ig \ E|, dalla decrescenza di f e
dal fatto che |F| = |Ig| si deduce che

o () de < [l \ E| f(1—[Ie\ E]) = [E\ Io| f(1—|ls\E]) <

<IE\L| fow B\ ) < [ J@)d

3 Dimostrazione del Teorema [1.1I

Procediamo ora con una dimostrazione del Teorema [T.1]

Dimostrazione. Sia E un aperto di R di classe C* con Z"(E) = Z£"(B) e
EAB cc C,. Affermiamo che

gn(B\E)z/ divX oo A" NOB\E) - A" (90BN B)

B\En—1 n—1

(3.1)

Infatti per la (2.5)) si ha Clj%)f <1 e quindi

iv.X
1dx2/ div dzx.
\E B

\En—l

gn(B\E):/

B

Sia vp\ g la normale esterna a B\ E; applicando il teorema della divergenza si ottiene

div.X 1
/ Sk / (X, vp\g) Ao
B\E TV — 1 n—1 d(B\E)

= 1 </ <X, I/B> d%nil - / <X, VE) d%n1> .
n—1 OB\E dENB

Osserviamo i seguenti fatti: per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e poiché il cam-
po vettoriale X ha norma costantemente pari a 1, si ha che (X, vg) < || X||||vg| = 1;
dato z = (T,z,) € 0B, ricordando la definizione di X in (2.3), si deduce che

X(z) = X(T,x,) = <E, \/1-— H§H2> = (Z,x,) = z, da cui, essendo vg(x) = z, si
ottiene che (X (x),vp(z)) = (x,x) = 1 su IB.
Da quanto osservato discende la seguente disuguaglianza

ivX 1
/ divX e > ( / 1dm" — / 1 d%””‘1>
pEen—1 n—1\Jome OENB

_ A" NOB\E) - A" (9EN B)

n—1

Questo termina la dimostrazione della (3.1]).



Affermiamo ora che

e By < 2 TOENB) — A (OB E) 3.

n—1

Infatti per la (2.5)) % = 11in E \ B e applicando il teorema della divergenza con
la stessa notazione usata sopra si trova

ivX
,f”(E\B):/ 1dm=/ divX
E\B E\Bn_l

_ ! (/ (X, vp) dif”‘l—/ (X, vp) dff"‘l).
n—1 OE\B OBNE

Osservando che per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (X, vg) < ||z||||vg| =1 e
che (X,vp) =1 per x € 9B N E, si ottiene la (3.2)).

G(B\ E) = /B\E (1 - gfﬁ) dz.

Mettendo insieme la (3.1]) e la (3.2)) e sfruttando U'ipotesi .£"(B) = £"(FE) (da cui
ZL"(B\E)=%"(E\ B)), si ha che

Definiamo

dx

A" WOB\ B) = A" WOENB) _ / divX
- B

n—1 wven—1

o (2 (1)) o

=Y"(B\E)-G(B\E)
=Y"(E\B)—-G(B\FE)

< H"YOE\ B) — #"(OBNE)
- n—1

~G(B\ B).

Si conclude allora che

A" NDE\ B) — A" (OB N E) — A" (0B \ E) + 4" (9E N B)

G(B\E) < - ,
aB\E) < n_l(aEz — ‘1%” " 0B) (3.3)

Procediamo con delle stime sul termine di sinistra della disuguaglianza (3.3)).
Applicando il teorema di Fubini Tonelli si trova

ivX ivX
G(B\E):/ (1—dw >dx:/ / <1—le )dmndf,
B\E n—1 Izl <1 7\ BT n—1

dove B*\ E* = {z, € Rt.c. (T,z,) € B\ E}, ¢ laT -sezione di B\ E. Definiamo la
funzione m : {||Z|| < 1} — R tale che m(z) = £*(B*\ E7) e indichiamo con p(T) =

1 — ||Z]|* una parametrizzazione di B*. Fissato T tale che ||Z| < 1, la funzione

9



. . . . . . n—
x, — div(Z, z,) ¢ una funzione crescente in x,, in quanto div(z, z,) =

()

raggio della sfera di centro (0, —t) passante per C. N B e per (T, x,): all’aumentare
di z,, il raggio diminuisce e di conseguenza divX (T, x,) cresce. Ne consegue che la

funzione che mappa z,, in (1 — %) é decrescente. Per il Lemma della Sezione
vale allora la seguente disuguaglianza

ivX ©(T) iv.X
/ <1 — div > dx,, > / (1 — div ) dz,,.
BR\ET n—1 (@) -m() n—1

Tramite il cambio di coordinate x,, = ¢(T) — s si ottiene

(@) X ( m(@) v X (Z. o(F) —
/ (1 B dle(:U,xn)) dz, — / (1 _ divX (7, ¢(T) s)) ds.
(@) —m() n—1 0 n—1

da cui - /mnd /Omm (1  divX (7, 9(@) — 5>) s di. (3.4)

n—1

, con r(t)

Continuiamo ora con delle stime sull’argomento dell’integrale di destra in (3.4)).
Sia x un punto di B \ E. Poiché per ipotesi 'insieme FAB ¢é contenuto in C,
allora B\ F C EAB ¢ un sottoinsieme di C. N B. Da questo e dalla (2.5 si ha che

-1
divX(z) = n—’ con t = u(x), da cui
V2 4+ 2et + 1
| divX(x)_1 1 VP A2t +1 -1
n—1 V24 2et +1 Vit 4+ 2et + 1
- t? + 2et
V2 +2et +1 (V2 +2et + 14 1)
2 2
> 1 + 2et > 1 + 2et

(VE+2ed+1+1)" (VP F2et+1)"

e quindi

_ divX(z) - 2 + 2et
n—1 — 4242t +1)

Il punto x & della forma z = (7, x,) = (Z, p(Z)—s) = (T, /1 — ||F]|*—s). Ricordando
la definizione di u(x) data in [2.2]si ricava che

2
T e (AR
_ 1 e - a2

t=u(x) =

2(zy —€) Q(W_S_E)

1

conx € B\ E, t =u(x). (3.5)
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2(\/1—Hf|2—5—6)+28+26—8
2(\/1—||f|2—8—6)

=S

s + 2¢

=s| 1+ > s,
2(,/1— Hf\2—3—6>
dove I'ultima disuguaglianza segue dal fatto che 5 ( 7 S”JZQHZ ) > ( essendo x € C,
0<e<a,=+/1—|z]*—sesel01]
. : : . 2+ 2et . .
E immediato verificare che la funzione t — é crescente. Quindi,

4(t2 +2et + 1)
essendo t = u(x) > s, riprendendo la (3.5)) e ricordando che s € [0, 1], si ha

divX(x) 12 + 2et S 52 + 2es
n—1 — 42 +2et+1) ~ 4(s?+2es+1)
s*+2es _ s*+ 2es

4(2+42¢) — 8(1+e)

1—

V

(3.6)

v

Distinguiamo due casi, corrispondenti alle due formulazioni presenti nell’enun-
ciato del Teorema [Tl

Primo caso: ¢ = 0. Dalle e , usado la disuguaglianza di Holder e
ricordando che Z"(B\ F) = Z"(E \ B) troviamo:

m(@)
G(B\ E) / / ( divX (7, s)) Js d
Izll<1 n—1
/ / v 2d = (z)° dz
— asar = — mix X
lzll<1 24 Jjz<1

o (fmd 1 df) (/:c||<1 miE) df) (/nm<1 : df)Q

1 ) L\ BB g
- 24 wy (/nm|<1m($)dx> - 24%21( ||zu<1$ A
- 51 (L B\D) = 1 (£7(B\E)+ 2(E\ B)Y

1
192 w2

da cui, riprendendo la (3.3) si ha

N—
w

(£"(BAE))®,

P(E)— P(B) = #" Y (OE) — " ' (0B)
>(n—-1)-G(B\E)




ed ¢ dunque dimostrata la disuguaglianza (|1.1)).
Secondo caso: 0 < € < 1. Dalla (3.6)), ricordando che s € [0, 1] si trova

divX (7, s) S s? + 2es S 2¢s €5

1 - > > = —.
n—1 8(1+€) —8x2 8

Riprendendo la (3.4)), sfruttando la disuguaglianza appena vista, la disuguaglianza
di Holder e argomentazioni simili a quelle usate nel primo caso, si ottiene

GEAE) /|z||<1 / ( dwf—(ﬁ S)) A e
B /|x||<1 / 8 ds T /nw||<1 m(z)’ s
T (/xnﬂmwdf) (L, 17)

> 166% ( /|”<1m(f) df) = 16 T (Z™(B\ E))?
(-Z”(B \ E) + Z"(E\ B))* = (L™ (BAE))?,

64
da cui, riprendendo la (3.3) si trova la (1.2).

64 w,
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