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Introduzione

Scopo di questa tesi e di esporre alcuni risultati in Teoria Geometrica della
Misura tratti dai lavori di D. Preiss, B. Kirchheim e O. Kowalsky ([3], [4],
[5]) riprendendo alcune dimostrazioni dalle note scritte da C. De Lellis ([2]).
Vedremo come imponendo condizioni sulla misura delle palle centrate nel
supporto sia possibile dedurre proprieta interessanti su quest’ultimo.
Nel Capitolo 2 definiremo la nozione di misura uniforme:

Definizione 0.1 (Misura Uniforme). Una misura boreliana p : Bgn — [0, 00]
finita sui compatti e detta uniforme se

(B, (z)) = u(B:(y)) per ogni 1w,y € supp (u), r > 0.

Combinando in maniera opportuna funzioni radiali costruiremo una fun-
zione analitica il cui luogo degli zeri ¢ il supporto della misura.

Teorema 0.0.1 (Kirchheim-Preiss). Sia p : Bgn — [0, 00] una misura uni-
forme. Allora il supporto di i € una varieta analitica reale, ossia esiste una
funzione analitica H : R™ — R tale che supp (1) = {H = 0}.

Nel Capitolo 3 definiremo le misure m-uniformi:

Definizione 0.2 (Misura a-uniforme). Sia o > 0. Una misura di Borel u su
R™ ¢ detta a-uniforme se

p(Br(x)) = wer® per ogni  x € supp (u), r > 0.
Denotiamo con U*(R™) I'insieme delle misure a-uniformi tali che 0 € supp ().

In questo caso, assumendo di avere u(B,(u)) < u(B,-(0)), per ogni u € R™
si riuscira a descrivere in maniera piu accurata il supporto della misura.
Proveremo infatti che

Teorema 0.0.2. Sia m intero positivo, m < n. Sia p € U™(R™) misu-
ra tale che p(By(u)) < wu(B.(0)) per ogni u € R"™. Allora esiste una for-
ma quadratica semidefinita positiva Q@ : R™ — R con tr(Q) = m tale che
supp () C {z € R": Q(x) = |z|*} e Q(u) < |u|? per ogni u € R".
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Nel Capitolo 4 vedremo che le misure piatte non sono I'unico esempio di
misura m-uniforme e costruiremo un esempio particolarmente significativo in
questo ambito: Il Cono di Preiss in R™.

Teorema 0.0.3. Sia ' = {z € R : 22 = 2?2 + 22 + 22}. Allora H} ¢ una
misura S-uniforme su R*.

L’importanza di questo esempio sta nel fatto che esso esaurisce, insieme
alle misure piatte su piani 3-dimensionali, le possibili misure 3-uniformi su
R*. Vale infatti il seguente teorema di classificazione:

Teorema 0.0.4. Sia p: R™™ — [0, 00| misura n-uniforme. Allora p ¢ piatta
oppure n > 3 ed esiste un sistema ortonormale di coordinate tale che yp = H"
ristretta al cono C = {(z1,...,Tn11) € R"™ 22 4 22 4 22 = 23},
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Capitolo 1

Notazioni e richiami di teoria
della misura

Denoteremo con £" la misura di Lebesgue in R”. Data una o-algebra A, una
misura p : A — [0, 00] ed un insieme E € A indichiamo con g la restrizione
di pad E, ossia up(A) = p(E N A) per ogni A € A.
Per ogni numero reale a > 0 definiamo la costante
7.‘.04/2

dove -
L(t) .= / s'7le™ds per 0 <t < oo.
0

Se « € un intero w, € uguale alla misura di Lebesgue della palla unitaria in
R (si veda Corollario 2.55, [6]).

Definizione 1.1. Sia A C R", 0 < a < oo. Definiamo la funzione H® :
P(R™) — [0, 0] ponendo

HO(A) = lim H (A)

6—0

con Hg(A) ¢ definito da

HE(A) = % inf {i(diam (C;)* - AC [j C;, diam (C;) < 5}

j=1 j=1
dove diam (C;) = sup{|z —y| : 2z, y € C; }.

Richiamiamo alcune definizioni.
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Definizione 1.2. Denotiamo con Bg-» la c-algebra dei boreliani, ossia la
o-algebra generata dagli aperti di R".

Definizione 1.3. Una misura p in R™ ¢ Borel regolare se gli insiemi boreliani

sono misurabili e se per ogni A C R™ p-misurabile esiste un un insieme di
Borel B tale che A C B e u(A) = u(B).

Riportiamo il seguente teorema (si veda il Teorema 1, 2.1 di [1]).
Teorema 1.0.5. Per 0 < a < oo, H* € una misura Borel regolare.

Definizione 1.4. Chiameremo la misura H® : Bgn — [0, 00] misura di
Hausdorft a-dimensionale.

Elenchiamo ora alcune proprieta elementari della misura H* (Teorema 2,
2.1, [1]).

Proposizione 1.0.6. Per 0 < a < 0o valgono le sequenti affermazioni:
(i) H(A) = card(A);
(i) H" = L™ suR™,
(iii) H*(AA) = A*H*(A) per ogni A > 0, A C R";
(1v) H*(L(A)) = H*(A) per ogni isometria affine L : R* — R", A C R™.

Se 1 < k < n, una varietd C* k-dimensionale di R" ¢ un insieme M C R®
con la seguente proprieta: per ogni x € M esiste un intorno U di x in R",
un aperto V' C R*, ed una mappa iniettiva f : V — U di classe C' con
differenziale D, f iniettivo per ogni z € V tale che f(V) = M N U. Una tale
f viene detta parametrizzazione di M N U.

Sia ora T : R¥ — R™ lineare ed iniettiva e definiamo la trasposta T :
R" — R* di T imponendo la condizione

(T*(w),v) = (T(v),w) perogni weR" veR"
Essendo la composizione T*T : R¥ — R* invertibile, possiamo definire
J(T) := +/det (T*T).
Riportiamo il seguente teorema (si veda 11.25, [6]).

Teorema 1.0.7. (Formula dell’Area) Sia M una vairieta C* di dimen-
sione k di R" parametrizzata da f : V. — R". Se A ¢ un sottoinsieme di
Borel di V', allora f(A) é un sottoinsieme di Borel di R™, e

HE(F(A)) = / (D, f)dH" ). (L1)

A



Nel seguito utilizzeremo la seguente uguaglianza, che si deduce dalla
Formula di Coarea (si veda 3.3.4 di [1]).

Proposizione 1.0.8. (Formula di Integrazione in Coordinate Polari)
Sia g € Ly.(R™). Allora

/ gl = /0 b ( /8 » g(a:)d?—[”l(x)> dr. (1.2)
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Capitolo 2

Supporto di misure uniformi

2.1 Introduzione

Iniziamo con la seguente

Definizione 2.1. Sia p : Bgn — [0, 00| una misura. Definiamo il supporto
di  come la chiusura dell’insieme

{zr e R": u(B,(x)) >0 perogni r >0},
dove B,(z) = {y € R": |z — y| < r}. Denotiamo con supp (p) il supporto di
L.

Definizione 2.2 (Misura Uniforme). Una misura boreliana p : Bgn — [0, 00]
finita sui compatti ¢ detta uniforme se

(B, (z)) = u(B:(y)) per ogni x,y € supp (u), r > 0.

Ad una misura uniforme p possiamo associare la funzione f : (0,00) —
[0,00), che chiameremo sostegno di p, definita da

f(r) = u(B.(z)) perogni r>0.

La definizione di f non dipende dal punto x € supp (1), ed inoltre f risulta
essere non negativa, crescente e continua da sinistra.

Dimostriamo ora una proprieta dell’integrale in una misura uniforme di
funzioni radiali.

Proposizione 2.1.1. Sia p : Bgr — [0, 00| una misura uniforme, sia ¢ :
[0,00) = R una funzione boreliana con ¢ > 0, allora per x, y € supp (u) si
ha

[ olle = 2dut) = [ elly - 2Ddutz) 21)

11
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Prova. Notiamo innanzitutto che per ogni 0 < r < oo e per ogni x,y €
supp () si ha

/n Xjor) (|7 — 2)du(z) = / X B, (x) (2)dp(2)

= [ @)

= | Xonly = =hautz),

ed inoltre

p(Br(2)) = lim pu(Byyajn(z)) = lm u(Bryam(y)) = (B (),
da cui in maniera analoga si ottiene
| xonlle = =Dantz) = [ xonlly = (o)
Quindi per ogni intervallo limitato I C [0,00) abbiamo 'uguaglianza
[ xatle = 2hantz) = [ ally = hautz)
e dalla linearita dell’integrale segue che
[ alle = 2hdutz) = [ ally - 2Dautz)

per ogni funzione semplice o definita su [0, 00). Sia ora {y;}, .y successione
monotona crescente di funzioni semplici non negative su [0, 00) che converge
puntualmente a ¢. Per il teorema della convergenza monotona si conclude che
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lim [ ou(lz = z|)du(z)
k—o0 Rn

[ elle = 2hdute) =

= lim [ op(ly — z|)du(2)

k—o00 Rn

= [ elly = <autz).
[

2.2 Teorema di Regolarita di Kirchheim-Preiss

Il seguente teorema, tratto dal lavoro di B. Kirchheim e D. Preiss [3], carat-
terizza il supporto di una misura uniforme come varieta analitica.

Teorema 2.2.1 (Kirchheim-Preiss). Sia p : Bgn — [0, 00| una misura uni-
forme. Allora il supporto di i € una varieta analitica reale, ossia esiste una
funzione analitica H : R™ — R tale che supp (1) = {H = 0}.

Prima di procedere con la dimostrazione, proviamo il seguente

Lemma 2.2.2. Sia f il sostegno di una misura uniforme p. Allora:
nfT "

u(B,(y) <5 (1) f(s) (2:2)
per ogni 0 < s < r < oo e per ogni y € R™.

Prova. Fissiamo s, r tali che 0 < s < r < oo e denotiamo con F la famiglia
dei sottoinsiemi Z C B,(y) tali che

|21 — 22| >

| »

per ogni 2y, 2o € Z con z; # 2.
Per Z € F le palle {Bs(2) : z € Z} sono disgiunte e contenute in B
Quindi, per w, = L"(B1(0)), abbiamo

5r (y)

1

S

card(Z)un (3)" = D7 £7(B3(2)) < L(B (1) = wn (%) :

da cui si conclude che
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Questo ci permette di scegliere un insieme M € F tale che card(M) =maxzc+
card(Z). Fissato z € M siha o che Bs(z)Nsupp (1) = 0 e quindi pu(Bs (2)) =

0, oppure che esiste z € B (2)Nsupp (¢) e quindi che u(Bj(2)) < u(Bi(x)) =
f(s). In ogni caso, vale la disuguaglianza

per ogni z € M. Si noti che la massimalita di M implica che le palle
{Bs(2)}:em ricoprono B,(y). Possiamo quindi concludere che

u(B. () < D n(B;(2)) < card(2)f(s5) < 5" (£) " ().

S
zeM

Dimostrazione del Teorema 2.2.1. Sia zy € supp () un punto fissato.
Poniamo

F(z,s) = / <€—s\z—z\2 - e_slz_m'?) du(z) per xzeR" s>0.

Proviamo che F(z,s) € R per ogni € R", s > 0. Per il Teorema di Fubini
Tonelli possiamo scrivere

/ e (z) = /0 1M({z;e—slz—wl2 > r}) dr = /0 IM<B S dr

Vogliamo ora maggiorare 'integrale a destra utilizzando la stima del Lemma
2.2.2

con 7’ = \/—(Inr)/s e s’ = s7Y/2, a tal fine si noti che s’ < 7’ se e solo se
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r < e~ Otteniamo

e—1

/01“<B\/m($)>dr:/o “(B\/W(mdr

" /e—l H (B\/m(x)> dr

—1

< 5 (s /0 (= In7)"2dr

- /ell 'U<B *(lnr)/s(l?))d'/ﬂ.

Ricordando che per ogni n € N;n > 0

n/2
- |In(1/7)
& % "

troviamo 0 > 0 tale che, per ogni 0 < r < 9,

n/2
(/)] < (a/m2.
Concludiamo cosi che

/ e P du(z) < 57 f(s7Y2) (202 + (= In 6)"2) + pu(By-1y2(2)) < 0.

(2.3)
Questo argomento prova che la funzione f assume valori reali.

Affermiamo ora che F(x,s) = 0 per ogni s > 1 se e solo se x € supp (u).
Dalla Proposizione 2.1.1 segue che x € supp (u) implica F'(x, s) = 0 per ogni
s > 1 (in effetti per ogni s > 0); rimane quindi da provare I'implicazione op-
posta. Proveremo che se x ¢ supp () allora esiste s > 1 tale che F(z,s) < 0.
Assumiamo quindi x ¢ supp (u) e sia € > 0 tale che B.(z) Nsupp (u) = 0. Si
avra, nuovamente per il Lemma 2.2.2,
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/ e_s‘z_deM(Z) _ / 6—S|z—:c|2dlu(z)
R" 1 Bk y1)e(#)\Bge (2)

Mg T3

< e~ U Birgne ()
k=1
< 10MY e FE R+ 1) f(e/2)
k=1

/n €7S‘Z’x°‘2du(z) > 67552/4M(Ba/2(%)) = 67862/4]0(5/2)'

Queste ultime due disuguaglianze implicano che

/ —s|z—z| d,U( ) o ] ]
0< R7™ < 10n26—s(k —1/4)e (k+ 1)n

/ e P () - k=1

[e.9]

10nz —s(k2—1/4k2 <k+k)
k=1

— 90" Z 6—8(3/4)k282 L

k=1

IN

— 920" Z 6—5(3/8)k2526—5(3/8)k262 L
k=1

20" —5(3/8)e? i e 3/8)k252kn
k=1

IN

Quindi, poiche

o0
e N )

5—00
k=1
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deduciamo che

/]R efs|zfx\2d,u(z)
lim =&

= 0.
s~>oo/ eis|zix()|2dlu<z)

Concludiamo che, per s grande abbastanza, F'(z, s) dovra essere strettamen-
te negativa.

Definiamo ora la funzione H : R™ — R ponendo
H(z) ::/ e F*(z,s)ds per x€R"
1

Proviamo che H e finita. Si noti che, se s > 1, per x € R" vale la stima

-1

/ e dp(z) <5 f(s71) / ()
n 0

+ /611 “(B f(lnm/s(gj))dr

—1

< E)"f(l)/oe (= Inr)"2dr

—l—/ei,u<Bm(x)>dr =: C < o0.

(2.4)

Si ricava immediatamente la disuguaglianza

F2(z, 5) < 2(/ e—sz—xQdu(Z))2 N 2(/n e—sz—zo2du(z))2

<4C? < 00

per ogni s > 1. Quindi H ¢ finita e si ha che H(x) = 0 se e solo se
x € supp (u). Per completare la dimostrazione resta solo da mostrare che H
e analitica.

Notiamo che H puo essere estesa ad una funzione su C" ponendo

H(E) = /100 s’ {/n <€—szj(zj—fj)2 _ e—slz—mo|2> du(z)rds
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per ogni (&,...,&,) € C". Mostreremo che questa estensione & olomorfa.
Iniziamo col mostrare che H (&) € C per ogni £ € C". Poniamo

h(87 Z,f) = 6_823'(2]'_51')2 _ 6—5|z—zo|2

Y

in modo da avere

e = [ e { [ nsz9 dﬂ(z)rd&

Osserviamo poi che

h(S,Z,g) — efs|z7Re§\2+s\Im£|2 e2si2j(2ije§j)Im£j . efs\szo|2’
da cui si ottiene
|h(8, 2, §)| < e—s|z—;to|2 + 65|Im£|2€—s|z—Re§\2‘ (25>

Quest’ultima disuguaglianza, insieme alla (2.4), ci servira per stimare l'inte-
grale seguente

[ s,z du(a)

< | 1his, = Olducz)
Rn
< es|Im£|2/ efs|sze£\2d’u(2)
Rn

+/ el =m0l g (2)
C <1 + es|1m5|2>

IA

per s > 1. Concludiamo che

[H(E)| < C/ e’ (1 + ezsﬂmf'?) ds < 0.
1

Mostriamo ora che per una generica direzione w € C” si ha che la derivata
direzionale OH /0w esiste in ogni punto di C" e che risulta

g_f(g) = /100 ) [/ h(s, 2z, &)du(z) %(s, 2, f)du(z)} ds.

R™ 8&)
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Siano £, w € C", t € R, t # 0 e si consideri il rapporto incrementale

ME )= HE) [ [ (b1 42 0]

t
[ Hentroheng, o,

t

Studieremo ora il limite del rapporto incrementale per ¢ che tende a 0. Per
w € C" poniamo

Siano s, £ e w fissati e per |t| < 1 definiamo e stimiamo utilizzando la (2.5)
la funzione

fs,f,w,t(z) — |h(S,Z,§ + tw) + h(S,Z,f)l < e—s\z—Re(§+tw)\2+s\Im (E+tw)|?

+92 efs|zfxo\2

+ efs\sze£|2+s|Im£\2

IN

o 25(|€P+wl?) (e—s\z—Re (E4tw)|?

+ 2€—s|z—xo\2 + 6—8|Z—Re£\2)‘

Proviamo che esiste una funzione foe., € L, (R") tale che foewr < foew
per ogni |t| < 1. Possiamo supporre Rew # 0, altrimenti 1'ultima stima
fornirebbe gia una maggiorante indipendente da ¢. Ora, se z ¢ Byjrew|(Re &)
si ha l'ovvia disuguaglianza |z — Re¢| > 2|Rew|, da cui si deduce che, per
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ogni |t| <1,
) 2
|z —Reé —tRew|* > z—Re&—lz_—ng“Rew\
Rew| |?
= — Re&l? 1_‘—
Rew| \”
> |z — 2 (1
= |z Red] ( 2HR6w|>
= |z — Re&)?/4.

Quindi, chiamando ¢(2) = XByg,. (Re¢)(2), Per ogni [¢| < 1 & verificata la
disuguaglianza

Focwa(z) < e2UEHHl) (mslaReel?/4 4 gy | 9 p=slomanl? 4 o—sl=—ReO)l?)

dove la funzione di destra appartiene ad L, (R") per la (2.3).
Per il Teorema della Convergenza Dominata concludiamo che

lim [h(s,z,& +tw) + h(s, z,8)] du(z) = 2/ h(s,z,&)du(z).

=0 Jpn n
Si consideri poi la quantita

efst[t ¥ w2 Y (i —E)wi] 1
t

e $ Zj (% *5]’)2

'M&@§+mo—M&a8
t

<

Per un generico numero complesso « si ha

lim

= s|al.
t—0

e—sta -1 ‘

Ne deduciamo che per ¢ in un intorno 7 di 0 e [¢| < 1 vale la stima

< 2¢slel,

6—sta -1 '
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Utilizzando questa disuguaglianza elementare, semplici calcoli portano a

h(s,z,€+ti)—h(8’275>‘ < [t lRe e me 1]

. [es|tzj “’12'+221(Zj*5j)wj|}
< Qe slEReEP gslwl® 25 5 12 =4l lws |
< 9 sla—Re? sl 2smlz—¢]lul
< 9 sleReEP polwl? 2snls—Relw] 2snfm |

_ 2
< 2619156—5/62\2 Re(]|

per delle costanti kq, ko opportune che dipendono solo da &, da w e da n.
Quindi di nuovo per il teorema della convergenza Dominata,

i [ 82 E ) = R(s, 2, €) J

t—0 Rn t

w2 = [ sz €)du(z).

R™ aw

Ricaviamo ora

e [ [h(s, 26 + tw) + (s, 2. ))ldu(z) < e / (s, 2,6 + tw)|du(2)

]Rn

+ [ s =€) ldn(z)

< 6—52 [C’(l +es\1m§|2)
+ C’(l + es\Im(§+tw)|2)]

< 616018—82

h(s,z,&+tw) — h(s, z,§)
t

du(z) < coe®

/.
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per opportune costanti ¢; e ¢y indipendenti da s. Ne segue che

e ( | (52,6 + ) + hs, 2 g))ydm)) .
, (/ h(s, z,§ + tw) — h(s, z,§)

t
per un’opportuna costante cz. Applicando nuovamente il Teorema della
Convergenza Dominata concludiamo che

‘du(z)) < 365

g_f(g) - /100 ) [/ h(s, 2z, &)du(z) @(s, 2, g)du(z)} ds.

R 80&)

Osservando infine che, per ogni j, si ha

oh
a—gj(s,z,f) =0

ne segue che, per ogni j,
OH
3

Si conclude che H e olomorfa e quindi analitica. n

(&) =0.



Capitolo 3

Supporto di misure m-uniformi

3.1 Introduzione

Lo scopo di questo capitolo e di descrivere in maniera piu accurata il supporto
di una misura uniforme nel caso in cui il sostegno della misura sia una potenza
del raggio.

Definizione 3.1 (Misura a-uniforme). Sia o > 0. Una misura di Borel u su
R" e detta a-uniforme se

w(B(x)) = war® per ogni  x € supp (u), r > 0.
Denotiamo con A“(R™) I'insieme delle misure a-uniformi tali che 0 € supp (u).

Esempio 3.1 (Misura Piatta). Sia m intero tale che 1 < m < n. Sia V
un sottospazio vettoriale di R™ di dimensione m, p un punto di R" e sia
K = p +V sottospazio affine. Allora la misura di Hausdorff m-dimensionale
ristretta a K € una misura m-uniforme. Infatti, poiche la misura H™ e
invariante per trasformazioni affini possiamo supporre p = 0 e V = {z €
R™ : 21 = 0,...,2, = 0} in modo da avere K = {z € R" : x,,,1 =
0,...,2, = 0}, e limitarci a calcolare la misura di palle centrate nell’origine.
Infine, utilizzando la (1.1), troviamo

HE (B (0)) = / dH™(x) = / dL™(z) = wy, ™  per ogni 1 >0,
KNB2(0) B (0)

dove Bi(z) ={y € R*: |[x — y| < r}.

23
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3.2 Supporto di misure m-uniformi

In questa sezione descriveremo il supporto di una misura m-uniforme, con m
intero positivo, come luogo degli zeri di una forma quadratica. Richiamiamo
alcune definizioni.

Definizione 3.2 (Forma Bilineare). Una forma bilineare ¢ una funzione
g :R" x R" — R tale che

g(ayuy + agug, v) = ayg(ug, v) + asg(us, v)

g(u, byvy + bava) = b1g(u, v1) + bag(u, v2)

per ogni ay, as, by, be € R, uy, ug, v1,v9 € R™.

Ricordiamo che fissata una base di R™ ad ogni forma bilineare puo esse-
re associata in maniera univoca una matrice di dimensione n X n tale che
g(u,v) = (u, A(v)) per ogni u, v € R", dove col simbolo (-,-) si intende il
prodotto scalare usuale di R™. Una forma bilineare g si dice simmetrica se
g(u,v) = g(v,u) per ogni u, v € R” ed in tal caso la matrice associata e
simmetrica (A" = A).

Definizione 3.3 (Forma Quadratica). Una forma quadratica su R" ¢ una
funzione () : R™ — R tale che

(i) Q(tu) =t*Q(u) per ogni u € R", t € R;

(ii) G : R™ x R™ — R definita da

1
Gluv) = 5(Qu+v) = Qu) ~ Q) per ogni u, v € R"
sia una forma bilineare.

Ad ogni forma quadratica () e possibile associare una forma bilineare
simmetrica G tale che Q(u) = G(u,u), e quindi, in riferimento alla base
canonica di R™, una matrice A simmetrica di dimensione n x n tale che
Q(u) = (u, A(u)) per ogni v € R". Diciamo che una forma quadratica @ ¢
semidefinita positiva se Q(u) > 0 per ogni u € R™ e definiamo la traccia di
() ponendo

n

tr(Q) :== Z Q(ei) = Z (€5, Aleq))

=1
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dove gli e; per i € {1,...,n} sono i vettori della base canonica di R™. Ricor-
diamo infine che la traccia e un operatore continuo sullo spazio delle matrici
di dimensione n x n.

Il teorema che segue ¢ tratto dal lavoro di D. Preiss [4] .

Teorema 3.2.1. Sia m intero positivo, m < n. Sia p € U™(R™) misu-
ra tale che p(By(u)) < wu(Br(0)) per ogni u € R"™. Allora esiste una for-
ma quadratica semidefinita positiva @ : R™ — R con tr (Q) = m tale che
supp () C {z € R": Q(x) = |z|*} e Q(u) < |u|? per ogni u € R".

Dimostrazione. Per ogni r > 0, sia b, € R" il punto definito dalla condi-
zione

/ (12 — |2) (20} dpu(2)
»(0)

<b7“7 U) =
/ ) )

per ogni v € R", e sia (), la forma quadratica su R"™ definita da

(210)" du(2)
[, 0 ) )

0)

per ogni v € R™. Chiaramente per ogni r > 0 (), e semidefinita positiva,
ossia Q,(v) > 0 per ogni v € R". Ricaviamo ora, grazie al Teorema di Fubini
Tonelli, un’'uguaglianza che verra utilizzata piu volte in seguito:

/ |22 dp(z) = /T n({z € B.(0): |z] > \/E}) dt
B (0) 0

_ / (B, (0)\ By(0)) dt (3.1)

_ m4-2 2Wm o
=Wyt - —Lr
m+ 2

C om+2
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Dalla definizione di @, e dalla (3.1) troviamo
of [ JePdu(a)
T‘(O)
JARGEIERLTE
-(0)

m—+2 2
5 MWy, T m + |v|2:m|v|2
m+ 2 2 Wy, T2

per ogni v € R™, r > 0. Quindi, a meno di estrarre un’opportuna successione
di raggi convergente a +00, supporremmo in seguito che (), abbia come limite
puntuale, per r che tende a +o00, una forma quadratica () : R® — R anche
essa semidefinita positiva. Calcoliamo la traccia di @),

[ duce)
B, (0)
(2 — |+I%) du(2)

Qr(v) <2

tr (Q'r) = ZQr(ez) =2 Z /

B,(0)

[ Jebaute)
r(0)

JIRGEERETE
r(0)

Per continuita, concludiamo che tr (Q) = m.

Mostriamo ora che l'ipotesi pu(B,(u)) < p(B-(0)) per ogni u € R"r > 0,
implica la disuguaglianza

/ (r* =z — u]2)2 du(z) < / (r* — |,z]2)2 dp(2) (3.2)
Br(u) B:(0)

valida per ogni w € R™, r > 0. Sia infatti ¢ : [0,00) — R definita da
o(x) = (r* — 2®)*X[o,»)- Tale funzione ¢ chiaramente non negativa, continua
e decrescente. Quindi esiste una successione crescente di funzioni semplici
{#r}pen che converge a ¢ della forma

Iy,
Pr = Z o; X[o,rF)
=1
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con af >0, 7% < r perogni k € N, i € {1,...,I}}. Utilizzando il Teorema
della Convergenza Monotona si trova

r? — |z — ) du(z) = z —u|)dp(z
[0 ) = [ ez = uante

= lim [ (]2 — ul)dp(z)
k—o00 R"

= lim Z / ot (17— wl)du(2)

Per la Proposizione 2.1.1 vale inoltre, per ogni x € supp () e r > 0,
I'uguaglianza

2 2
/ (r* — |z —2*)" du(z) = / (r* = |2*)" du(2). (3.3)
»(z) B (0)
Proveremo ora che esiste una costante C' tale che
2(by,u) + Qp(u) — |ul® < Clul?/r (3.4)
per ogni u € R, r > 0 tali che |u| < r. Scriviamo
(r? =z —ul)? = (r® — |2]* = Ju]* + 2 (z,u))?
= (r? = |2)? + [ul* + 4 (z, u)®

= 20 (r® = [2*) + 4 (z,u) (r* = |2[*)
— 4uf* (z,u),
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da cui si ricava

4 (z,u)* = 20u(r? — [2) + 4 {z,u) (1 — |2) = (1 — |z —uf?)?
— (" =12 = Jul* (3.5)
+ 4ful* (z,u) .

Utilizzando la (3.5), la (3.2) e la (3.1) proviamo la (3.4):

JIRGEERT®
r(0)

/ [ — |2 — uP)? — (2 = |22)2 = Jul* + dluf? 2, w)du(z)
= 20 = (%)
2 2 — 1212 du(z
/ )
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stimiamo allargando la palla di integrazione e utilizzando la (3.2)

/ (1 — |22 du(z) / (2 — 2P + Jul' — dluf? (= w)]dpu(z)
By (w) »(0)

(%) <

2 / )

/ 02 = o) + [ Al () 4l ()
B+|u|(0)\B:-(0) Br(0)

2 / )

<

/ ((r + |u))?* = r*)?du(z) + dwpr™ ul?
Br+|u|(0)\Br(0)

2 | )

<

- Wrn([u]? 4 27 [u)2((r + |u])™ — ™) + 5wpr™ Hul?
- mw,r™*2 [ (m+ 2)

< 92 |u2((r + |u])™ — r™) + 5rm+ul3
- mrmt2 [ (m 4+ 2)

< Clul®/r per |u| <.

In maniera analoga, utilizzando la (3.5), la (3.3) e la (3.1), proviamo che
esiste una costante H tale che

2, 2) + Q@) — laf?] < HJal/r (3.6)



30 CAPITOLO 3. SUPPORTO DI MISURE M-UNIFORMI

per ogni x € supp (i), 7 > 0 tali che |z| < r. Infatti abbiamo

—2(by, x) — Qr(2) + |z’

/B o (7% = |22 = (% = |z — 22 + [z* — 4|z|* (2, 2)] du(2)

2 [0t )

5wm|x|37"7wrl + /
< ~(0)

<r—u4wmuwiéwy~—w—ﬂ>dma
mw,r™t? [ (m+ 2)

m%m%W“+/ (ﬁ—mm%ma—/ ( — |2 — oP)du(2)
- (0) B, _ |z (%) .
— (x4)

- mwy,r™*2 /[ (m+ 2)

utilizzando la (3.3)

5%m&ﬂ“+/'<ﬂ—uwmma—/ (1 — |2 du(2)

mwp,r™t? /[ (m+ 2)
5 |z [Prm T+ / (r? — |2[*)%du(z)
BT(O)\Brflzl(O)

- mwy,r™t2 [ (m + 2)

o Bl 4 [ — Jal)? — 2Pl — (r— |al)")

- mrmt2 [ (m + 2)

Sl r™t + 9la*r*[r™ — (r — |z)"™]
mrmt? [ (m+ 2)

IN

< H|z|*/r per |z| <r.

Dalla disequazione (3.4) deduciamo che b, = 0 per ogni r > 0. Sia infatti
r > 0 fissato e sia, per assurdo, b, # 0. Sia poi ¢ > 0 tale che ¢ ]b,| < r e
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dividiamo la (3.4) per |ul, con u = tb,, ottenendo

(b, tbe)  Qr(th,) Qr(b,)
+ — t|b,| = 2[b,| + tE2 — b < C
t[b, | t[b,] |br |

£2]b |

2 7
r

Da quest’ultima disuguaglianza passando al limite per ¢ che tende a 0 si
avrebbe b, = 0 giungendo cosi ad una contraddizione. Quindi b, = 0 per
ogni r > 0 e dalla (3.4) per r che tende ad infinito otteniamo che

Q) < Juf* per ueR",
ed in maniera analoga dalla (3.6) si deduce che

Q(z) = |z[* per € supp(p).
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Capitolo 4

Il Cono di Preiss in R*

In questo capitolo presentiamo un esempio di misura 3-uniforme in R* diverso
dalla misura di Hausdorff H? ristretta ad un piano di dimensione 3. Cid
che rende particolarmente significativo questo esempio ¢ il fatto che esso
esaurisce, insieme alle misure piatte su iperpiani 3-dimensionali, le possibili
misure 3-uniformi su R* e che qualcosa di simile accade anche in dimensione
maggiore. Riportiamo di seguito un teorema che enuncia in maniera formale
quanto finora detto, si veda [5] per una dimostrazione.

Teorema 4.0.2. Sia p: R"™™ — [0, oo] misura n-uniforme. Allora p & piatta
oppure n. > 3 ed esiste un sistema ortonormale di coordinate tale che yp = H"
ristretta al cono C = {(x1,...,Tpy1) € R™ 2 + 22 + 23 = 23},

In questa tesi ci limiteremo a mostrare che la misura di Hausdorff La
dimostrazione qui riportata e tratta da [2]; un argomento alternativo puo
essere anch’esso trovato in [5].

Teorema 4.0.3. Sia T = {z € R* : 23 = 2% + 23 + 23}. Allora H3 ¢ una
misura S-uniforme su R*.

Avremo bisogno di due lemmi tecnici.

Lemma 4.0.4. Sia p € I'\ {0}. Allora esiste una costante c tale che
/ e TP (1) = er ™ per ogni 1> 0, (4.1)

e vale l'identita
ak
ork

—r2|g—p|2 8k 2 (g—p|2
/ e IR AN (x) = 55 ¢ le=PF 343 () (4.2)
R” R

per ogni k € N.

33
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Prova. Si noti che il cono ¢ invariante per dilatazioni centrate nell’origine e
per rotazioni attorno all’asse x4. Quindi sara sufficiente provare la (4.1) per
il punto p = (1,0,0,1) e per ogni r > 0. Per la (1.2) si ha

o0

I(r) = / / e—rz[(x1—1)2+x§+a:§+(x4—1)2]deZ(x)dp _. / J(p)dp.
0 JrneB, )

0

Notiamo che (z; — 1)* + 23 + 22 + (x4 — 1) = |z|* + 2 — 2(z1 + z4) e che
I'N0B,(0) é dato da

{334 = p/V2, 22 + 2% 4 22 :p2/2} u {x4 = —p/V2, 22 + x4 22 :p2/2}.

Calcoliamo quindi

J(p) = e (P +2) (eﬁ’g” + e*‘/wp) / 2 M3 (x)

{zeR3:22 +a2+22=p2/2}

= T2 (eﬁr% + e_‘/ﬁTQ’))K(P).

Utilizzando le coordinate sferiche f(6, ¢) = (p/+/2)(cos 6, sin § sin ¢, sin 6 cos ¢)

calcoliamo
2

K(p) = % /0 eV2rireosI9r sin Od0

Ul [e\/w"—e_*@"% .

T V2

Da cui concludiamo che

Jp) = T (3 ) (3 )

TP 6—7‘2(p2+2) <62\/§r2p o 6—2\/57"2;7)

P <e—r2(p—ﬁ>2 _ e—r%wi)?)_
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Ricaviamo infine

Tl 2 2 2 2
I _ r2(p—2) dp — / r2(p+v/2) d
(T) \/§r2 -/0 e pap ; e pap

= \/;2 _ /_ O; et + V/2)dt — /; et — \/i)dt}

m V2 212 e 212 oo 242
- / e—”tdt+\/§[/ e—”dt+/ e‘”dt}
Vor? | Jova V3 V3

00 -2 3/2
- = / e dt+/ et | = .
T V2 — 00 r

Proviamo la (4.2). Per ¥ > 0, § > 0 piccolo ed r € [F — §, 7 + 4], preso un
polinomio P € P[r] si ha

P(rlz —pl) e 7 < P(rle — pl)e 7"
= P(r|z — p|) e " lempl/2 g=rle—pl?/2

< Me*(f*5)2lzfp|2/27

dove
M = sup{P(y) e’y2/2}.

yeR

Inoltre per la (4.1) abbiamo

o P\ °
Me=T=0l2=p/2 493 (1) = M <T ) < .
/F () —

Per ogni k possiamo quindi passare con la derivata sotto il segno di integrale
e concludere che
ak

8’“ —r2|g—np)2 —r2|p—p|2
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Proveremo ora un altro lemma tecnico che ci permettera nella dimostra-
zione del teorema di approssimare funzioni a supporto compatto tramite
successioni di opportune combinazioni di funzioni polinomiali ed esponenziali.

Definizione 4.1. Sia P[z]| 'insieme dei polinomi in una variabile reale.
Definiamo R,, come lo spazio vettoriale generato dall’insieme

{f € O®(R") : f(z) = a+ P(|z)e " con P € Pla], a €R, b > o} .

Lemma 4.0.5. Sia g € C.(R) e definiamo G € C.(R"), G(z) := g(|z|).
Allora esiste una successione di funzioni {Gy}ren C Ry, tale che Gy converge
uniformemente a G su R".

Prova. Chiaramente A € R,, se e solo se A(z) = a(|z|) per qualche a € R;.
Quindi e sufficiente provare il lemma nel caso n = 1. Sia [0, co] la compat-
tificazione di [0, 00) e notiamo che ogni funzione f € R; si estende in modo
unico ad una funzione f € C([0,0]). Denotiamo con R lo spazio delle esten-
sioni continue delle funzioni in R;. R & un’algebra, separa i punti, ossia
per ogni coppia di punti a, b € [0,00] esiste una funzione f € R tale che
f(a) # f(b), e contiene le costanti. Possiamo quindi applicare il Teorema di
Stone-Weierstrass e concludere che R & denso in C([0, 00]).

O

Dimostrazione del Teorema 4.0.3. Sia p € I' \ {0} fissato. Definiamo B
come lo spazio delle funzioni f € L*(R* H}) per cui esistono una ¢ € C(R)
ed una costante ¢, € R tali che f(z) = ¢(|]x — p|) e che

/gp (M> dH?(z) = e r® (4.3)
r r
per ogni r > 0.

Per il Lemma 4.0.4 abbiamo che la funzione f : R" — R, f(z) = e~ l#=2
appartiene a B. Calcolando la derivata prima in r dell’'uguaglianza

/e"“”_p|2/r2d%3(x) = cr’
r

otteniamo

2 a2
/ ’w—gme—lfc—m?/r?d%?ﬂ(x) — 3erl.
r r

Deduciamo quindi che esiste una costante ¢, tale che la funzione |z—p|?e~ 11"
verifica la (4.3) per ogni r > 0. Per induzione possiamo quindi affermare
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che per ogni k € N la funzione |z — p|*e~#2> € B. Per linearitd con-
cludiamo che per ogni polinomio P € P|x] si ha, dopo aver riscalato r, che
P(|lz—p[?)e~ P> € B per ogni a > 0 ed infine che per ogni funzione v € R,
si avra y(z — p)e *?” € B.

Il prossimo obbiettivo sara quello di provare che per ogni ¢ € C.(R) esiste
una costante c, tale che per ogni r >0

/F - (@) A3 (@) = cor®.

Sia quindi ¢ € C.(R) e definiamo g € C.(R*) ponendo g(x) = ¢(Jx —
pl)e71#P. Per il Lemma 4.0.5 esiste una successione {7;},.y C Rn che
converge uniformemente a g su R* ed esiste quindi una costante 7' > 0 tale
che ||vk|lre < T per ogni k € N. Grazie a quanto visto sopra avremo inoltre
che, per ogni k € N, v (x —p)e"x’p|2 € B e quindi che esiste una costante ¢,
tale che per ogni r > 0

/’Yk (x —p) e"x_pP/T’QdH?’(x) = ¢1.
T T

Per ogni r > 0 la successione di funzioni ~,((x — p)/r)e”##I*/" converge
puntualmente alla funzione p(jz — p|/r) e vale la disuguaglianza

- (“’ — p) o—lz—pI2/r?
.

per ogni z € R* k € N. Per il Teorema della Convergenza Dominata dedu-
ciamo quindi che esiste il limite

< Te l#PPI e LY (RY, H3)

lim [ <x — p)e"”p|2/r2d7-l3(x) = lim ¢pr® = er®
r

k—o0 r k—o0
_ /¢(|$—P|)d7_[3(x)
r T

dove

c= lim ¢.
k—00
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Sia ora {¢g},cny C Ce(R) che converge puntualmente alla funzione xjo 1) e
tale che supp(py) C [—1,2] per ogni k € N. Abbiamo che esiste una costante
K > 0 tale che per ogni r > 0, x € R?,

T — T —
'9019 (#)‘ < KXj-1.2] (| . p!) € L;IU(R47H%)-

Grazie al Teorema della Convergenza Dominata deduciamo nuovamente che
esiste il limite

lim [ ¢ (M>d7-l3(x) = lim c,,r* = ¢,r°
r T

k—oo k—oo
m J—
= /X[0,1)<| p|)d7{3($)
r r

=H*(B,(p) NT)

: 3 _
dove nuovamente limy o C,, 77 = Cp.

Riassumendo abbiamo quindi provato che per ogni p € I'\ {0} esiste una

costante c, tale che
Hg(Br(p> n F) = CPTB

per ogni r > 0.
Questo ci permette di concludere la dimostrazione. Osservando infatti
che per p € T'\ {0} fissato T' ¢ una varieta C' in un intorno di p troviamo

3
o HB0IOT)

=W
r—0t r3 5

e quindi che H3(B,(p)NT) = wsr® per ogni r > 0, p € ['\{0}. D’altra parte,
per r > 0 fissato, possiamo prendere una successione {py},cy C I'\ {0} che
converge a 0 e concludere che

H3(B,(0)NT) = lim H*(B.(py) NT) = wyr®,

k—o00

giungendo cosi a termine dalla dimostrazione. O
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