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Introduzione

Scopo di questa tesi è di esporre alcuni risultati in Teoria Geometrica della
Misura tratti dai lavori di D. Preiss, B. Kirchheim e O. Kowalsky ([3], [4],
[5]) riprendendo alcune dimostrazioni dalle note scritte da C. De Lellis ([2]).

Vedremo come imponendo condizioni sulla misura delle palle centrate nel
supporto sia possibile dedurre proprietà interessanti su quest’ultimo.

Nel Capitolo 2 definiremo la nozione di misura uniforme:

Definizione 0.1 (Misura Uniforme). Una misura boreliana µ : BRn → [0,∞]
finita sui compatti è detta uniforme se

µ(Br(x)) = µ(Br(y)) per ogni x, y ∈ supp (µ), r > 0.

Combinando in maniera opportuna funzioni radiali costruiremo una fun-
zione analitica il cui luogo degli zeri è il supporto della misura.

Teorema 0.0.1 (Kirchheim-Preiss). Sia µ : BRn → [0,∞] una misura uni-
forme. Allora il supporto di µ è una varietà analitica reale, ossia esiste una
funzione analitica H : Rn → R tale che supp (µ) = {H = 0}.

Nel Capitolo 3 definiremo le misure m-uniformi:

Definizione 0.2 (Misura α-uniforme). Sia α > 0. Una misura di Borel µ su
Rn è detta α-uniforme se

µ(Br(x)) = ωαr
α per ogni x ∈ supp (µ), r > 0.

Denotiamo con Uα(Rn) l’insieme delle misure α-uniformi tali che 0 ∈ supp (µ).

In questo caso, assumendo di avere µ(Br(u)) ≤ µ(Br(0)), per ogni u ∈ Rn

si riuscirà a descrivere in maniera più accurata il supporto della misura.
Proveremo infatti che

Teorema 0.0.2. Sia m intero positivo, m ≤ n. Sia µ ∈ Um(Rn) misu-
ra tale che µ(Br(u)) ≤ µ(Br(0)) per ogni u ∈ Rn. Allora esiste una for-
ma quadratica semidefinita positiva Q : Rn → R con tr (Q) = m tale che
supp (µ) ⊂ {x ∈ Rn : Q(x) = |x|2} e Q(u) ≤ |u|2 per ogni u ∈ Rn.
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Nel Capitolo 4 vedremo che le misure piatte non sono l’unico esempio di
misura m-uniforme e costruiremo un esempio particolarmente significativo in
questo ambito: Il Cono di Preiss in Rn.

Teorema 0.0.3. Sia Γ = {x ∈ R4 : x2
4 = x2

1 + x2
2 + x2

3}. Allora H3
Γ è una

misura 3-uniforme su R4.

L’importanza di questo esempio sta nel fatto che esso esaurisce, insieme
alle misure piatte su piani 3-dimensionali, le possibili misure 3-uniformi su
R4. Vale infatti il seguente teorema di classificazione:

Teorema 0.0.4. Sia µ : Rn+1 → [0,∞] misura n-uniforme. Allora µ è piatta
oppure n ≥ 3 ed esiste un sistema ortonormale di coordinate tale che µ = Hn

ristretta al cono C = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = x2

4}.
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Capitolo 1

Notazioni e richiami di teoria
della misura

Denoteremo con Ln la misura di Lebesgue in Rn. Data una σ-algebra A, una
misura µ : A → [0,∞] ed un insieme E ∈ A indichiamo con µE la restrizione
di µ ad E, ossia µE(A) = µ(E ∩ A) per ogni A ∈ A.

Per ogni numero reale α > 0 definiamo la costante

ωα :=
πα/2

Γ
(
α
2

+ 1
) ,

dove

Γ(t) :=

∫ ∞
0

s t−1e−sds per 0 < t <∞.

Se α è un intero ωα è uguale alla misura di Lebesgue della palla unitaria in
Rα (si veda Corollario 2.55, [6]).

Definizione 1.1. Sia A ⊂ Rn, 0 ≤ α < ∞. Definiamo la funzione Hα :
P(Rn)→ [0,∞] ponendo

Hα(A) = lim
δ→0
Hα
δ (A)

con Hα
δ (A) è definito da

Hα
δ (A) =

ωα
2α

inf

{
∞∑
j=1

(diam (Cj))
α : A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam (Cj) < δ

}

dove diam (Cj) = sup {|x− y| : x, y ∈ Cj }.

Richiamiamo alcune definizioni.
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8CAPITOLO 1. NOTAZIONI E RICHIAMI DI TEORIA DELLA MISURA

Definizione 1.2. Denotiamo con BRn la σ-algebra dei boreliani, ossia la
σ-algebra generata dagli aperti di Rn.

Definizione 1.3. Una misura µ in Rn è Borel regolare se gli insiemi boreliani
sono misurabili e se per ogni A ⊂ Rn µ-misurabile esiste un un insieme di
Borel B tale che A ⊂ B e µ(A) = µ(B).

Riportiamo il seguente teorema (si veda il Teorema 1, 2.1 di [1]).

Teorema 1.0.5. Per 0 ≤ α <∞, Hα è una misura Borel regolare.

Definizione 1.4. Chiameremo la misura Hα : BRn → [0,∞] misura di
Hausdorff α-dimensionale.

Elenchiamo ora alcune proprietà elementari della misura Hα (Teorema 2,
2.1, [1]).

Proposizione 1.0.6. Per 0 ≤ α <∞ valgono le seguenti affermazioni:

(i) H0(A) = card(A);

(ii) Hn = Ln su Rn;

(iii) Hα(λA) = λαHα(A) per ogni λ > 0, A ⊂ Rn;

(iv) Hα(L(A)) = Hα(A) per ogni isometria affine L : Rn → Rn, A ⊂ Rn.

Se 1 ≤ k ≤ n, una varietà C1 k-dimensionale di Rn è un insieme M ⊂ Rn

con la seguente proprietà: per ogni x ∈ M esiste un intorno U di x in Rn,
un aperto V ⊂ Rk, ed una mappa iniettiva f : V → U di classe C1 con
differenziale Dxf iniettivo per ogni x ∈ V tale che f(V ) = M ∩ U. Una tale
f viene detta parametrizzazione di M ∩ U.

Sia ora T : Rk → Rn lineare ed iniettiva e definiamo la trasposta T ∗ :
Rn → Rk di T imponendo la condizione

〈T ∗(w), v〉 = 〈T (v), w〉 per ogni w ∈ Rn, v ∈ Rk.

Essendo la composizione T ∗T : Rk → Rk invertibile, possiamo definire

J(T ) :=
√

det (T ∗T ).

Riportiamo il seguente teorema (si veda 11.25, [6]).

Teorema 1.0.7. (Formula dell’Area) Sia M una vairietà C1 di dimen-
sione k di Rn parametrizzata da f : V → Rn. Se A è un sottoinsieme di
Borel di V , allora f(A) è un sottoinsieme di Borel di Rn, e

Hk(f(A)) =

∫
A

J(Dxf)dHk(x). (1.1)
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Nel seguito utilizzeremo la seguente uguaglianza, che si deduce dalla
Formula di Coarea (si veda 3.3.4 di [1]).

Proposizione 1.0.8. (Formula di Integrazione in Coordinate Polari)
Sia g ∈ L1

Ln(Rn). Allora∫
Rn
g(x)dx =

∫ ∞
0

(∫
∂Br(0)

g(x)dHn−1(x)

)
dr. (1.2)
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Capitolo 2

Supporto di misure uniformi

2.1 Introduzione

Iniziamo con la seguente

Definizione 2.1. Sia µ : BRn → [0,∞] una misura. Definiamo il supporto
di µ come la chiusura dell’insieme

{x ∈ Rn : µ(Br(x)) > 0 per ogni r > 0},

dove Br(x) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}. Denotiamo con supp (µ) il supporto di
µ.

Definizione 2.2 (Misura Uniforme). Una misura boreliana µ : BRn → [0,∞]
finita sui compatti è detta uniforme se

µ(Br(x)) = µ(Br(y)) per ogni x, y ∈ supp (µ), r > 0.

Ad una misura uniforme µ possiamo associare la funzione f : (0,∞) →
[0,∞), che chiameremo sostegno di µ, definita da

f(r) = µ(Br(x)) per ogni r > 0.

La definizione di f non dipende dal punto x ∈ supp (µ), ed inoltre f risulta
essere non negativa, crescente e continua da sinistra.

Dimostriamo ora una proprietà dell’integrale in una misura uniforme di
funzioni radiali.

Proposizione 2.1.1. Sia µ : BRn → [0,∞] una misura uniforme, sia ϕ :
[0,∞) → R una funzione boreliana con ϕ ≥ 0, allora per x, y ∈ supp (µ) si
ha ∫

Rn
ϕ(|x− z|)dµ(z) =

∫
Rn
ϕ(|y − z|)dµ(z). (2.1)
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12 CAPITOLO 2. SUPPORTO DI MISURE UNIFORMI

Prova. Notiamo innanzitutto che per ogni 0 < r < ∞ e per ogni x, y ∈
supp (µ) si ha

∫
Rn
χ[0,r)(|x− z|)dµ(z) =

∫
Rn
χBr(x)(z)dµ(z)

= µ(Br(x))

= µ(Br(y))

=

∫
Rn
χBr(y)(z)dµ(z)

=

∫
Rn
χ[0,r)(|y − z|)dµ(z),

ed inoltre

µ(Br(x)) = lim
n→∞

µ(Br+1/n(x)) = lim
n→∞

µ(Br+1/n(y)) = µ(Br(y)),

da cui in maniera analoga si ottiene∫
Rn
χ[0,r](|x− z|)dµ(z) =

∫
Rn
χ[0,r](|y − z|)dµ(z).

Quindi per ogni intervallo limitato I ⊂ [0,∞) abbiamo l’uguaglianza∫
Rn
χI(|x− z|)dµ(z) =

∫
Rn
χI(|y − z|)dµ(z)

e dalla linearità dell’integrale segue che∫
Rn
α(|x− z|)dµ(z) =

∫
Rn
α(|y − z|)dµ(z)

per ogni funzione semplice α definita su [0,∞). Sia ora {ϕk}k∈N successione
monotona crescente di funzioni semplici non negative su [0,∞) che converge
puntualmente a ϕ. Per il teorema della convergenza monotona si conclude che
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∫
Rn
ϕ(|x− z|)dµ(z) = lim

k→∞

∫
Rn
ϕk(|x− z|)dµ(z)

= lim
k→∞

∫
Rn
ϕk(|y − z|)dµ(z)

=

∫
Rn
ϕ(|y − z|)dµ(z).

2.2 Teorema di Regolarità di Kirchheim-Preiss

Il seguente teorema, tratto dal lavoro di B. Kirchheim e D. Preiss [3], carat-
terizza il supporto di una misura uniforme come varietà analitica.

Teorema 2.2.1 (Kirchheim-Preiss). Sia µ : BRn → [0,∞] una misura uni-
forme. Allora il supporto di µ è una varietà analitica reale, ossia esiste una
funzione analitica H : Rn → R tale che supp (µ) = {H = 0}.

Prima di procedere con la dimostrazione, proviamo il seguente

Lemma 2.2.2. Sia f il sostegno di una misura uniforme µ. Allora:

µ(Br(y)) ≤ 5n
(r
s

)n
f(s) (2.2)

per ogni 0 < s < r <∞ e per ogni y ∈ Rn.

Prova. Fissiamo s, r tali che 0 < s < r <∞ e denotiamo con F la famiglia
dei sottoinsiemi Z ⊂ Br(y) tali che

|z1 − z2| ≥
s

2

per ogni z1, z2 ∈ Z con z1 6= z2.
Per Z ∈ F le palle {B s

4
(z) : z ∈ Z} sono disgiunte e contenute in B 5r

4
(y).

Quindi, per ωn = Ln(B1(0)), abbiamo

card(Z)ωn

(s
4

)n
=
∑
z∈Z

Ln(B s
4
(z)) ≤ Ln(B 5r

4
(y)) = ωn

(
5r

4

)n
,

da cui si conclude che
card(Z) ≤ 5n

(r
s

)n
.
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Questo ci permette di scegliere un insiemeM ∈ F tale che card(M) =maxZ∈F
card(Z). Fissato z ∈M si ha o che B s

2
(z)∩ supp (µ) = ∅ e quindi µ(B s

2
(z)) =

0, oppure che esiste x ∈ B s
2
(z)∩ supp (µ) e quindi che µ(B s

2
(z)) ≤ µ(Bs(x)) =

f(s). In ogni caso, vale la disuguaglianza

µ(B s
2
(z)) ≤ f(s)

per ogni z ∈ M . Si noti che la massimalità di M implica che le palle
{B s

2
(z)}z∈M ricoprono Br(y). Possiamo quindi concludere che

µ(Br(y)) ≤
∑
z∈M

µ(B s
2
(z)) ≤ card(Z)f(s) ≤ 5n

(r
s

)n
f(s).

Dimostrazione del Teorema 2.2.1. Sia x0 ∈ supp (µ) un punto fissato.
Poniamo

F (x, s) :=

∫
Rn

(
e−s|z−x|

2 − e−s|z−x0|2
)
dµ(z) per x ∈ Rn, s > 0.

Proviamo che F (x, s) ∈ R per ogni x ∈ Rn, s > 0. Per il Teorema di Fubini
Tonelli possiamo scrivere

∫
Rn
e−s|z−x|

2

dµ(z) =

∫ 1

0

µ
(
{z : e−s|z−x|

2

> r}
)
dr =

∫ 1

0

µ
(
B√−(ln r)/s

(x)
)
dr.

Vogliamo ora maggiorare l’integrale a destra utilizzando la stima del Lemma
2.2.2

µ(Br′(x)) ≤ 5n
(
r′

s′

)n
f(s′)

con r′ =
√
−(ln r)/s e s′ = s−1/2, a tal fine si noti che s′ < r′ se e solo se



2.2. TEOREMA DI REGOLARITÀ DI KIRCHHEIM-PREISS 15

r < e−1. Otteniamo∫ 1

0

µ
(
B√−(ln r)/s

(x)
)
dr =

∫ e−1

0

µ
(
B√−(ln r)/s

(x)
)
dr

+

∫ 1

e−1

µ
(
B√−(ln r)/s

(x)
)
dr

≤ 5nf(s−1/2)

∫ e−1

0

(− ln r)n/2dr

+

∫ 1

e−1

µ
(
B√−(ln r)/s

(x)
)
dr.

Ricordando che per ogni n ∈ N, n > 0

lim
r→0

[
ln(1/r)

]n/2
(1/r)1/2

= 0,

troviamo δ > 0 tale che, per ogni 0 < r < δ,

[
ln(1/r)

]n/2
≤ (1/r)1/2.

Concludiamo cos̀ı che∫
Rn
e−s|z−x|

2

dµ(z) ≤ 5nf(s−1/2)
(
2δ1/2 + (− ln δ)n/2

)
+ µ(Bs−1/2(x)) <∞.

(2.3)
Questo argomento prova che la funzione f assume valori reali.

Affermiamo ora che F (x, s) = 0 per ogni s > 1 se e solo se x ∈ supp (µ).
Dalla Proposizione 2.1.1 segue che x ∈ supp (µ) implica F (x, s) = 0 per ogni
s > 1 (in effetti per ogni s > 0); rimane quindi da provare l’implicazione op-
posta. Proveremo che se x /∈ supp (µ) allora esiste s > 1 tale che F (x, s) < 0.
Assumiamo quindi x /∈ supp (µ) e sia ε > 0 tale che Bε(x)∩ supp (µ) = ∅. Si
avrà, nuovamente per il Lemma 2.2.2,
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∫
Rn
e−s|z−x|

2

dµ(z) =
∞∑
k=1

∫
B(k+1)ε(x)\Bkε(x)

e−s|z−x|
2

dµ(z)

≤
∞∑
k=1

e−sk
2ε2µ(B(k+1)ε(x))

≤ 10n
∞∑
k=1

e−sk
2ε2(k + 1)nf(ε/2)

e ∫
Rn
e−s|z−x0|

2

dµ(z) ≥ e−sε
2/4µ(Bε/2(x0)) = e−sε

2/4f(ε/2).

Queste ultime due disuguaglianze implicano che

0 ≤

∫
Rn
e−s|z−x|

2

dµ(z)∫
Rn
e−s|z−x

0|2dµ(z)
≤ 10n

∞∑
k=1

e−s(k
2−1/4)ε2(k + 1)n

≤ 10n
∞∑
k=1

e−s(k
2−1/4k2)ε2(k + k)n

= 20n
∞∑
k=1

e−s(3/4)k2ε2kn

= 20n
∞∑
k=1

e−s(3/8)k2ε2e−s(3/8)k2ε2kn

≤ 20ne−s(3/8)ε2
∞∑
k=1

e−(3/8)k2ε2kn.

Quindi, poichè

lim
s→∞

20ne−s(3/8)ε2
∞∑
k=1

e−(3/8)k2ε2kn = 0,
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deduciamo che

lim
s→∞

∫
Rn
e−s|z−x|

2

dµ(z)∫
Rn
e−s|z−x

0|2dµ(z)
= 0.

Concludiamo che, per s grande abbastanza, F (x, s) dovrà essere strettamen-
te negativa.

Definiamo ora la funzione H : Rn → R ponendo

H(x) :=

∫ ∞
1

e−s
2

F 2(x, s)ds per x ∈ Rn.

Proviamo che H è finita. Si noti che, se s > 1, per x ∈ Rn vale la stima∫
Rn
e−s|z−x|

2

dµ(z) ≤ 5nf(s−1/2)

∫ e−1

0

(− ln r)n/2dr

+

∫ 1

e−1

µ
(
B√−(ln r)/s

(x)
)
dr

≤ 5nf(1)

∫ e−1

0

(− ln r)n/2dr

+

∫ 1

e−1

µ
(
B√−(ln r)

(x)
)
dr =: C <∞.

(2.4)

Si ricava immediatamente la disuguaglianza

F 2(x, s) ≤ 2

(∫
Rn
e−s|z−x|

2

dµ(z)

)2

+ 2

(∫
Rn
e−s|z−x0|

2

dµ(z)

)2

≤ 4C2 <∞

per ogni s > 1. Quindi H è finita e si ha che H(x) = 0 se e solo se
x ∈ supp (µ). Per completare la dimostrazione resta solo da mostrare che H
è analitica.

Notiamo che H può essere estesa ad una funzione su Cn ponendo

H(ξ) :=

∫ ∞
1

e−s
2

[∫
Rn

(
e−s

∑
j(zj−ξj)2 − e−s|z−x0|2

)
dµ(z)

]2

ds
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per ogni (ξ1, ..., ξn) ∈ Cn. Mostreremo che questa estensione è olomorfa.
Iniziamo col mostrare che H(ξ) ∈ C per ogni ξ ∈ Cn. Poniamo

h(s, z, ξ) := e−s
∑
j(zj−ξj)2 − e−s|z−x0|2 ,

in modo da avere

H(ξ) :=

∫ ∞
1

e−s
2

[∫
Rn
h(s, z, ξ) dµ(z)

]2

ds.

Osserviamo poi che

h(s, z, ξ) = e−s|z−Re ξ|2+s|Im ξ|2 e2si
∑
j(zj−Re ξj)Im ξj − e−s|z−x0|2 ,

da cui si ottiene

|h(s, z, ξ)| ≤ e−s|z−x0|
2

+ es|Im ξ|2e−s|z−Re ξ|2 . (2.5)

Quest’ultima disuguaglianza, insieme alla (2.4), ci servirà per stimare l’inte-
grale seguente

∣∣∣∣∫
Rn
h(s, z, ξ)dµ(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn
|h(s, z, ξ)|dµ(z)

≤ es|Im ξ|2
∫
Rn
e−s|z−Re ξ|2dµ(z)

+

∫
Rn
e−s|z−x0|

2

dµ(z)

≤ C
(

1 + es|Im ξ|2
)

per s > 1. Concludiamo che

|H(ξ)| ≤ C

∫ ∞
1

e−s
2
(

1 + e2s|Im ξ|2
)
ds <∞.

Mostriamo ora che per una generica direzione ω ∈ Cn si ha che la derivata
direzionale ∂H/∂ω esiste in ogni punto di Cn e che risulta

∂H

∂ω
(ξ) =

∫ ∞
1

e−s
2

2

[∫
Rn
h(s, z, ξ)dµ(z)

∫
Rn

∂h

∂ω
(s, z, ξ)dµ(z)

]
ds.
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Siano ξ, ω ∈ Cn, t ∈ R, t 6= 0 e si consideri il rapporto incrementale

H(ξ + tω)−H(ξ)

t
=

∫ ∞
1

{
e−s

2

[∫
Rn

(h(s, z, ξ + tω) + h(s, z, ξ))dµ(z)

]
·

·
[∫

Rn

h(s, z, ξ + tω)− h(s, z, ξ)

t
dµ(z)

]}
ds.

Studieremo ora il limite del rapporto incrementale per t che tende a 0. Per
ω ∈ Cn poniamo

|w|2 :=
n∑
j=1

ωjωj.

Siano s, ξ e ω fissati e per |t| ≤ 1 definiamo e stimiamo utilizzando la (2.5)
la funzione

fs,ξ,ω,t(z) := |h(s, z, ξ + tω) + h(s, z, ξ)| ≤ e−s|z−Re (ξ+tω)|2+s|Im (ξ+tω)|2

+ 2 e−s|z−x0|
2

+ e−s|z−Re ξ|2+s|Im ξ|2

≤ e 2s(|ξ|2+|ω|2)
(
e−s|z−Re (ξ+tω)|2

+ 2 e−s|z−x0|
2

+ e−s|z−Re ξ|2).

Proviamo che esiste una funzione fs,ξ,ω ∈ L1
µ(Rn) tale che fs,ξ,ω,t ≤ fs,ξ,ω

per ogni |t| ≤ 1. Possiamo supporre Reω 6= 0, altrimenti l’ultima stima
fornirebbe già una maggiorante indipendente da t. Ora, se z /∈ B2|Reω|(Re ξ)
si ha l’ovvia disuguaglianza |z − Re ξ| ≥ 2|Reω|, da cui si deduce che, per
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ogni |t| ≤ 1,

|z − Re ξ − tReω|2 ≥
∣∣∣∣z − Re ξ − z − Re ξ

|z − Re ξ|
|Reω|

∣∣∣∣2
= |z − Re ξ|2

∣∣∣∣1− |Reω|
|z − Re ξ|

∣∣∣∣2
≥ |z − Re ξ|2

(
1− |Reω|

2|Reω|

)2

= |z − Re ξ|2/4.

Quindi, chiamando g(z) = χB2|Reω|(Re ξ)(z), per ogni |t| ≤ 1 è verificata la
disuguaglianza

fs,ξ,ω,t(z) ≤ e2s(|ξ|2+|ω|2)
(
e−s|z−Re ξ|2/4 + g(z) + 2 e−s|z−x0|

2

+ e−s|z−Re ξ)|2)
dove la funzione di destra appartiene ad L1

µ(Rn) per la (2.3).

Per il Teorema della Convergenza Dominata concludiamo che

lim
t→0

∫
Rn

[h(s, z, ξ + tω) + h(s, z, ξ)] dµ(z) = 2

∫
Rn
h(s, z, ξ)dµ(z).

Si consideri poi la quantità

∣∣∣∣h(s, z, ξ + tω)− h(s, z, ξ)

t

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣e−s∑j(zj−ξj)2
∣∣∣ ∣∣∣∣∣e−st[t

∑
j ω

2
j+2

∑
j(zj−ξj)ωj] − 1

t

∣∣∣∣∣ .
Per un generico numero complesso α si ha

lim
t→0

∣∣∣∣e−stα − 1

t

∣∣∣∣ = s|α|.

Ne deduciamo che per t in un intorno I di 0 e |t| ≤ 1 vale la stima

∣∣∣∣e−stα − 1

t

∣∣∣∣ ≤ 2es|α|.
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Utilizzando questa disuguaglianza elementare, semplici calcoli portano a∣∣∣∣h(s, z, ξ + tω)− h(s, z, ξ)

t

∣∣∣∣ ≤ 2
[
e−s

∑
j [(zj−Re ξj)

2+(Im ξj)
2]
]

·
[
es|t

∑
j ω

2
j+2

∑
j(zj−ξj)ωj|

]
≤ 2 e−s|z−Re ξ|2es|ω|

2

e2s
∑
j |zj−ξj ||ωj |

≤ 2 e−s|z−Re ξ|2es|ω|
2

e2sn|z−ξ||ω|

≤ 2 e−s|z−Re ξ|2es|ω|
2

e2sn|z−Re ξ||ω|e2sn|Im ξ||ω|

≤ 2 ek1se−sk2|z−Re ξ|2

per delle costanti k1, k2 opportune che dipendono solo da ξ, da ω e da n.
Quindi di nuovo per il teorema della convergenza Dominata,

lim
t→0

∫
Rn

h(s, z, ξ + tω)− h(s, z, ξ)

t
dµ(z) =

∫
Rn

∂h

∂ω
(s, z, ξ)dµ(z).

Ricaviamo ora

e−s
2

∫
Rn
|h(s, z, ξ + tω) + h(s, z, ξ))|dµ(z) ≤ e−s

2

∫
Rn
|h(s, z, ξ + tω)|dµ(z)

+

∫
Rn
|h(s, z, ξ))|dµ(z)

≤ e−s
2[
C
(
1 + es|Im ξ|2)

+ C
(
1 + es|Im (ξ+tω)|2)]

≤ c1e
c1s−s2

e ∫
Rn

∣∣∣∣h(s, z, ξ + tω)− h(s, z, ξ)

t

∣∣∣∣ dµ(z) ≤ c2e
c2s
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per opportune costanti c1 e c2 indipendenti da s. Ne segue che

e−s
2

(∫
Rn
|h(s, z, ξ + tω) + h(s, z, ξ))|dµ(z)

)
·

·
(∫

Rn

∣∣∣∣h(s, z, ξ + tω)− h(s, z, ξ)

t

∣∣∣∣dµ(z)

)
≤ c3e

c3s−s2 .

per un’opportuna costante c3. Applicando nuovamente il Teorema della
Convergenza Dominata concludiamo che

∂H

∂ω
(ξ) =

∫ ∞
1

e−s
2

2

[∫
Rn
h(s, z, ξ)dµ(z)

∫
Rn

∂h

∂ω
(s, z, ξ)dµ(z)

]
ds.

Osservando infine che, per ogni j, si ha

∂h

∂ξ̄j
(s, z, ξ) = 0

ne segue che, per ogni j,
∂H

∂ξ̄j
(ξ) = 0.

Si conclude che H è olomorfa e quindi analitica.



Capitolo 3

Supporto di misure m-uniformi

3.1 Introduzione

Lo scopo di questo capitolo è di descrivere in maniera più accurata il supporto
di una misura uniforme nel caso in cui il sostegno della misura sia una potenza
del raggio.

Definizione 3.1 (Misura α-uniforme). Sia α > 0. Una misura di Borel µ su
Rn è detta α-uniforme se

µ(Br(x)) = ωαr
α per ogni x ∈ supp (µ), r > 0.

Denotiamo con Uα(Rn) l’insieme delle misure α-uniformi tali che 0 ∈ supp (µ).

Esempio 3.1 (Misura Piatta). Sia m intero tale che 1 ≤ m ≤ n. Sia V
un sottospazio vettoriale di Rn di dimensione m, p un punto di Rn e sia
K = p +V sottospazio affine. Allora la misura di Hausdorff m-dimensionale
ristretta a K è una misura m-uniforme. Infatti, poichè la misura Hm è
invariante per trasformazioni affini possiamo supporre p = 0 e V = {x ∈
Rn : xm+1 = 0, . . . , xn = 0} in modo da avere K = {x ∈ Rn : xm+1 =
0, . . . , xn = 0}, e limitarci a calcolare la misura di palle centrate nell’origine.
Infine, utilizzando la (1.1), troviamo

Hm
K(Bn

r (0)) =

∫
K∩Bnr (0)

dHm(x) =

∫
Bmr (0)

dLm(x) = ωm r
m per ogni r > 0,

dove Bs
r(x) = {y ∈ Rs : |x− y| < r}.

23
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3.2 Supporto di misure m-uniformi

In questa sezione descriveremo il supporto di una misura m-uniforme, con m
intero positivo, come luogo degli zeri di una forma quadratica. Richiamiamo
alcune definizioni.

Definizione 3.2 (Forma Bilineare). Una forma bilineare è una funzione
g : Rn × Rn → R tale che

g(a1u1 + a2u2, v) = a1g(u1, v) + a2g(u2, v)

e
g(u, b1v1 + b2v2) = b1g(u, v1) + b2g(u, v2)

per ogni a1, a2, b1, b2 ∈ R, u1, u2, v1, v2 ∈ Rn.

Ricordiamo che fissata una base di Rn ad ogni forma bilineare può esse-
re associata in maniera univoca una matrice di dimensione n × n tale che
g(u, v) = 〈u,A(v)〉 per ogni u, v ∈ Rn, dove col simbolo 〈· , ·〉 si intende il
prodotto scalare usuale di Rn. Una forma bilineare g si dice simmetrica se
g(u, v) = g(v, u) per ogni u, v ∈ Rn ed in tal caso la matrice associata è
simmetrica (At = A).

Definizione 3.3 (Forma Quadratica). Una forma quadratica su Rn è una
funzione Q : Rn → R tale che

(i) Q(tu) = t2Q(u) per ogni u ∈ Rn, t ∈ R;

(ii) G : Rn × Rn → R definita da

G(u, v) =
1

2
(Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)) per ogni u, v ∈ Rn

sia una forma bilineare.

Ad ogni forma quadratica Q è possibile associare una forma bilineare
simmetrica G tale che Q(u) = G(u, u), e quindi, in riferimento alla base
canonica di Rn, una matrice A simmetrica di dimensione n × n tale che
Q(u) = 〈u,A(u)〉 per ogni u ∈ Rn. Diciamo che una forma quadratica Q è
semidefinita positiva se Q(u) ≥ 0 per ogni u ∈ Rn e definiamo la traccia di
Q ponendo

tr (Q) :=
n∑
i=1

Q(ei) =
n∑
i=1

〈ei, A(ei)〉
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dove gli ei per i ∈ {1, . . . , n} sono i vettori della base canonica di Rn. Ricor-
diamo infine che la traccia è un operatore continuo sullo spazio delle matrici
di dimensione n× n.

Il teorema che segue è tratto dal lavoro di D. Preiss [4] .

Teorema 3.2.1. Sia m intero positivo, m ≤ n. Sia µ ∈ Um(Rn) misu-
ra tale che µ(Br(u)) ≤ µ(Br(0)) per ogni u ∈ Rn. Allora esiste una for-
ma quadratica semidefinita positiva Q : Rn → R con tr (Q) = m tale che
supp (µ) ⊂ {x ∈ Rn : Q(x) = |x|2} e Q(u) ≤ |u|2 per ogni u ∈ Rn.

Dimostrazione. Per ogni r > 0, sia br ∈ Rn il punto definito dalla condi-
zione

〈br, v〉 =

∫
Br(0)

(
r2 − |z|2

)
〈z, v〉 dµ(z)∫

Br(0)

(
r2 − |z|2

)
dµ(z)

per ogni v ∈ Rn, e sia Qr la forma quadratica su Rn definita da

Qr(v) = 2

∫
Br(0)

〈z, v〉2 dµ(z)∫
Br(0)

(
r2 − |z|2

)
dµ(z)

per ogni v ∈ Rn. Chiaramente per ogni r > 0 Qr è semidefinita positiva,
ossia Qr(v) ≥ 0 per ogni v ∈ Rn. Ricaviamo ora, grazie al Teorema di Fubini
Tonelli, un’uguaglianza che verrà utilizzata più volte in seguito:

∫
Br(0)

|z|2dµ(z) =

∫ r2

0

µ
(
{z ∈ Br(0) : |z| ≥

√
t}
)
dt

=

∫ r2

0

µ(Br(0) \B√t(0)) dt

= ωmr
m+2 − 2ωm

m+ 2
rm+2

=
mωm
m+ 2

rm+2.

(3.1)
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Dalla definizione di Qr e dalla (3.1) troviamo

Qr(v) ≤ 2

|v|2
∫
Br(0)

|z|2 dµ(z)∫
Br(0)

(r2 − |z|2) dµ(z)

= 2

(
mωm r

m+2

m+ 2

)(
m+ 2

2ωm rm+2

)
|v|2 = m |v|2

per ogni v ∈ Rn, r > 0. Quindi, a meno di estrarre un’opportuna successione
di raggi convergente a +∞, supporremmo in seguito che Qr abbia come limite
puntuale, per r che tende a +∞, una forma quadratica Q : Rn → R anche
essa semidefinita positiva. Calcoliamo la traccia di Qr:

tr (Qr) =
n∑
i=1

Qr(ei) = 2
n∑
i=1

∫
Br(0)

z2
i dµ(z)∫

Br(0)

(
r2 − |z|2

)
dµ(z)

= 2

∫
Br(0)

|z|2dµ(z)∫
Br(0)

(
r2 − |z|2

)
dµ(z)

= m.

Per continuità, concludiamo che tr (Q) = m.

Mostriamo ora che l’ipotesi µ(Br(u)) ≤ µ(Br(0)) per ogni u ∈ Rn r > 0,
implica la disuguaglianza∫

Br(u)

(
r2 − |z − u|2

)2
dµ(z) ≤

∫
Br(0)

(
r2 − |z|2

)2
dµ(z) (3.2)

valida per ogni u ∈ Rn, r > 0. Sia infatti ϕ : [0,∞) −→ R definita da
ϕ(x) = (r2 − x2)2χ[0,r). Tale funzione è chiaramente non negativa, continua
e decrescente. Quindi esiste una successione crescente di funzioni semplici
{ϕk}k∈N che converge a ϕ della forma

ϕk =

Ik∑
i=1

αki χ[0,rki )
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con αki ≥ 0, rki ≤ r per ogni k ∈ N, i ∈ {1, ..., Ik}. Utilizzando il Teorema
della Convergenza Monotona si trova

∫
Br(u)

(r2 − |z − u|2)2dµ(z) =

∫
Rn
ϕ(|z − u|)dµ(z)

= lim
k→∞

∫
Rn
ϕk(|z − u|)dµ(z)

= lim
k→∞

Ik∑
i=1

∫
Rn
αki χ[0,rki )(|z − u|)dµ(z)

= lim
k→∞

Ik∑
i=1

αki µ(Brki
(u))

≤ lim
k→∞

Ik∑
i=1

αki µ(Brki
(0))

= lim
k→∞

Ik∑
i=1

∫
Rn
αki χ[0,rki )(|z|)dµ(z)

= lim
k→∞

∫
Rn
ϕk(|z|)dµ(z)

=

∫
Rn
ϕ(|z|)dµ(z)

=

∫
Br(0)

(
r2 − |z|2

)2
dµ(z).

Per la Proposizione 2.1.1 vale inoltre, per ogni x ∈ supp (µ) e r > 0,
l’uguaglianza∫

Br(x)

(
r2 − |z − x|2

)2
dµ(z) =

∫
Br(0)

(
r2 − |z|2

)2
dµ(z). (3.3)

Proveremo ora che esiste una costante C tale che

2 〈br, u〉+Qr(u)− |u|2 ≤ C|u|3/r (3.4)

per ogni u ∈ Rn, r > 0 tali che |u| ≤ r. Scriviamo

(r2 − |z − u|2)2 = (r2 − |z|2 − |u|2 + 2 〈z, u〉)2

= (r2 − |z|2)2 + |u|4 + 4 〈z, u〉2

− 2|u|2(r2 − |z|2) + 4 〈z, u〉 (r2 − |z|2)

− 4|u|2 〈z, u〉 ,
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da cui si ricava

4 〈z, u〉2 − 2|u|2(r2 − |z|2) + 4 〈z, u〉 (r2 − |z|2) = (r2 − |z − u|2)2

− (r2 − |z|2)2 − |u|4

+ 4|u|2 〈z, u〉 .
(3.5)

Utilizzando la (3.5), la (3.2) e la (3.1) proviamo la (3.4):

2 〈br, u〉+Qr(u)− |u|2

=

2

∫
Br(0)

[(r2 − |z|2) 〈z, u〉+ 〈z, u〉2]dµ(z)∫
Br(0)

(r2 − |z|2)dµ(z)
− |u|2

=

2

∫
Br(0)

[(r2 − |z|2) 〈z, u〉+ 〈z, u〉2 − |u|2(r2 − |z|2)/2]dµ(z)∫
Br(0)

(r2 − |z|2)dµ(z)

=

∫
Br(0)

[(r2 − |z − u|2)2 − (r2 − |z|2)2 − |u|4 + 4|u|2 〈z, u〉]dµ(z)

2

∫
Br(0)

(r2 − |z|2)dµ(z)
= (∗)
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stimiamo allargando la palla di integrazione e utilizzando la (3.2)

(∗) ≤

∫
Br+|u|(u)

(r2 − |z|2)2dµ(z)−
∫
Br(0)

[(r2 − |z|2)2 + |u|4 − 4|u|2 〈z, u〉]dµ(z)

2

∫
Br(0)

(r2 − |z|2)dµ(z)

≤

∫
Br+|u|(0)\Br(0)

(r2 − |z|2)2dµ(z) +

∫
Br(0)

[4|u|2 〈z, u〉+ |u|4]dµ(z)

2

∫
Br(0)

(r2 − |z|2)dµ(z)

≤

∫
Br+|u|(0)\Br(0)

((r + |u|)2 − r2)2dµ(z) + 5ωmr
m+1|u|3

2

∫
Br(0)

(r2 − |z|2)dµ(z)

≤ ωm(|u|2 + 2r|u|)2((r + |u|)m − rm) + 5ωmr
m+1|u|3

mωmrm+2 / (m+ 2)

≤ 9r2|u|2((r + |u|)m − rm) + 5rm+1|u|3

mrm+2 / (m+ 2)

≤ C|u|3/r per |u| ≤ r.

In maniera analoga, utilizzando la (3.5), la (3.3) e la (3.1), proviamo che
esiste una costante H tale che

∣∣2 〈br, x〉+Qr(x)− |x|2
∣∣ ≤ H|x|3/r (3.6)
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per ogni x ∈ supp (µ), r > 0 tali che |x| ≤ r. Infatti abbiamo

− 2 〈br, x〉 −Qr(x) + |x|2

=

∫
Br(0)

[
(r2 − |z|2)2 − (r2 − |z − x|2)2 + |x|4 − 4|x|2 〈z, x〉

]
dµ(z)

2

∫
Br(0)

(r2 − |z|2)dµ(z)

≤
5ωm|x|3rm+1 +

∫
Br(0)

(r2 − |x|2)2dµ(z)−
∫
Br(0)

(r2 − |z − x|2)2dµ(z)

mωmrm+2 / (m+ 2)

≤
5ωm|x|3rm+1 +

∫
Br(0)

(r2 − |x|2)2dµ(z)−
∫
Br−|x|(x)

(r2 − |z − x|2)2dµ(z)

mωmrm+2 / (m+ 2)
= (∗∗)

utilizzando la (3.3)

(∗∗) =

5ωm|x|3rm+1 +

∫
Br(0)

(r2 − |x|2)2dµ(z)−
∫
Br−|x|(0)

(r2 − |z|2)2dµ(z)

mωmrm+2 / (m+ 2)

≤
5ωm|x|3rm+1 +

∫
Br(0)\Br−|x|(0)

(r2 − |x|2)2dµ(z)

mωmrm+2 / (m+ 2)

≤ 5|x|3rm+1 + [(r − |x|)2 − r2]2[rm − (r − |x|)m]

mrm+2 / (m+ 2)

≤ 5|x|3rm+1 + 9|x|2r2[rm − (r − |x|)m]

mrm+2 / (m+ 2)

≤ H|x|3/r per |x| ≤ r.

Dalla disequazione (3.4) deduciamo che br = 0 per ogni r > 0. Sia infatti
r > 0 fissato e sia, per assurdo, br 6= 0. Sia poi t > 0 tale che t |br| ≤ r e
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dividiamo la (3.4) per |u|, con u = tbr, ottenendo

2
〈br, tbr〉
t|br|

+
Qr(tbr)

t|br|
− t|br| = 2|br|+ t

Qr(br)

|br|
− t|br| ≤ C

t2|br|
r

.

Da quest’ultima disuguaglianza passando al limite per t che tende a 0 si
avrebbe br = 0 giungendo cos̀ı ad una contraddizione. Quindi br = 0 per
ogni r > 0 e dalla (3.4) per r che tende ad infinito otteniamo che

Q(u) ≤ |u|2 per u ∈ Rn,

ed in maniera analoga dalla (3.6) si deduce che

Q(x) = |x|2 per x ∈ supp(µ).
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Capitolo 4

Il Cono di Preiss in R4

In questo capitolo presentiamo un esempio di misura 3-uniforme in R4 diverso
dalla misura di Hausdorff H3 ristretta ad un piano di dimensione 3. Ciò
che rende particolarmente significativo questo esempio è il fatto che esso
esaurisce, insieme alle misure piatte su iperpiani 3-dimensionali, le possibili
misure 3-uniformi su R4 e che qualcosa di simile accade anche in dimensione
maggiore. Riportiamo di seguito un teorema che enuncia in maniera formale
quanto finora detto, si veda [5] per una dimostrazione.

Teorema 4.0.2. Sia µ : Rn+1 → [0,∞] misura n-uniforme. Allora µ è piatta
oppure n ≥ 3 ed esiste un sistema ortonormale di coordinate tale che µ = Hn

ristretta al cono C = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = x2

4}.

In questa tesi ci limiteremo a mostrare che la misura di Hausdorff La
dimostrazione qùı riportata è tratta da [2]; un argomento alternativo può
essere anch’esso trovato in [5].

Teorema 4.0.3. Sia Γ = {x ∈ R4 : x2
4 = x2

1 + x2
2 + x2

3}. Allora H3
Γ è una

misura 3-uniforme su R4.

Avremo bisogno di due lemmi tecnici.

Lemma 4.0.4. Sia p ∈ Γ \ {0}. Allora esiste una costante c tale che∫
Rn
e−r

2|x−p|2dH3
Γ(x) = cr−3 per ogni r > 0, (4.1)

e vale l’identità

∂k

∂rk

∫
Rn
e−r

2|x−p|2dH3
Γ(x) =

∫
Rn

∂k

∂rk
e−r

2|x−p|2dH3
Γ(x) (4.2)

per ogni k ∈ N.

33
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Prova. Si noti che il cono è invariante per dilatazioni centrate nell’origine e
per rotazioni attorno all’asse x4. Quindi sarà sufficiente provare la (4.1) per
il punto p = (1, 0, 0, 1) e per ogni r > 0. Per la (1.2) si ha

I(r) :=

∫ ∞
0

∫
Γ∩∂Bρ(0)

e−r
2[(x1−1)2+x22+x23+(x4−1)2]dH2(x)dρ =:

∫ ∞
0

J(ρ)dρ.

Notiamo che (x1 − 1)2 + x2
2 + x2

3 + (x4 − 1)2 = |x|2 + 2 − 2(x1 + x4) e che
Γ ∩ ∂Bρ(0) é dato da{
x4 = ρ/

√
2, x2

1 + x2
2 + x2

3 = ρ2/2
}
∪
{
x4 = −ρ/

√
2, x2

1 + x2
2 + x2

3 = ρ2/2
}
.

Calcoliamo quindi

J(ρ) = e−r
2(ρ2+2)

(
e
√

2r2ρ + e−
√

2r2ρ
)∫
{x∈R3:x21+x22+x23=ρ2/2}

e2r2x1dH2(x)

=: e−r
2(ρ2+2)

(
e
√

2r2ρ + e−
√

2r2ρ
)
K(ρ).

Utilizzando le coordinate sferiche f(θ, φ) = (ρ/
√

2)(cos θ, sin θ sinφ, sin θ cosφ)
calcoliamo

K(ρ) =
ρ2

2

∫ π

0

e
√

2r2ρ cos θ2π sin θdθ

=
πρ√
2r2

[
e
√

2r2ρ − e−
√

2r2ρ
]
.

Da cui concludiamo che

J(ρ) =
πρ√
2r2

e−r
2(ρ2+2)

(
e
√

2r2ρ + e−
√

2r2ρ
)(
e
√

2r2ρ − e−
√

2r2ρ
)

=
πρ√
2r2

e−r
2(ρ2+2)

(
e2
√

2r2ρ − e−2
√

2r2ρ
)

=
πρ√
2r2

(
e−r

2(ρ−
√

2)2 − e−r2(ρ+
√

2)2
)
.
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Ricaviamo infine

I(r) =
π√
2r2

[∫ ∞
0

e−r
2(ρ−

√
2)2ρ dρ−

∫ ∞
0

e−r
2(ρ+

√
2)2ρ dρ

]

=
π√
2r2

[∫ ∞
−
√

2

e−r
2t2(t+

√
2)dt−

∫ ∞
√

2

e−r
2t2(t−

√
2)dt

]

=
π√
2r2

{∫ √2

−
√

2

e−r
2t2t dt+

√
2

[∫ ∞
−
√

2

e−r
2t2dt+

∫ ∞
√

2

e−r
2t2dt

]}

=
π

r2

[∫ ∞
−
√

2

e−r
2t2t dt+

∫ −√2

−∞
e−r

2t2t dt

]
=
π3/2

r3
.

Proviamo la (4.2). Per r̄ > 0, δ > 0 piccolo ed r ∈ [r̄ − δ, r̄ + δ], preso un
polinomio P ∈ P [r] si ha

P (r|x− p|) e−r2|x−p|2 ≤ P (r|x− p|)e−r2|x−p|2

= P (r|x− p|) e−r2|x−p|2/2 e−r2|x−p|2/2

≤Me−(r̄−δ)2|x−p|2/2,

dove
M = sup

y∈R

{
P (y) e−y

2/2
}
.

Inoltre per la (4.1) abbiamo∫
Γ

Me−(r̄−δ)2|x−p|2/2dH3(x) = Mc

(
r̄ − δ√

2

)−3

<∞.

Per ogni k possiamo quindi passare con la derivata sotto il segno di integrale
e concludere che

∂k

∂rk

∫
Rn
e−r

2|x−p|2dH3
Γ(x) =

∫
Rn

∂k

∂rk
e−r

2|x−p|2dH3
Γ(x).
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Proveremo ora un altro lemma tecnico che ci permetterà nella dimostra-
zione del teorema di approssimare funzioni a supporto compatto tramite
successioni di opportune combinazioni di funzioni polinomiali ed esponenziali.

Definizione 4.1. Sia P [x] l’insieme dei polinomi in una variabile reale.
Definiamo Rn come lo spazio vettoriale generato dall’insieme{

f ∈ C∞(Rn) : f(x) = a+ P (|x|2)e−b|x|
2

con P ∈ P [x], a ∈ R, b > 0
}
.

Lemma 4.0.5. Sia g ∈ Cc(R) e definiamo G ∈ Cc(Rn), G(x) := g(|x|).
Allora esiste una successione di funzioni {Gk}k∈N ⊂ Rn tale che Gk converge
uniformemente a G su Rn.

Prova. Chiaramente A ∈ Rn se e solo se A(x) = a(|x|) per qualche a ∈ R1.
Quindi è sufficiente provare il lemma nel caso n = 1. Sia [0,∞] la compat-
tificazione di [0,∞) e notiamo che ogni funzione f ∈ R1 si estende in modo
unico ad una funzione f̃ ∈ C([0,∞]). Denotiamo con R̃ lo spazio delle esten-
sioni continue delle funzioni in R1. R̃ è un’algebra, separa i punti, ossia
per ogni coppia di punti a, b ∈ [0,∞] esiste una funzione f ∈ R̃ tale che
f(a) 6= f(b), e contiene le costanti. Possiamo quindi applicare il Teorema di
Stone-Weierstrass e concludere che R̃ è denso in C([0,∞]).

Dimostrazione del Teorema 4.0.3. Sia p ∈ Γ \ {0} fissato. Definiamo B
come lo spazio delle funzioni f ∈ L1(R4,H3

Γ) per cui esistono una ϕ ∈ C(R)
ed una costante cϕ ∈ R tali che f(x) = ϕ(|x− p|) e che∫

Γ

ϕ

(
|x− p|
r

)
dH3(x) = cϕr

3 (4.3)

per ogni r > 0.
Per il Lemma 4.0.4 abbiamo che la funzione f : Rn → R, f(x) = e−|x−p|

2

appartiene a B. Calcolando la derivata prima in r dell’uguaglianza∫
Γ

e−|x−p|
2/r2dH3(x) = cr3

otteniamo ∫
Γ

2|x− p|2

r3
e−|x−p|

2/r2dH3(x) = 3cr2.

Deduciamo quindi che esiste una costante c2 tale che la funzione |x−p|2e−|x−p|2

verifica la (4.3) per ogni r > 0. Per induzione possiamo quindi affermare
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che per ogni k ∈ N la funzione |x − p|2ke−|x−p|2 ∈ B. Per linearità con-
cludiamo che per ogni polinomio P ∈ P [x] si ha, dopo aver riscalato r, che
P (|x−p|2)e−a|x−p|

2 ∈ B per ogni a > 0 ed infine che per ogni funzione γ ∈ Rn

si avrà γ(x− p)e−|x−p|2 ∈ B.
Il prossimo obbiettivo sarà quello di provare che per ogni ϕ ∈ Cc(R) esiste

una costante cϕ tale che per ogni r > 0∫
Γ

ϕ

(
|x− p|
r

)
dH3(x) = cϕr

3.

Sia quindi ϕ ∈ Cc(R) e definiamo g ∈ Cc(R4) ponendo g(x) = ϕ(|x −
p|)e−|x−p|2 . Per il Lemma 4.0.5 esiste una successione {γk}k∈N ⊂ Rn che
converge uniformemente a g su R4 ed esiste quindi una costante T > 0 tale
che ‖γk‖R4 ≤ T per ogni k ∈ N. Grazie a quanto visto sopra avremo inoltre
che, per ogni k ∈ N, γk(x− p)e−|x−p|

2 ∈ B e quindi che esiste una costante ck
tale che per ogni r > 0∫

Γ

γk

(
x− p
r

)
e−|x−p|

2/r2dH3(x) = ckr
3.

Per ogni r > 0 la successione di funzioni γk((x− p)/r)e−|x−p|
2/r2 converge

puntualmente alla funzione ϕ(|x− p|/r) e vale la disuguaglianza∣∣∣∣γk (x− pr
)
e−|x−p|

2/r2
∣∣∣∣ ≤ Te−|x−p|

2/r2 ∈ L1(R4,H3
Γ)

per ogni x ∈ R4, k ∈ N. Per il Teorema della Convergenza Dominata dedu-
ciamo quindi che esiste il limite

lim
k→∞

∫
Γ

γk

(
x− p
r

)
e−|x−p|

2/r2dH3(x) = lim
k→∞

ckr
3 = cr3

=

∫
Γ

ϕ

(
|x− p|
r

)
dH3(x)

dove

c = lim
k→∞

ck.
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Sia ora {ϕk}k∈N ⊂ Cc(R) che converge puntualmente alla funzione χ[0,1) e
tale che supp(ϕk) ⊂ [−1, 2] per ogni k ∈ N. Abbiamo che esiste una costante
K > 0 tale che per ogni r > 0, x ∈ R4,∣∣∣∣ϕk ( |x− p|r

)∣∣∣∣ ≤ Kχ[−1,2]

(
|x− p|
r

)
∈ L1

x(R4,H3
Γ).

Grazie al Teorema della Convergenza Dominata deduciamo nuovamente che
esiste il limite

lim
k→∞

∫
Γ

ϕk

(
|x− p|
r

)
dH3(x) = lim

k→∞
cϕkr

3 = cpr
3

=

∫
Γ

χ[0,1)

(
|x− p|
r

)
dH3(x)

= H3(Br(p) ∩ Γ)

dove nuovamente limk→∞ cϕkr
3 = cp.

Riassumendo abbiamo quindi provato che per ogni p ∈ Γ \ {0} esiste una
costante cp tale che

H3(Br(p) ∩ Γ) = cpr
3

per ogni r > 0.
Questo ci permette di concludere la dimostrazione. Osservando infatti

che per p ∈ Γ \ {0} fissato Γ è una varietà C1 in un intorno di p troviamo

cp = lim
r→0+

H3(Br(p) ∩ Γ)

r3
= ω3,

e quindi che H3(Br(p)∩Γ) = ω3r
3 per ogni r > 0, p ∈ Γ\{0}. D’altra parte,

per r > 0 fissato, possiamo prendere una successione {pk}k∈N ⊂ Γ \ {0} che
converge a 0 e concludere che

H3(Br(0) ∩ Γ) = lim
k→∞
H3(Br(pk) ∩ Γ) = ω3r

3,

giungendo cos̀ı a termine dalla dimostrazione.
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[3] KIRCHHEIM, B.; PREISS, D. Uniformly distributed measures in
Euclidean spaces. Math. Scan. 90 (2002), 152-160.

[4] PREISS D. Geometry of measures in Rn: Distribution, rectifiability, and
densities. Ann. Math. 125 (1987), 537-643.

[5] KOWALSKI, O.; PREISS D. Besicovitch-type properties of measures and
submanifolds. J. Reine Angew. Math. 379 (1987), 115-151.

[6] FOLLAND G. B. Real Analysis: Modern Techniques and Their
Applications. Wiley (1999).

39


