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Introduzione

Scopo principale di questa tesi & quello di introdurre il concetto di I'-Convergenza, che e
utile per studiare problemi di minimo.

Nel primo capitolo tratteremo il metodo diretto nel calcolo delle variazioni, con
I'introduzione delle definizioni di semicontinuita inferiore e coercitivita.

Nel secondo capitolo vedremo il concetto di rilassamento con il quale riusciamo a
descrivere il comportamento delle successioni di punti minimizzanti per una funzione.

La definizione di I'-limite e alcune delle sue proprieta in uno spazio topologico sono
descritte nel terzo e nel quarto capitolo. E in quest’ultimo vedremo degli importanti
teoremi sulla convergenza dei valori minimi di una successione di funzioni.

Nel quinto capitolo caratterizzeremo i ['-limiti negli spazi metrici, e vedremo, inoltre,
I’equivaleza fra la I'-convergenza e la convergenza dei minimi.

Infine, nell’ultimo capitolo accenneremo ad un classico esempio di I'-convergenza ap-
plicato alla teoria della transizione di fase, in cui si utilizzano i concetti trattati nei capitoli
precedenti.

Abbiamo utilizzato il libro [1] per i primi quattro capitoli e il libro [2] per I’'esempio
finale.
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Capitolo 1

Metodo Diretto nel Calcolo delle
Variazioni

In questo capitolo verranno introdotti la nozione di semincontinuita e il metodo diretto
di Tonelli per I'esistenza di punti di minimo nei problemi variazionali.

1.1 Funzioni semicontinue inferiormente

Sia X uno spazio topologico, allora per ogni x € X definiamo
N(z)={S C X : S ¢ intorno aperto di z}

Definizione 1.1.1. Una funzione F: X — R, dove R = RU{oo} si dice semicontinua
inferiormente nel punto v € X se per ognit € R cont < F(z) esiste U € N (z) tale
chet < F(y) per ogniy € U.

F si dice semicontinua inferiormente su X se lo ¢ in ogni x € X.

Proprieta 1.1.2. Dalla definizione seque che F: X — R ¢ semicontinua inferiormente

mx € X se e solo se

F(z) < sup inf F(y).
UeN(x) yelu

Dimostrazione. Supponiamo che per ogni ¢ < F(x) esista U € N (z) tale che t < F(y)
per ogni y € U, allora fissato € > 0, considero F(z) — ¢ :=t. Esiste allora U € N (z) tale
che

t < F(y)

per ogni y € U. Questo significa che

t < inf F(y).

yeU

Dunque, passando all’estremo superiore e ricordando come ho definito ¢ si ha

F(z)—e< sup inf F(y)
UeN (z) YeU

e data l'arbitrarieta di € ottengo che F(z) < sup inf F(y).
UeN (z) yeu



Viceversa, considero t < F(z) < sup inf F(y), allora esiste U € N (z) tale che
UeN (z) YEU

t < inf F io€
inf F(y), ciod
t < F(y)
per ogni y € U. O]

Inoltre, se I’ € semicontinua inferiormente in x allora
F(z) < liminf F(xy)
h—o0
per ogni (xj) successione convergente a x in X.

Diamo ora una caratterizzazione della semicontinuita inferiore nel caso in cui X sod-
disfi il primo assioma di numerabilita, cioe che il filtro degli intorni di ogni punto di
X ammetta base numerabile:

Proposizione 1.1.3. Supponiamo che X soddisfi il primo assioma di numerabilita. Sia
F: X — R una funzione e sia x € X. Sono equivalenti:

(a) F e semicontinua inferiormente in x;

(b) F(x) < li}fn inf F'(xp) per ogni (xp) successione convergente a x in X.
— 00

Dimostrazione. L’'implicazione (a) = (b) ¢ quanto detto nella Proprieta 1.1.2 e vale anche
se X non siddisfa il primo assioma di numerabilita. Il fatto che valga (b) < (c) ¢ banale.
Quindi proviamo che (b) = (a). Ragioniamo per assurdo. Consideriamo (U,) una base
numerabile per il filtro degli intorni di x tale che Uy, C Uy per ogni h € N | supponiamo
che (a) sia falso, allora dalla Proprieta 1.1.2 segue che esiste t < F(z) tale che:

inf F
inf F(y) <t

per ogni U € N (z). Quindi per ogni h € N esiste x5, € U, tale che F(x),) < t. E, dal
momento che (z;) converge a z in X, otteniamo

liminf F(x),) <t < F(x)

h—o0
che contraddice (b). O

La Proposizione 1.1.3 ci porta ad una diversa definizione di semicontinuita inferiore
che coincide con la precedente definizione se X soddisifa al primo assioma di numerabilita:

Definizione 1.1.4. Una funzione F: X — R si dice sequenzialmente semicontinua
inferiormente in un punto xr € X se
F(z) < liminf F(zy)
h—o0
per ogni successione (xy) convergente a x in X.

Diciamo che F ¢ sequenzialmente semicontinua inferiormente su X se lo ¢ in
ogni punto x € X.



Proprieta 1.1.5. Ogni funzione semicontinua inferiormente e sequenzialmente semicon-
tinua inferiormente. Il viceversa in generale € falso, pero e vero se X soddisfa il primo
assioma di numerabilita.

Definizione 1.1.6. Un insieme A C X si dice sequenzialmente aperto in X se per
ogni x € A e per ogni successione (xy) convergente a x in X, esiste k € N tale che x;, € A
per ogni h > k. Un insieme K C X si dice sequenzialmente chiuso in X sex € K
ogni qualvolta esita una successione in K convergente a x in X. Si noti che un insieme
A ¢ sequenzialmente aperto se e solo se X\ A é sequenzialmete chiuso.

Per ogni funzione F: X — R e per ogni t € R definiamo
{F>t}={re X :F(x) >t}

E allo stesso modo gli insieme di livello {F' > t}, {F < t},{F < t}. Definiamo epigrafo
di F' l'insieme:
epi(F) = {(z,t) € XxR: F(z) < t}.
La seguente proposizione ¢ una diretta conseguenza della Definizione 1.1.1 e della
Definizione 1.1.4 :

Proposizione 1.1.7. Sia F: X — R una funzione. Sono equivalenti:

(a) F & semicontinua inferiormente (risp. sequenzialemte semicontinua inferiormente)
su X,

(b) per ognit € R linsieme {F >t} é aperto (risp. sequenzialmente aperto) su X ;
(c) per ognit € R linsime {F <t} ¢é chiuso (risp. sequenzialemte chiuso) su X ;
(d) epi(F) é chiuso (risp. sequenzialmente chiuso) in X xR.

Le seguenti proprieta di stabilita per famiglie di funzioni semicontinue inferiormente
si ottengono dalla definizine di semicontinuita inferiore e dalla sua caratterizzazione data
nella Proposizione 1.1.7.

Proposizione 1.1.8. Sia (F;);cr una famiglia di funzioni su X semicontinue inferior-
mente (risp. sequenzialmente semicontinue inferiormente). Allora la funzione F: X — R
definita ponendo F(x) = sup,c; F;(x) € semicontiua inferiormente (rsp. sequenzialmente
semicontinua inferiormente) su X. Inoltre, se I ¢ finito, allora la funzione G: X — R de-
finita ponendo G(x) = min;er F;(x) é semicontinua inferiormente (risp. sequenzialmente
semicontinua inferiormente) su X .

Dimostrazione. Fissato x € X e presa una successione (xp,) convergente a = in X abbiamo

che
Fi(z) <liminf Fi(zy) < liminf F(xp) .
h—o00 h—o00

Passando poi all’estremo superiore su ¢ € I otteniamo

F(z) < liminf F(z,)

h—o0

e dunque la conclusione. O



La seguente Proposizine segue subito dalla Definizione 1.1.1.

Proposizione 1.1.9. Se F' e G sono funzioni semicontinue inferiormente (risp. se-
quenzialmente semicontinue inferiormente) su X e F + G é ben definita su X, cioeé
(—o0,+00) # (F(x),G(x)) # (400, —00) per ogni x € X, allora F'+ G é una funzione
semicontinua inferiormente (risp. sequenzialmente semicontinua inferiormente) su X .

Esempio 1.1.10. Sia A un sottoinsieme di X, e consideriamo la funzione 14: X — R
definita ponendo 14(x) =1 sex € Aela(xr) =0sex € X\ A. Allora 14 é semicontinua
inferiormente (Tisp. sequenzialmente semicontinua inferiormente) se e solo se A é aperto
(risp. sequenzialmente aperto) in X .

Consideriamo, ora, xa: X — R la funzione indicatrice di A, definita ponendo x (x) = 0
sex € Aexalx)=+o0sex € X\ A. Allora xa ¢ semicontinua inferiormente (risp. se-
quenzialmente semicontinua inferiormente) se e solo se A é chiuso (risp. sequenzialmente
chiuso) in X.

1.2 Funzioni coercitive

Definizione 1.2.1. Un punto x € X si dice punto di chiusura di una successione ()
in X se per ogni U € N (x) e per ogni k € N esiste h > k con x, € U. Ovvero x é un

punto di chiusura per la succssione (xp,) se e solo se x € (| {zy : h >k}, dove la barra
keN
indica la chiusura nella topologia di X .

E chiaro che se z & il limite di una sottosuccessione di (xp), allora x & un punto di
chiusura di (). Il viceversa vale se X soddisfa il primo assioma di numerabilita.

Si puo dimostrare, usando solo la definizione, che se F' & semicontinua inferiormente
su X allora

F(z) <limsup F(xp)
h—o0
per ogni punto = di chiusura di una successione (zy,).
Se F' ¢ sequenzialmente semicontinua inferiormente questa disuguaglianza vale anche
quando z ¢ il limite di una sottosuccessione di (zy,).

Definizione 1.2.2. K C X si dice numerabilmente compatto se ogni successione in
K ha almeno un punto di chiusura in K. Diciamo che K ¢ sequenzialmente compatto
se ogni successione in K ha una sottosuccessione che converge ad un punto di K.

Se K e sequenzialmente compatto allora ¢ numerabilmente compatto. Inoltre, ogni
sottoinsieme compatto di X ¢ numerabilmente compatto.

Le nozioni di compattezza, compattezza sequenziale e compattezza numerabile coin-
cidono se X e metrizzabile.

Definizione 1.2.3. Una funzione F: X — R ¢ coercitiva (risp. sequenzialmen-
te coercitiva) su X se {F <t} é numerabilmente compatto (risp. sequenzialmente
compatto) per ogni t € R.
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Osservazione 1.2.4. Ogni funzione coercitiva é sequenzialmente coercitiva.

Se F' ¢ coercitiva (risp. sequenzialmente coercitiva) su X e G > F su X, allora G ¢
coercitiva (risp. sequenzialmente coercitiva) su X .

Se F' ¢ coercitiva (risp. sequenzialmente coercitiva) su X, allora ogni successione (xp,)
in X con limsup,,_, F(z,) < 400 ha un punto di chiusura (risp. una sottosuccessione
convergente) in X . Il viceversa é vero se F' é semicontinua inferiormente, pioché {F <t}
¢ chiuso, oppure se X ¢ metrizzabile.

Siamo ora in grado di descrivere il metodo diretto di Tonelli per dimostrare alcuni
risultati di esistenza nel Calcolo delle Variazioni.

Definizione 1.2.5. Sia F: X — R una funzione, x € X ¢ punto di minimo per F in
X se F(x) < F(y) per ogniy € X. Questo significa che
F(z) = inf F(y)

yeX
Una successione () in X si dice successione minimizzante per F' in X se

inf F(y) = lim F(xz)

yeX h—o0

E chiaro che ogni funzione F' ammette una successione minimizzante.
Il metodo diretto nel Calcolo delle Variazioni e riassunto nel seguente Teorema.

Teorema 1.2.6. Sia F': X — R una funzione coercitiva e semicontinua inferiormente
(risp. sequenzialmente coercitiva e sequenzialmente semicontinua inferiormente). Allora:

(a) F ha un punto di minimo in X;

(b) se (xp) € una successione minimizzante per Fin X e x € un punto di chiusura per
(xp) (risp. se x é il limite per una sottosuccessione di (xy)), allora x é punto di
minimo per F'in X;

(c) se F' non é identicamente +00, allora ogni successione minimizzante per F' ha un
punto di chiusura (risp. una sottosuccessine convergente).

Dimostrazione. Se F' e identicamente +oo allora ogni punto di X & un punto di minimo
per F', quindi valgono (a) e (b). Supponiamo allora che F' non sia identicamente +o0,
e consideriamo (xj) una successsione minimizzante per F' in X. Poiche F' & coercitiva
(risp. sequenzialmente coercitiva) e

lim F(xp,) = inf F(y) < oo

Pt (zn) Jex (v)
Per I’Osservazione 1.2.4 la successione (z;) ammette un punto di chiusura (risp. una
sottosuccessione convergente a) x € X, quindi abbiamo provato (c¢). Ora, dal momento

che F' & semicontinua inferiormente (risp. sequenzialmente semicontinua inferiormente)

otteniamo
inf F(y) < F(x) < lim F(zp,) = inf F(y)

yeX " h—oo yeX

e dunque sono tutte uguaglianze, il che dimostra anche (a) e (b). O
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1.3 Funzioni convesse

Suppponiamo ora che X sia uno spazio vettoriale.
Definizione 1.3.1. Una funzione F: X — R ¢ convessa se
Fltz+ (1= t)y) < tF(x) + (1 - )F (y)
per ogni t €]0,1] e per ogni x,y € X tali che F(x) < +o00 e F(y) < 400

Osservazione 1.3.2. La funzione F: X — R ¢ convessa se e solo se epi(F) é un
sottoinsieme convesso di X x R

Definizione 1.3.3. Una funzione F: X — R si dice strettamente convessa se F non
e identicamente +00 e

Fltz+ (1 —t)y) <tF(z)+ (1 —1t)F(y)
per ogni t €10, 1] e per ogni x,y € X tali che v # vy, F(z) < +o0, e F(y) < +oo.

Proposizione 1.3.4. Sia F': X — R una funzione strettamente convessa. Allora F ha
al massimo un punto di minimo in X.

Dimostrazione. Siano x e y due punti di minimo per F'in X, allora

F(z)=F(y) = IZIél)I(l F(z) < +o0.

Se x # y si ha che
F(24Y) < SR@) + 5F) = min F(2)
2 T2) St W T WIm Y
Che e assurdo. Quindi x = y. O]

Esempio 1.3.5. Vediamo che la norma in uno spazio di Banach é semicontinua infe-
riormente per la convergenza debole. Sia 1 < p < +00, e siano A C R"™ aperto e LP(A).
Consideriamo la funzione u € LP(A) e il funzionale F': LP(A) — R tale che

Flu) = < /A |u(x)|pdx> "

Consideriamo una successione (up) di funzioni in LP(A), allora si ha che (uy) converge
debolmente ad u in LP(A) se e solo se

/uhvdx converge a /uvdm
A A

1
per ogni funzione v € LY(A), dove p é tale che — + — = 1. Ora consideriamo
p q
F(u) = ||u|l, = sup /uvd:c
vEL(A),||vflg<1 /A

Dungque per ogni ||v||, < 1 si ha per la disuguaglianza di Hélder
dr = i dr < liminf < liminf .
[ e = sy [ e < i sl o], < tgnint o],

Otteniamo quindi ||ul|, < li}{n inf [Jup||,, dunque la semicontinuita inferiore della norma.
—00
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Capitolo 2

Rilassamenti

In questo capitolo introdurremmo la definzizione di rilassamento, e vedremo la sua utilita
nello studio dei problemi di minimo.

2.1 Inviluppo semicontinuo inferiore

Definizione 2.1.1. Per ogni funzione F': X — R definiamo l'inviluppo semicontinuo
inferiore (o rilassamento) sc™F di F per ogni © € X ponendo

(sc”F)(z) = sup G(x),
Geg(F)

con G(F) = {G funzione semicontinua inferiormente su X | G(y) < F(y) per ogni y €
X}t

Osservazione 2.1.2. Dalla Proposizione 1.1.8 si ha che la funzione sc”F: X — R ¢
semicontinua inferiormente su X. FE dalla definizione si deduce che sc”F < F e che
sc™F > G per ogni funzione semicontinua inferiormente G tale che G < F. Cioé sc™ F
e la piu grande funzione semicontinua inferiormente maggiorata da F.

Vediamo ora l’aspetto locale della definizione di rilassamento che abbiamo appena
visto. In particolare, se due funzioni F' e GG coincidono in un intorno aperto di z € X
allora sc™F = sc™G.

Proposizione 2.1.3. Sia F: X — R una funzione. Allora

(sc” F)(x) = sup inf F(y)
UeN (z) YEU

per ogni x € X.
Dimostrazione. Consideriamo la funzione

H(z) = sup inf F(y).
UeN(z) YU

Si vede che H ¢ semicontinua inferiormente su X e che H(z) < F(x) per ogni x € X,
quindi H < sc¢™ F dalla definizione di sc™ F'.
Sia, ora, G € G(F'), allora per la Proprieta 1.1.2 si ottiene

G(z) < sup inf G(y) < sup inf F(y) = H(z)
UeN () ¥EU UeN (z) YU
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per ogni x € X. Questo implica, dalla definizione di sc™F, che sc™F' < H, il che prova
la proposizione. ]

Esempio 2.1.4. Sia E C X e sia xg la funzione indicatrice di E. Allora sc™(xr) = Xz,
dove E ¢ la chiusura di E in X.

La seguente proposizione segue dall’Osservazione 2.1.2 e dalla Proposizione 1.1.7.
Proposizione 2.1.5. Sia F': X — R una funzione. Allora:

(a) per ogni s € R

{sc_ng}:ﬂ{th};

t>s
(b) Uepigrafico di sc” F' ¢ la chiusura in X xR dell’epigrafico di F.
Diamo ora una caratterizzazione del rilassamento, sc™ F', in termini di successioni.

Proposizione 2.1.6. Supponiamo che X soddissfi il primo assioma di numerabilita. Sia
F: X — R una funzione e sia x € X. Allora (sc”F)(x) é caratterizzata dalle sequenti
proprieta:

(a) per ogni successione (xy,) convergente a x in X si ha

(s¢” F)(x) < liminf F(xp,)

h—o0
(b) esiste una successione (xy,) convergente a x in X tale che

(s¢” F)(x) > limsup F(xp) .

h—o00

Dimostrazione. La (a) segue direttamente dalla Proposizione 1.1.3. e dal fatto che
(sc”F) < F. Per dimostrare (b) supponiamo che (sc¢™ F)(xz) < 4o00. Sia allora (Up)
una base numerabile per il filtro degli intorni di x tale che U, C U, per ogni h € N, e
sia (t,) una successione convergente a (sc”F)(x) in R tale che t, > (sc”F)(x) per ogni
h € N. Per la Proposizione 2.1.3 per ogni h € N abbiamo che t;, > inf ¢y, F(y), quindi
esiste xp, € Uy, tale che t;, > F(xy,). Poiche (zj) converge a x in X si ha

lim sup F'(z5) < hlim th = (sc¢” F)(z)
—00

h— o0

e dunque abbiamo provato (b). O
La seguente proposizione e una diretta conseguenza della Definizione 2.1.1
Proposizione 2.1.7. Siano F, G: X — R due funzioni. Allora
sc”(F+G)>scF+sc G,

essendo F'+ G e sc™ F + sc~ G ben definiti su X per la Proposizione 1.1.9.
Se G ¢é continua e ovunque finita, allora

sc (F+G)=sc F+G.

14



2.2 Legame fra il problema originale e il problema
rilassato

Vogliamo ora collegare il problema originale m1)1<1 F(z) eil problema rilassato mi)rcl(sc_ F)(x).
ze e

In particolare, vedremo un teorema che che descrive il comportamento delle successioni
minimizzanti per F' in termini dei minimi di sc¢™ F'.

Teorema 2.2.1. Supponiamo che F: X — R sia una funzione coercitiva. Allora
(a) sc™F ¢ coercitiva e semicontinua inferiormente;
(b) sc™F ha un punto di minimo su X;

(¢) min (sc” F)(x) = inf F(z);

(d) ogni punto di chiusura di una successione minimizzante per F' é un punto di minimo
per sc F in X;

(e) se X soddisfa il primo assioma di numerabilita allora ogni punto di minimo per
sc™ I e il limite di una successione minimizzante per F'in X.

Dimostrazione. Avevamo gia osservato che la funzione sc™ F' & semicontinua inferiormen-
te, ¢ anche coercitiva per la Proposizione 2.1.5 e quindi ammette punto di minimo per il
Teorema 1.2.6.

La funzione costante inf F'(y) & chiaramente semicontinua inferiormente ed ¢ maggio-
yeX

rata da F', quindi
inf F(y) < (sc” F)(x)

yeX

per ogni x € X per la Definizione 2.1.1. Questo implica che

inf F'(y) < min(sc™ F)(x).

yeX zeX

Poiche sc™F < F, la disuguaglianza opposta ¢ ovvia e quindi abbiamo dimostrato (c).
Se z & un punto di chiusura per una successione minimizzante (z,) per F, allora per
il fatto che F'(z) < limsup,_,., F'(z1), si ha

(sc™ F)(x) <limsup (s¢” F)(zy) < limsup F(xy) = inf F(y)

h—o0 h—o0 yeX

e quindi = & punto di minimo per sc” F' dal punto (¢). Se X soddisfa il primo assioma
di numerabilita e x ¢ punto di minimo per sc¢™ F', per la Proposizione 2.1.6 e per il punto
(c) esiste una successione (zj,) convergente a x in X tale che

inf Fy) = (s¢” F)(x) = lim F(z),

yeX h—o0

e quindi (z5,) € una successione minimizzante per F'. O
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Osservazione 2.2.2. Se x ¢é punto di minimo per sc”F tale che (sc”F)(x) = F(x),
allora x ¢ un punto di mimino per F, dal Teorema 2.2.1.(c). Dunque, se conosciamo
esplicitamente sc™ F', possiamo usare il sequente metodo per trovare il punto di
minimo di una funzione coercitiva F'.

Prima di tutto, cerchiamo l'insieme di tutti i punti di minimo di sc”F (che é non vuoto
per il Teorema 2.2.1.(b)). Ora, calcoliamo le funzioni F' e sc™ F nei punti di minimo di
sc™F. Dal Teorema 2.2.1.(c) i punti di minimo di F' sono esattamente quelli di sc™ F

tali che (sc™ F)(x) = F(x).
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Capitolo 3

['-Convergenza

In questo capitolo introdurremo la nozione di I'-limite per funzioni definite su uno spazio
topologico e faremo un paragone fra questo e il tradizionale concetto di convergenza.

3.1 [TI-limite inferiore, I'-limite superiore e I'-limite

Sia X uno spazio topologico e come, definito nel Capitolo 1, sia A(x) U'insime di tutti gli
intorni aperti di « in X. Sia (F},) una successione di funzioni da X in R.

Definizione 3.1.1. Definiamo il I'-limite inferiore e il I'-limite superiore della
successione (Fy,) come la funzione da X in R tale che

([-liminf F)(z) = sup liminf inf Fj(y),
h—o00 UeN (z) h—oo yeU

(I-limsup Fy)(x) = sup limsup inf Fj(y).
h—00 UeN(z) h—oo yeU

Se esiste una funzione F: X — R tale che I'-liminf F}, = I-limsup F;, = F, allora

h—o0 h—sc0
si dice che F' = T'- hlim F}, e che la successione (F},) I'- converge a F' (in X) o che F ¢ il

—00

[-limite di (F},) (in X).

Osservazione 3.1.2. E chiaro che F—li}{n inf Fj, < T-limsup F},, dunque (F,) I'- converge
—00

h—o0
a I se e solo se

[-limsup Fj, < F < TI'-liminf F},
h—00 h—o00

ctoe, se e solo se

sup limsup inf Fj,(y) < F < sup liminf inf F),(y)
UeN(z) h—oo YEU UeN(z) h—oo yelU

per ogni x € X.

Lemma 3.1.3. Le funzioni F—liin inf F}, e I'-limsup F}, sono semicontinue inferiormente
— 00

h—o0
su X.
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Dimostrazione. Dimostriamo, innanzitutto, che se i/ € una famiglia di sottoinsiemi aperti
di X, ese a:Ud — R ¢ una arbitraria funzione di insiemi, cioe una funzine definita sui
sottoinsiemi di X, allora la funzione F': X — R definita ponendo

F(x)= sup «a(U)
UeN (z)

e semicontinua inferiormente su X.
Infatti, per ogni aperto U € X e ogniy € U abbiamo che U € N (y), quindi F(y) > «(U).
Questo implica che inf ey Fi(y) > a(U) per ogni aperto U C X, quindi

F(z)= sup a(U)< sup inf F(y)
UeN (z) UeN (z) YEU

per ogni x € X. Ed essendo la disuguaglianza opposta verificata per Proprieta 1.1.2,
otteniamo che F' & semicontinua inferiormente.
A questo punto per dimostrare il Lemma basta sceglere le funzioni di insiemi

a(U) = liminf inf F,(y), B(U) = limsup inf F,(y),

h—oo yeU h—oo YU

definite per ogni aperto U C X. O]

3.2 Carattere locale di un I'-limite
La seguente osservazione mostra il carattere locale di un I' -limite.
Osservazione 3.2.1. Se B(z) é una base per il filtro degli intorni di x in X, allora

(C-liminf F)(z) = sup liminf inf Fj(y),

h—o0 UeB(z) h—oo yeU

(I-limsup Fy)(z) = sup limsup inf Fj(y).
h—00 UeB(z) h—oo yeU

Se due successioni (F) e (Gy,) coincidono su un aperto U in X, allora il I'-limite
inferiore, cosi come il I'-limite superiore, coincidono su U.

Il seguente esempio mostra come si puo calcolare il I'-limite mediante 1'utilizzo dell’Osservazione
3.2.1., e mostra che in generale ['-limite e limite puntuale sono diversi.

Esempio 3.2.2. Supponiamo che X = R.

(a) Sia Fy(x) = hxe 2% allora (F)) D-converge in R alla funzione

Flz) = —%e %, sex =20
0, sex #0,

mentre (F},) converge puntualmente a 0.
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(b) Sia

hxe=2h*e* R ¢ pari
Fy(z) = { g

— 2,2 \ . .
2hxe™2""*"  h ¢ dispari

Allora (Fy,) converge puntualmente a 0, ma (F),) non I'-converge in R. Infatti

1
—e"2, sex =

['-lim inf F) =
( e n) (@) {0, sex #0,

mentre

_lo—3 —
[-limsup F,)(x) —{ 26 %, S€T
h—o00
(c) Sia (F,)(x) = hxe™, allora (Fy,) T-converge in R allora funzione

0, sex <0
Flz)=9 -1 sex=0
+o00 sex >0.

Invece (Fy) converge puntualmente a 0 su |]—o0, 0] e puntualmente a +0o su |0, +00].

(d) Sia (Fp)(z) = arctan(hz), allora (Fy) I'-converge in R alla funzione

Fla) = -5, sex <0
oR sex >0.

Invece, (F},) converge puntualmente alla funzione

-5, sex <0
G(z) =10, sex =0
5 sex >0.

(e) Sia Fy(z) = sin(hx), allora (Fy,) T'-converge in R alla funzione costante F' = —1,
infatti F(x) > —1 per ogni x € R e quindi é verificata la prima condizione della
Proposizione 5.1.1, e con la scelta di (x,) = —3;; ¢ verificata anche la seconda
condizione. Invece, (Fy) non converge puntualmente su R.

(f) Sia Fy(x) = —e"*, allora (F,) T-converge in R alla funzione

-1 =0
Flz) = , sex
0, sex #0,

che é anche il limite puntuale di (F},), mentre (—Fy) I'-converge a 0 in R.
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(g9) Sia

1, altrimenti.

0, seh(z—e") éun intero
Fie) = { (2= ")

La condizione h(x — e") € Z equivale a dire x € %Z + el Dunque per ogni v € R

e ogni h € N esiste y € R tale che |y — x| < + e Fy(y) = 0. Cio mostra che

(Fy,) T-converge alla funzine costante F' =0 in R. Infatti
0= F(z) < liminf F,(z)
h—o0

per ogni (x5,) convergente a x in X, essendo Fy(y) > 0 per ogni y € R.

Inoltre, se prendiamo la successione () = % + el otteniamo
0= F(z) = lim Fy(zp),
h—o00

e grazie alla Proposizione 5.1.1, abbiamo concluso.

Per provare che (F)) converge puntualmente a 1, consideriamo il fatto che e é
trascendente su 7, quindi, se proviamo che siste al piu un indice h € N tale che
Fy(x) = 0 avremo concluso la dimostrazione. Consideriamo allora hy # hy € N con
hi,ho > 1 tali che

hi(x —e")=m, €Z ho(z — €™) =my € Z

Se ora moltiplichiamo la prima per hs e la seconda per hy e poi sottratamo le
equazioni cosi ottenute, avremo

]’Lth(—ehl + €h2) - (m1h2 - m2h1> =0.

Abbiamo ottenuto un polinomio p(z) = hiho(—2" + 2"2) — (mihy — mahy) con
p € Z[z] tale che p(e) = 0. Essendo e trascendente su 7, abbiamo che p deve essere
il polinomio nullo e quindi hy = hs.

Si noti che in questo caso il I'-limite e il limite puntuale sono diversi in ogni punto
reX.

Ritorniamo a considerare uno spazio topologico X.

Osservazione 3.2.3. Se_le funzioni Fy(x) sono indipendenti da x, cioe per ogni h € N
esiste una costante ap, € R tale che Fy(x) = ay per ogni x € X, allora

(-liminf F},)(z) = liminf ay, (T'-limsup Fy)(z) = lim sup ay,

h—o0 h—o0 h—00 h—00

per ogni x € X. -
Se le funzioni sono indipendenti da h, cioe esiste una funzione F: X — R tale che
Fy(x) = F(x) per ogni x € X e per ogni h € N, allora

['-liminf Fj, = I'-limsup F}, = s¢c” F
h—o0 h—o00

Siginifica che (Fy,) T'-converge a sc™ F in X, vedi Proposizione 2.1.3.
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Capitolo 4

Convergenza dei Minimi e dei Punti
di Minimo

In questo capitolo mostriamo che la I'-convergenza di una successione (F},) ad una fun-
zione F' implica, sotto oppportune condizioni di equi-coercitivita, che la successione dei
minimi di Fj, converge ad minimo della funzione F.

4.1 Disuguaglianze su Insiemi Compatti e Aperti

Sia X uno spazio topologico e sia (F},) una successione di funzioni da X in R, siano

F' = D-liminf F}, F" =T-limsup F}, .

h—o0 h—o0

Proposizione 4.1.1. Sia U un sottoinsieme aperto di X. Allora

inf F'(x) > lign inf in(fj Fy(z) in[f] F"(z) > limsup inf Fj(x).
xre

zelU —00 TE h—oo €U

Dimostrazione. Facciamo solo la prima disuguaglinza, per la seconda ¢ analogo. Per ogni
x € U abbiamo che U € N (z) e dunque

F'(z) > liminf inf F,(y),

h—oo yeU

dalla definizione di I'-limite. Dunque

inf F'(x) > liminf inf F,(y),

xelU h—oo yeU
che conclude la dimostrazione. O

Proposizione 4.1.2. Sia K un sottoinsieme numerabilmente compatto di X. Allora

min F'(z) < liminf inf Fj(x).
zeK h—oo zeK

Dimostrazione. Intanto, partiamo dicendo che il minimo di F” esiste su K, dal Teorema
1.2.6, essendo F” semicontinua inferiormente su X, per il Lemma 3.1.3. Sia (£},,) una
sottosuccessione di (F},) tale che

lim inf Fj, () = liminf inf Fj(x)

k—oo xeK h—oo zeK
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e sia (yx) una successione in K tale che

lim Fy, (yx) = lim inf Fy, ().
k—ro00

k—oo zeK

Essendo K numerabilmente compatto, la successione (y;) ammette un punto di chiusura
y in K. Per ogni U € N(y) e per ogni m € N esiste k > m tale che y, € U, quindi
ing Fy,(z) < Fy, (yg). Quindi
[AS
liminf inf F),(z) <liminf inf F), (z) <
h—oo z€U k—oo zeU
<1 RTIN RTINS .
= Jim, Filow) = iy, Jof P () = i ot Tl ()

E ora, prendendo 'estremo superirore fra gli U € N (y) otteniamo
F'(y) < liminf inf F .
(W) = Tt Jof Fil)
Poiche y € K, si ha che m1}1{1 F'(x) < F'(y), che conclude la dimostrazine con la disugua-
xe

glianza precedente. O

4.2 Convergenza dei minimi

Il seguente teorema riguarda il valore minimo di una successione di funzioni I'-convergente.

Teorema 4.2.1. Supponiamo che esista un sottoinsime numerabilmente compatto K di
X tale che
inf Fj(z) = inf Fj(x)

zeX zeK
per ogni h € N. Allora F' ammette minimo su X e

min F'(z) = lim inf inf Fj(x).

zeX h—oo zeX

Inoltre, se (Fy) I'-converge ad una funzione F' € X, allora F' ammette minimo su X e
min F'(z) = lim inf Fj(x).
rzeX ( ) h—oco z€X h( )

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.1.1, ponendo U = X si ha che

inf F'(z) > liminf inf F),(x).

zeX h—oo zeX
Per la Proposizione 4.1.2 e per le ipotesi fatte, abbiamo che
inf F'(z) < min F'(z) < liminf inf F,(z) = liminf inf F,(z),
zeX zeK h—oo zeK h—oo zeX

quindi, per la disuguaglianza appena vista, abbiamo che

. / o . / s . .
) = g ) = Bt Juf Ful).

Questo significa che F’ ammette minimo su X.
Ora, se (F},) I-converge ad F', dalla Proposizione 4.1.1, posto U = X, segue che

inf F(z) > limsup in)f( Fu(x),
Te

zeX h— o0

e dunque, grazie all’'uguaglianza qui sopra, abbiamo concluso la dimostrazione. O
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4.3 Successioni equi-coercitive

Definizione 4.3.1. Diciamo che una successione (Fy) é equi-coercitiva (su X ) se per
ogni t € R esiste un sottoinsieme K; di X numerabilmente compatto e chiuso tale che
{F, <t} C K, per ogni h € N.

Proposizione 4.3.2. La successione (F},) € equi-coercitiva se e solo se esiste una funzione
coercitiva semicontinua inferiormente W: X — R tale che Fy, > V su X per ogni h € N.

Dimostrazione. Se una tale funzione ¥ esiste, allora (F}) ¢ equi-coercitiva, essendo {F}, <
t} C{W¥ <t} per ogni h € N e per ogni t € R, e I'insieme K; = {¥ <t} ¢ chiuso, per la
Proposizione 1.1.7(c) e per la Definizione 1.2.3.

Viceversa, se (F},) € equi-coercitiva allora esiste una famiglia (K;);er di sottoinsiemi
di X numerabilmente compatti chiusi, tale che {F, < t} C K; per ogni h € N e ogni
t € R. Sia ¥: X — R la funzione definita ponendo

U(z) =inf{s € R|x € K; per ogni t > s}

con la usuale convenzione che inf ) = +oo. Se (Fj,)(x) < s allora x € K; per ogni t > s,
quindi ¥(z) < s. Dunque ¥ < F}, su X per ogni h € N. Essendo

{(v<st =K

t>s

I'insieme {¥ < s} ¢ chiuso e numerabilmente compatto per ogni s € R. Quindi ¥ ¢
coercitiva e semicontinua inferiormente su X, dalla Proposizione 1.1.7(c). O

Il seguente lemma e una conseguenza della Definizione 3.1.1 e dalla Proprieta 1.1.2.

Lemma 4.3.3. Siano (F},) e (G,) successioni di funzioni da X in R tali che Fj, < G},
su X per ogni h € N, allora

[-liminf Fj, < I'-liminf G}, I'-limsup F), < I'-limsup G, .
h—o0 h—o0

h—o0 h—o0

In particolare, se (Fy,) I'-converge a F' e (Gy) I'-converge a G, allora F < G.
Se H: X — R ¢ una funzione semicontinua inferiormente e H < Fj, su X per ogni
h €N, allora

H< F—li}{gi@ngh < TI'-limsup F}, .

h—o0

In particolare, se (Fy) T'-converge a F', allora H < F.

Il seguente Lemma e una diretta conseguenza della definizione di I'-limite, della
Definizione 3.1.1, e delle proprieta del I'-limite superiore e del I'-limite inferiore.

Lemma 4.3.4. Se (F},) € una sottosuccessione di (Fy,) allora

I-liminf Fj, <T-liminf £}, , I'-limsup F,, > I'-limsup £}, .
h—oo h—o0

h—o00 h—o00

In particolare, se (Fy,) I'-converge ad F in X, allora (F,) I'-converge ad F in X.
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Il seguente teorema riguarda la convergenza dei minimi di una successione equi- coer-
citiva di funzioni.

Teorema 4.3.5. Sia (F},) equi-coercitiva su X. Allora F' e F" sono coercitive e vale

min F'(z) = liminf inf F),(z).

zeX h—oo zeX

Se poi (Fy) T'-converge ad una funzione F in X, allora F' ¢é coercitiva e

pp P = g A
Dimostrazione. Dalla Proposizione 4.3.2 esiste una funzione semicontinua inferiormente
coercitiva ¥: X — R tale che Fj, > ¥ su X per ogni h € N. Allora F” > F' > ¥, dal
Lemma 4.3.3. Quindi F’ e F” sono coercitive, dall’Osservazione 1.2.4, e semicontinue
inferiormente, dal Lemma 3.1.3, e quindi ammettono minimo su X dal Teorema 1.2.6.
Per dimostrare la prima uguaglianza proviamo intanto che

min F'(x) > liminf inf F),(x),

rzeX h—oo zeX

che segue dalla Proposizione 4.1.1, applicata con U = X. E ora e sufficente provare che

min F'(x) < liminf inf F),(x).

zeX h—oo z€X
Assumendo che il membro di destra sia minore di 400, allora esiste una costante ¢t € R
e una sottosuccessione (Fy, ) di (F},) tale che

lim inf Fy, (x) = liminf inf F),(x) <t.
k—oo xeX h—oo z€X
Possiamo inoltre supporre che

inf F},, <t
;gx b

per ogni k € N. Essendo (F},) equi-coercitiva, esiste un sottoinsieme numerabilmente com-
patto chiuso K di X tale che {F}, <t} C K per ogni k € N. Dall’ultima disuguaglianza
segue che I'insieme {F}, <t} ¢ non vuoto, quindi

inf Fiu(w) = Tof Fiu ()

per ogni k € N. Sia G’ = I'-lim inf F},,. Se applichiamo il Teorema 4.2.1 alla sottosucces-

k—o0
sione (Fy, ) otteniamo

. 13 1 . 1 . .
min G'(z) = lim inf F, (z) = liminf inf Fy()
e con questo abbiamo provato che mingex F'(z) < liminf;,_, . inf,cx Fy (), supponendo
F’ < G’ nel Lemma 4.3.4. Se (Fj) I'-converge ad F', applicando la Proposizione 4.1.1 con
U = X abbiamo
inf F(x) > limsup inf Fj(z),

zeX h—oo TEX

e dunque abbiamo dimostrato il Teorema. O
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Dal Teorema 4.3.5 abbiamo visto che l'ipotesi che inf,cx Fj(x) = inf,ex Fir(x) del
Teorema 4.2.1 & soddisfatta se (F},) € equi-coercitiva e [-converge ad una funzione F' che
non e identicamente +o0o. Il seguente esempio mostra come la stessa condizione possa
essere soddisfatta anche se (F}) non e coercitva.

Esempio 4.3.6. Sia X = R e sia Fy(z) = sin(hx). Allora (F},) non é equi-coercitiva,
ma la condizione che inf,cx Fy(z) = infex Fp(x) € soddisfatta, per esempio, prendendo
K =0, 2m].
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Capitolo 5

['-Convergenza negli Spazi Metrici

In questo capitolo ci occuperemo di alcune proprieta dei I'-limiti nel caso in cui X sia
uno spazio metrizzabile, o, piu in generale quando X e completamente regolare. In
particolare, proveremo che una successione equi-coercitiva di funzioni (F},) I'-converge ad
una funzione F' se e solo se

min(F + G)(z) = lim inf (F), + G)(z)

zeX h—oo z€X

per ogni funzione continua non negativa G: X — R.

5.1 Caratterizzazione Sequenziale dei ['-limiti

La seguente proposizione fornisce una caratterizzazione dei I'-limiti in termini delle suc-
cessioni.

Proposizione 5.1.1. Supponiamo che X soddisfi il primo assioma di numerabilita.
Allora la funzione F' é caratterizzata dalle sequenti proprieta:

(a) per ogni x € X e per ogni successione (x,) convergente a x in X vale

F'(z) < liminf F(z3,) ;

h—o0

(b) per ogni x € X esite una successione (xy) onvergente a x in X tale che

F'(z) = liminf Fj,(x,) .

h—o00
La funzione F" é caratterizzata dalle sequenti proprieta:
(¢) Per ogni x € X e per ogni successione (xp) convergente a x in X vale

F"(z) < limsup Fj,(xp) ;

h—o00

(d) Per ogni x € X esite una successione (xy) onvergente a x in X tale che

F"(x) = limsup Fj,(zp) .

h—o00
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Quindi, la successione (F},) ['-converge ad F' se e solo se sono soddisfatte le sequenti
proprieta:

(e) per ogni x € X e per ogni successione (xp,) convergente a x in X si ha

F(z) < liminf Fj,(z) ;

h—

(f) per ogni x € X esiste una successione (xp,) convergente a x in X tale che

F(z) = hh_}rgo Fi(zp) .

Dimostrazione. Sia (xj) una successione convergente a x in X e sia U € N(z). Allora
esiste k € N tale che z;, € U per ogni h > k, quindi ing Fi(y) < Fy(zy) per ogni h > k.
"=

Questo implica che

o < Tim
h}{ggf;g{f] Fu(y) < hgr_l)g)lf Fi(xp),

lim sup inf Fj(y) < limsup Fj(zp)

h—oo YEU h—o0

per ogni U € N (z), quindi

F'(z) <liminf Fy(z;)  F"(z) < limsup Fj(xp,) .
h—o0 h—so0
Questo prova sia (a) e (c¢). Si noti il fatto che non abbiamo utilizzato il fatto che X
soddisfa il primo assioma di numerabilita.

Per dimostrare (b) fissiamo = € X tale che F'(z) < +o00. Sia (Uy) una base numerabile
per il filtro degli intorni di z tale che Uy C Uy per ogni k € N e sia () una successione
convergente a I’(z) in R tale che s, > F'(x) per ogni k& € N. Dalla definizione di F'(x)
abbiamo

> liminf inf F)
o> it Jag, Fhlv)

per ogni k € N, allora esiste una successione strettamente crescente di interi (hy) tale che

> inf F
se > lnf Fay(y)
per ogni k € N. Quindi, per ogni k£ € N esiste y;, € Uy tale che s > Fj, (yx). Definiamo,
ora, la successione (xy) ponendo z;, = yx, se h = hy, per qualche k € N, e z;, = x se h # hy,
per ogni k € N. Essendo z;, € Uy, per ogni h > hy, la successione (x5,) converge a z in X,
e poiche zj, = yi, abbiamo
F'(z) = lim s > liminf F), (yx) > liminf Fj,(x,) .
k—oo k—o0 h—o0

La disuguaglianza opposta discende direttamente da (a).

Per dimostrare (d) fissiamo = € X tale che F”(z) < +o00. Sia (Uy) come sopra e sia

(tx) una successione decrescente convergente a F”(z) in R tale che t, > F"(z) per ogni
k € N. Dalla definizione di F”(x) abbiamo

tr, > limsup inf F,(y)

h—oo YEU
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per ogni k£ € N, quindi esiste una successione strettamente crescente di interi (hy) tale
che

ty > yienli Fu(y)

per ogni h > hy. Questo implica che per ogni h > hy, esiste y?' € Uy tale che t;, > Fj,(yF).
Definiamo la successione (z;,) ponendo x, = = se h < hy, e xj, = y,’,f se hy < h < hgys.
Essendo x;, € Uy per ogni h > hy, la successione (z,) converge a x in X, e poiche
ty > Fy(xy) per ogni h > hy, otteniamo

F'(z) = klim tr, > limsup Fy(xp,) .

—00 h—o0

E la disuguaglianza opposta deriva da (c).
Il fatto che (F}) I'-converge ad F' se e solo se valgono (e) ed (f) discende dai punti

(a), (b), (¢) e (d). O

5.2 Caratterizzazione dei I'-limiti negli Spazi Com-
pletamente Regolari

Definizione 5.2.1. Uno spazio topologico X si dice completamente regolare se per
ogni x € X e per ogni intorno U di x esiste una funzione continua G: X — [0, 1] tale
che G(x) =0 eG(y) =1 perogniy € X \U.

Ricordiamo che ogni spazio vettoriale topologico € completamente regolare, ed in par-
ticolare ogni spazio metrico ¢ completamente regolare.

La seguente caratterizzazione discende subito dalla definizione.

Proposizione 5.2.2. Uno spazio topologico X é completamente regolare se e solo se per
ogni x € X esiste una famiglia G(x) di funzioni continue G: X — R tali che

(a) G(z) =0 per ogni G € G(z);
(b) G(y) >0 per ogni G € G(x) e per ogniy € X;

(c) per ogni t > 0 e ogni U € N(x) esiste G € G(x) tale che G(y) > t per ogni
ye X \U.

Il seguente teorema mostra che, se X € completamente regolare, allora la I'-convergenza
di una successione (F},) su X puo essere caratterizzata in termini del comportamento della
successione

inf (F)
inf (£ + G)(2)
per una opportuna famiglia di funzioni continue G.

Teorema 5.2.3. Sia X wuno spazio topologico completamente regolare, e sia (Fj) una
successione di funzioni da X in [0,+00]. Inoltre, per ogni x € X, sia G(x) una famiglia

29



di funzioni continue che soddisfano le proprieta (a), (b), (c¢) della Proposizione 5.2.2.

Allora
(C-liminf Fy,)(x) = sup liminf inf (£}, + G)(y),

h—o0 GeG(x) h—oo yeX
(I-limsup Fy)(z) = sup limsup inf (F}, + G)(y)
h—o0 GeG(z) h—oo YEX
per ogni v € X.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione solo della prima disuguaglianza, la seconda si
dimostra in maniera analoga. Prendiamo x € X e definiamo

F'(z) = (I-liminf F,)(x),
h—o00
H'(z) = sup liminf inf (F), + G)(y).
GeG(x) h—oo yeX
Vogliamo dimostrare che F'(z) = H'(z). Siat € R con t < F'(x). Dalla definizione di
F'(x), esiste U € N(x) tale che

t < liminf inf F}(y),

h—oo yeU

e quindi esiste un £ € N tale che
t < inf F
;Iel h(y)

per ogni h > k. Dalla proprieta (c) esiste G € G(x) tale che
t < inf G(y).

yeX\U
E poiche Fj, > 0 e G > 0 su X otteniamo

t< inf (Fy+G)(y)

per ogni h > k, dunque
t <liminf inf (F), + G)(y) < H'(x).

h—oo yeX

Dal momento che la disuguazglianza vale per ogni ¢t < F’(x), abbiamo dimostrato che
F'(z) < H'(z).

Viceversa, fissiamo g € G(x) e € > 0. Poiche G ¢ continua e G(z) = 0, allora esiste
U € N(z) tale che G(y) < € per ogni y € U. Allora si ha

inf (£ < inf (F < inf F
inf (Fi + G)(y) < inf (Fh + G)(y) < inf Fi(y) +e
e quindi
h}{gg}fylg)f((Fh +G)(y) < h}rgloglf;g[fj Fo(y)+e < F'(x) +e
Per la arbitrarieta di G € G(x) e € > 0 otteniamo H'(x) < F'(x). O

Osservazione 5.2.4. Sia X uno spazio topologico completamente regolare e sia F': X —
[0, +00] una funzione non negativa. Per ’Osservazione 3.2.3. abbiamo

(sc” F)(z) = Sup (F + G)(y)

inf
€G(z) yeX

per ogni x € X, e dove G(x) & una famiglia di funzioni continue che soddisfano le

condizioni (a), (b), (c).
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5.3 Equivalenza fra la ['-Convergenza e la Conver-
genza dei Minimi

Lemma 5.3.1. Sia G: X — R una funzione continua. Allora
C-liminf(F, + G) = I-liminf F), + G,
h—o0 h—o0

[-limsup(Fy, + G) = -limsup F, + G.

h—o0 h—o00

In particolare, se (Fy) I'-converge a F in X, allora (F), + G) I'-converge a F + G in X.
Proviamo ora il viceversa del Teorema 4.3.6.

Teorema 5.3.2. Sia X uno spazio topologico completamente regolare, sia (Fy) una suc-
cessione equi-coercitiva di funzioni da X in [0,+o00[ e sia F': X — [0, +00] una funzione
semicontinua inferiormente. Sono equivalent:

(a) (F},) I'-converge a F;
(b) per ogni funzione continua G: X — [0, +o0[ abbiamo

;g)f((F + G)(x) = lim in)f((Fh + G)(x).

- h—o0 x€
Dimostrazione. Supponiamo (a) e fissiamo una funzione continua G: X — [0, +o00[. Al-
lora (Fj, + G) I'-converge a F' + G dal Lemma 5.3.1, allora (b) segue dal Teorema 4.3.6

sulla convergenza del valore minimo di una successione equi-coercitiva di funzioni.
Vicerversa, dal Teorema 5.2.3, per ogni z € X si ha che

(P-liminf F},)(x) = (I-limsup F,)(z) = sup inf (F + G)(y),
h—o0 h—oc0 GeG(x) YEX

dove G(z) indica I'insieme di tutte le funzioni continue G: X — [0, +o00[ tali che G(0) = 0.

Allora (a) segue dall’Osservazione 5.2.4 e dal fatto che F' ¢ semicontinua inferiormente.
O

Consideriamo adesso il caso di uno spazio metrico X.

Teorema 5.3.3. Sia (X,d) uno spazio metrico, sia (Fj,) una successione di funzioni
da X in [0,400[ e sia ®(t): [0, +oo]— [0, +oo[ una funzione continua tale che ®(0) =
0, ®(t) >0 per ognit >0 e ltim+inf<1>(t) > 0. Allora

— 100

(F—li}{I_l)inf Fp)(z) = sup liminf inf (F,(y) + A®(d(y, z))),

A>0 h—oo yeX

(P-lim sup Fj)(x) = sup lim sup ig)f((Fh(y) + AP(d(y,x))) -

h—o0 A>0 h—oo Y

per ogni v € X.

Dimostrazione. Basta usare il Teorema 5.3.3 ponendo, per ogni z € X, la famiglia di
funzioni G(z) di tutte le funzioni G: X — R della forma G(y) = A®(d(y,z)) con \ >
0. O
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Osservazione 5.3.4. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia F': X — [0,400]| una generica
funzione non negativa. Con la scelta Fy, = F nel teorema appena visto otteniamo

(s¢™ F)(x) = sup inf (F(y) + A®(d(y, x)))

A>0 yeX
per ogni x € X.

Teorema 5.3.5. Siano (X,d) e ® come nel Teorema 5.3.3 e siano (F},) una successione di
funzioni F da X in [0, +00] e F': X — [0, 400] una funzione semicontinua inferiormente.
Supponiamo che esista > 0 tale che, per ogni X € X, la successione di funzini

Gn(y) = Fu(y) + p®(d(y, ))

sia equi-coercitiva in X. Sia (N\;) una successione di numeri reali che converge a +00
tale che A\j > p per ogni j € N. Allora sono equivalenti:

(a) (Fy,) I'-converge a F in X;
(b) per ogni j € N e per ogni x € X

inf (F(y) + \;®(d(y,z))) = lim inf (Fj(y) + \;®(d(y, x))).

yeX h—oo yeX

Dimostrazione. L’implicazione (a) = (b) € la stessa dimostrazione vista nel Teorema
4.2.1. Proviamo allora (b) = (a). Dal Teorema 5.3.2 abbiamo

(T- li}rgiogf Fy)(z) = (D-limsup F)(z) = sup inf (F(y) + A\;®(d(y, z)))

h—00 jeEN y€X

per ogni x € X. Dunque si conclude grazie all’Osservazione 5.3.4 e dalla definizione di
semicontinuita inferiore. O
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Capitolo 6

Esempio - Transizione di Fase

Questo capitolo e dedicato ad un classico problema in cui si utilizza il concetto di I'- con-
vergenza. Vedremo solo i concetti essenziali senza addentrarci nei dettagli.
Seguiremo il libro [2].

Consideriamo un fluido, sotto oppurtune condizioni di isotermia, contenuto in una
regione limitata €. Denotiamo la concenrazione di fluido con la funzione u: 2 — [0, 1],
dunque le configurazioni di equilibrio sono quelle che minimizzano una certa energia che
dipende da u, avendo fissato la massa

min {E(u)|u: Q- [0, 1],/Qudm - 0}

dove I'energia ¢ della forma
E(u) = / W(u)dzx .
Q

La densita di energia W: (0,+00) — R ¢ una funzione con grafico come quello in
Figura 6.1, con due minimi locali.

Per risolvere questo problema di minimo, possiamo considerare il cambiamento di
variabile che manda W in W (u) + cju + ¢2, questo ¢ un cambiamento affine che ha come

v

Figura 6.1: La densita di van der Waals
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a Y
Figura 6.2: La densita di energia dopo la trasformazione affine

unica conseguenza il fatto di dover aggiungere ad F(u) la quantita fissata
/ (cru + o) dr = 1C + 2|9 .
Q

Ora, chiamiamo questa densita di energia W e scegliamo ¢; e ¢ in modo tale che W sia
non-negativa ed abbia esattamente due zeri nei punti « e 3, come in Figura 6.2.

A questo punto, se e soddisfatto il vincolo sulla massa, allora i minimi che stavamo
cercando sono dati da tutte le funzioni u che assumono solo i valori v e 8 e tali che
Jqudx = C. Per queste u le regioni {u = a} e {u = f} si chiamano fasi del fluido e
formano una partizione di €2. Notiamo che il problema di minimo di partenza non fornisce
alcuna indicazione sull’interazione fra le due fasi, che potrebbero essere molto irregolari
o persino dense in ). Ma questo non e quello che si osserva sperimentalmente, infatti
vengono assunte alcune configurazioni particolari, pit precisamente, quelle con la minima
area fra le due fasi. Cerchiamo di capire questo minimal-interface criterion: per evitare
la comparsa di superfici irregolari aggiungiamo un termine contenente la derivata di wu,
chiamato perturbazine singolare, che puo essere interpretata come una piccola seperficie
di tensione fra le due fasi. Il problema originario si trasforma in un problema in cui
compare il parametro €, ed ¢ della seguente forma

min{/ﬂ(W{u)+€2|Du|2) d:z::/gudx:C}.

In questo caso si richiede una maggiore regolarita alla funzione u. La soluzione, infatti,
ha la seguente forma
dist (z, S ))

€

ue(x) =~ u(x) + u <

dove u: Q@ — {a, f} & una funzione di transizione di fase con una superficie minima S in
Q, u;: R — R euna funzione che tende a 0 all’infinito, che assicura il profilo ottimo fra
le fasi per € > 0.

Questo e il procedimento usuale e si puo provare rigorosamente usando la I'-convergenza.
Possiamo fare il disegno nel caso unidimensionale, in cui v ¢ una funzione con un unico
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Figura 6.3: Comportamento dell’approssimazione tramite transizioni di fase

punto di discontinuita. Nella Figura 6.3 sono disegnate le funzioni u, per alcuni valori di
€.

Il comportamento delle u, non e facilmente deducibile dal problema di cui stavamo
parlando sopra, ma si deduce piu semplicemente se lo riscriviamo nella seguente forma

min{/Q (Wé“) +e|Du\2> dz - /Qudx - C}.

In questo modo si vede come i due termini diano lo stesso contributo all’integrale per e
che tende a 0 per una successione minimizzante. A livello qualitativo, il primo termine fa
tendere u ad « 0 a 3, mentre il secondo termine fa si che la superficie superflua diminuisca.
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