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INTRODUZIONE

Basandosi sugli studi di H. Hopf [8], M. do Carmo, J.L. Barbosa [5], e so-
prattutto sulle pagine di H.C. Wente pubblicate nel 1991 nel Pacific journal
of mathematichs 4], questa tesi esamina un teorema legato al problema iso-
perimetrico in R™: trovare 'insieme che racchiude un volume fissato ed ha
perimetro (area di bordo) minimo.

La soluzione ¢ la sfera. In questo problema il bordo ¢ un’ipersuperficie em-
bedded orientabile e compatta.

La minimalita dell’area col vincolo del volume ¢ legata alla curvatura ed alla
stabilita.

La condizione necessaria del primo ordine per la minimalita e che la frontiera
deve essere un’ipersuperficie con curvatura media costante.

La condizione necessaria del secondo ordine ¢ che la variazione del seconda
dell’area con vincolo del volume deve essere non negativa.

Nel 1958 A.D. Alexandrov ha mostrato che le sfere sono le uniche ipersuper-
fici embedded in R", n > 3 compatte a curvatura media costante [7]. Non
ha usato la stabilita. Hopf ha congetturato la validita di questo risultato an-
che per il caso immersed [8], tuttavia nel 1982, Wente [3] e I'anno successivo
Hsiang, Teng and Yu [9] hanno trovato dei controesempi a tale congettura.
In particolare esistono tori immersi in R? con curvatura media costante.
Nel 1984 do Carmo e Barbosa [5] hanno dimostrato che una ipersuperficie
immersed in R™ compatta, orientabile, con curvatura media costante e stabile
deve essere una sfera.

Nel 1991 Wente ha fornito una dimostrazione alternativa e piu elementare di
questo risultato.

In questa tesi presenteremo la dimostrazione di questo teorema. Il primo ca-
pitolo e allora dedicato alle definizioni fondamentali ed agli esempi. Il secondo
capitolo studia i legami fra area e volume e si conclude con la dimostrazione
del teorema di Wente.



1. IPERSUPERFICI EMBEDDED ED IMMERSED CON
CURVATURA MEDIA COSTANTE

Questo primo capitolo si apre con dei richiami sulle sottovarieta e spazi tan-
genti. Si sofferma poi sul campo normale e sulla mappa di Weingarten.
Vengono dati infine alcuni esempi di sottovarieta a curvatura media costante.

1.1 Superfici embedded ed immersed in R"

Definizione 1.1 (Sottovarieta embedded): Siano k € {1,2,--- 00}, n € N
ede{l,2,--- ,n—1}. Un insieme M C R" si dice sottovarieta (embedded)

differenziabile di R™ di classe C* e di dimensione d, se per ogni # € M
esistono d > 0 ed f € C*(Bs(z); R"%) tali che:

L. Bs(z) N M = {z € Bs(z) | f(z) =0};

2. rango(Jy(z)) = n — d per ogni x € Bs(x).
L’equazione f = 0 si dice equazione locale di M in un intorno di z.
Sopra Bjs(Z) ¢ la palla aperta di R di raggio § centrata in z, J¢(z) € la
matrice Jacobiana di f calcolata in x.

Definizione 1.2 (Parametrizzazione regolare): Sianok € {1,2,--- 00}, n €
N, d e {1,2,---,n — 1}, X C R” un insieme, A C R? un insieme aperto.
Una funzione ¢ : A — R” si dice parametrizzazione regolare di X di classe
C* e di rango d se:

1. p € C*(4;R™);

2. ¢: A— X e bigettiva;

3. rango(J,(&)) = d per ogni & € A;

4. 71 X — A e continua (quindi ¢ ¢ aperta).

Vi ¢ un’identificazione tra sottovarieta e sottoinsiemi che ammettono local-
mente una parametrizzazione regolare grazie al seguente teorema.



1. Ipersuperfici embedded ed immersed con curvatura media costante 5

Teorema 1.1: Siano M CR", k> 1e1 <d <n— 1; sono equivalenti:
1. M & sottovarieta differenziabile di R™ di dimensione d e classe C¥;

2. per ogni & € M esiste r > 0 tale che M N B,(z) ha una parametrizza-
zione regolare di classe C* e rango d.

Una tale parametrizzazione si dice parametrizzazione locale di M.

Se nella Definizione 1.2 si lasciano cadere le richieste 2 e 4 si ottiene la
definizione di varieta immersed. Come dominio dei parametri al posto di A
si puo prendere una varieta embedded, si veda la Definizione 1.4

Definizione 1.3 (Spazio tangente per varietd embedded): Sia M una sotto-
varieta, differenziablie di R™ di classe C* e dimensione d. Lo spazio tangente
ad M in un punto x € M ¢é 'insieme T, M costituito da tutti i vettori v € R"”
per i quali esiste una curva v : (—=6,8) — M, § > 0, di classe C'! tale che

1(0) =z e 7(0) =v.

Lo spazio tangente T, M & uno spazio vettoriale (reale) di dimensione d.
Infatti puo essere descritto nei seguenti modi:

1. Se f = 0 e un’equazione locale per M in un intorno di x, si ha:
T.M = ker(df) ={v eR" | df(z)(v) =0}
dove df (z) & il differenziale di f calcolato in x;

2. Se ¢ : A — R" A C R?aperto, ¢ una parametrizzazione locale di M
per cui esiste £ € A tale che ¢(&) = z, allora:

T.M = im(dp(§)) = {dp(&)(w) € R" | w e R}

Per definire le sottovarieta immersed, bisogna estendere la nozione di diffe-
renziabilia a funzioni che come dominio non hanno necessariamente un aperto
di R

Siano D C R? un insieme e f : D — R™. Si dice che f & di classe C*, k > 1,
se esistono un aperto A C R? ed una funzione g € C*(A;R") tali che D C A
eglp=[.

Poi, diremo che f & un diffeomorfismo di classe C* se ¢ di classe C*, bigettiva
sull'immagine e con inversa di classe C*.

Siano M una sottovarieta differenziabile di R™ di classe C* e dimensio-
ned pe M,veT,M ~: (=60) — M una curva in M tale che
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v(0) = p, ¥ (0) =vesia X : M — R" un campo vettoriale. Si puo
allora definire, se esiste, la derivata di X rispetto a v in p:

DX () — tim X0 = XC0))

t—0 t

Se X € C*(M;R") allora per ogni p € M e per ogni v € T,M & ben de-
finita la derivata direzionale D, X (p).
Si definisce allora il differenziale di X come la seguente applicazione lineare:

dX(p): T,M - R", v+~ D,X(p).

1l differenziale dX (p) ¢ lineare perché se X ¢ un’estensione locale di X in p
allora per ogni v € T,M vale dX (p)(v) = dX (p)(v).
Se dX (p) & iniettivo per ogni p € M allora si dice che X & un’immersione.

Definizione 1.4 (Sottovarieta immersed): Sia M una sottovarieta differen-
ziabile di R™ di classe C* e dimensione d e sia ¢ € C*(M;R") un’immersione.
La coppia (M, ¢) & detta sottovarieta smmersed di R™ di classe C* e dimen-
sione d.

Con il Teorema 1.1 e con la caratterizzazione data dello spazio tangente,
si trova il legame tra sottovarieta embedded ed immersed espresso nella
seguente osservazione.

Osservazione 1.1: Sia M una sottovarieta differenziabile di R™ e sia (M, ¢)
una corrispondente sottovarieta immersed. Allora per ogni p € M e per
ogni parametrizzazione locale v di M attorno a p esiste un aperto U di M
tale che ¢(U) e sottovarieta embedded di R™ con parametrizzazione regolare

wo1p e C*U,p(U)), con U := =1 (U).

Osservazione 1.2: Sulla base dell’Osservazione 1.1 si puo definire lo spazio
tangente ad una varieta immersed (M, ¢) nel seguente modo:

To(p) (M, ) = im(dip(p)).

La prima forma fondamentale di una sottovarieta M C R™ calcolata in un
punto p € M & il prodotto scalare (standard) di R" ristretto a 7,,M:

L() : TyM X T,M = R, (u,0) = {u,0).
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Per una sottovarieta immersed (M, ) si considera I,y con p € M, grazie
all’Osservazione 1.1.

1.2 Mappa di Weingarten e curvatura media

Da ora saranno considerate solo sottovarieta differenziali (embedded ed im-
mersed) di R" di dimensione n — 1, chiamate ipersuperfici. Inoltre si con-
sidera R"™ come spazio euclideo, ossia dotato del prodotto scalare standard
(,):R"xR" - R.

Per definire la mappa di Weingarten, & necessario introdurre preliminarmente
il campo normale ad un’ipersuperficie. Si parte col caso embedded.

Dato p € M, T,,M ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n—1, di conseguenza
esiste v € R" tale che T,M~* = (v) (spazio generato da v).

Quindi per ogni p € M si puo definire N(p) come uno dei due vettori orto-
gonali a T, M di norma 1. Fatta questa scelta per ogni punto di M, ¢ ben
definito un campo vettoriale N : M — R™ detto campo normale.

Se ¢ possibile fare una scelta di N(z) di modo che il campo normale sia
continuo, si dice che Iipersuperficie € orientabile. In questo caso, quando si
considera un suo campo normale s’intende uno continuo.

Data un’equazione locale f = 0 e una parametrizzazione locale ¢ di M per
uno stesso punto p € M, fissata una base ordinata (uy, ..., u,_1) del dominio
di parametrizzazione e posto ¢ := ¢~ !(p), si ha:

N(p) € (Vf(p)) = (D1(q) A ... A On_19(q))

Dove v1 A... Av,_1 indica il prodotto esterno di vettori di R™ e 0; ¢ la derivata
parziale rispetto a u;
Di conseguenza, nei due casi, ¢ vera una della due alternative:

e Per 'equazione locale:

N(p) = m oppure N(p) = _m

IVf(D) Vi)
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e Per la parametrizzazione locale:

O1p(q) A ... N On_10(q)
Nip) = ||3190(q) Ao A duap(@)] PP
 0ip(g) N N Onap(q)
Np) = 10vp(@) A o A Burp(a)]]”

Si possono sempre prendere delle parametrizzazioni e delle equazioni locali
che diano le formule col segno +. Infatti se ’equazione locale soddisfa il caso
del segno —, ¢ sufficiente prendere come nuova equazione locale —f = 0.

Se ¢ invece la parametrizzazione locale ad avere il segno —, per la proprieta
alternante del prodotto esterno prendendo come nuova base del dominio di
parametrizzazione {w; = ug, wy = Uy, W3 = Ug, ..., Wy_1 = Uy_1} Si rientra
nel caso desiderato.

Il campo normale ad una ipersufercie immersed puo essere definito in modo
analogo.

Sia (M, p) sottovarieta immersed di R™. Dato p € M, si definisce come
N(p(p)) uno dei due vettori ortogonali a T, (M) di norma 1; in questo
modo ¢ ben definito il campo normale a (M, ) N : (M, p) — R™.

Sia M ¢ orientabile, p € M e 1 una parametrizzazione locale di M attorno

a p (con base opportuna del dominio) tale che, posto ¢ := 1)~!(p), si abbia

(@A AB_1(q)
N(p) = To1(@) A Adn—19(q)]|
Allora si ha:

e che y o 1) sia parametrizzazione locale per ¢(p).

N(p(p)) = (1.1)

1000 0) (@) A - A Bl o D))

Segue ora una formula che servira a mostrare come la derivata direziona-
le del campo normale stia nello spazio tangente.

Siano M una ipersuperficie di R”, p € M, v € T,M, v : (=4,6) — M una
curva tale che v(0) = p, 7 (0) =vesiano X : M - R", Y : M — R"
campi vettoriali per cui la derivata direzionale & ben definita. Allora si ha:

(X (7)), Y (v(1))]'(0) = (Do X (p). Y (p)) + (X(p), DuY (p)) (1.2)
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Infatti,

(X (v(®), Y ()] (0) = lim

t—0 t

t—0

+ lim <X(7(0)),

t—0

Passando al limite si ottiene proprio la (1.2)

Se X,V € CYM;R") la (1.2) diventa D,(X,Y)(p) = (D, X(p),Y(p)) +
(X(p), D,Y (p)). In altre parole la (1.2) afferma che la connessione lineare
standard (connessione di Levi-Civita) rende la metrica parallela, ¢ cioé una
connessione metrica.

Se M & almeno di classe C?, derivando l'identita (N (p), N(p)) = 1 perp € M,
con la formula (1.2) si ricava:

(D,N(p), N(p)) =0 V¥pe M,veT,M.

Ossia D,N(p) € T,M per ogni v € T,M. Quindi si puo definire la mappa di
Weingarten:
L,:T,M—T,M, v~ D,N(p).

Osservazione 1.3: La mappa di Weigarten ¢ autoaggiunta rispetto alla pri-
ma forma fondamentale.

Infatti, se v e w sono vettori (campi) tangenti ad M si ha:

(D,N,w) = D,(N,w) — (N, Dyw) = —(N, D,,v + [v,w])
= —(N,Dyv) = =Dy (N,v) + (D,N,v) = (D,N,v)

Si ¢ usata la formula (1.2) ed il fatto che [v,w] & un vettore dello spazio
tangente.

Definizione 1.5: Per 1'Osservazione 1.3 gli autovalori di L, sono reali e si
chiamano curvature principali di M nel punto p. La media di tali autovalori
e detta curvatura media di M in p :




1. Ipersuperfici embedded ed immersed con curvatura media costante 10

1.3 Esempi di ipersuperfici in R" con curvatura media
costante

Esempi di ipersuperfici embedded

e Iperpiano
Un iperpiano M in R™™! puo essere parametrizzato da:

(xy, oy xy) = (T1,...,2,,0), x; € R Vie{l,...,n}

I vettori tangenti sono i vettori del piano stesso, di conseguenza si puo
prendere come campo normale il vettore N = (0, ...,0,1).

Il differenziale del vettore normale ¢ allora la funzione costantemente
nulla, di conseguenza tutte le curvature dell’iperpiano sono 0.

Quindi la curvatura media di M ¢ 0.

e Palla
Data una palla M in R"™! centrata in 0 e di raggio R, una sua regione
puo essere parametrizzata da:

(1, oy ) = (21, oy Ty /R — (32 + oo + 22))

con (x1,...,z,) € Br(0) C R™
Se {e1, ..., en11} ¢ la base usata per R"*! una base per i vettori tangenti
¢ data da: .

7

VR — (a3 + ... +a2)

Come campo normale N (xq, ....x,+1) ad una sfera si puo prendere allora
) +

I'identita divisa per R, funzione che coincide con il suo differnziale.

Quindi le sue curvature sono tutte pari a % e cosl pure la sua curvatura

media.

Op =€ —

€n+1

e Cilindri
Data la palla Bp(0) C R*! sia M C R™! il prodotto cartesiano
BR(()) x R"F.
Una regione di M puo essere allora parametrizzata da:

V(XL ooy Ty Y1y ooy Ynk) = (X1, oy T, \/R —(x14 o+ TR), Y1y s Ynk)

con (z1,...,xx € Br(0)) e y; € R.
Se {e¥,....e¥, exy1, €y, ..., .} & la base usata per R"™! una base per i
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vettori tangenti ¢ data da:

axz,l?D = eza'c -

X

\/R— (x1+ ... + zx)

N )
Ck+1, ayz¢ =€

Quindi si puo prendere come campo normale

1
N(ug, ooy Ups1) = E(ul’ sy Uk, 0, ..., 0)

che coincide con il suo differenziale. Di conseguenza le curvature sono

0 oppure %, la curvatura media ¢ costantemente .
R nR

¢ Onduloide.
L’onduloide in R? ¢ una superficie di rotazione ottenuta guardanto alla
traccia di un fuoco di un ellisse che ruota senza strisciare lungo un asse
e facendo ruotare attorno a tale asse tale traccia. Sia sn(u, k) il seno di
Jacobi, dn(u, k) la funzione ellittica di Jacobi e siano F(z, k) I'integrale
ellittico del primo tipo e F(z, k) l'integrale ellittico del secondo tipo
con k un valore fissato tra 0 ed 1. Sia a la lunghezza dell’asse maggiore
dell’ellisse ed e la sua eccentricita.
Allora il profilo dell’onduloide ¢ parametrizzato da ¥ (u) = (z(u), y(u))
conu € Re

z(u) = —a(l—e)(F(sn(u, k), k)+F(1,k))—a(l4+e)(E(sn(u, k), k)+E(1, k))
y(u) = a(l +e)dn(u, k).

Cio che si ottiene e una superfice orientabile, a curvatura media costan-
te, ma non compatta.

Tra gli esempi presentati, solo la palla ¢ compatta. Vale infatti il seguen-
te teorema dimostrato da Alexandrov [7] con la famosa tecnica dei "primi
mobili".

Teorema 1.2: Sia 2 C R", n > 3, un aperto limitato con frontiera M = 0f2
di classe C2.
Se M ha curvatura media costante, allora e una palla.

La frontiera M = 0f) e una ipersuperficie embedded orientabile.
L’estensione del Teorema 1.2 alle ipersuperfici immersed (orientabili e com-
patte) ¢ falsa. Controesempi sono i "tori di Wente" [3].

Teorema 1.3: Esiste un’immersione ¢ : R? — R? tale che ¢(R?) sia un toro
topologico con curvatura media costante.

Nel prossimo capitolo si vedra che aggiungendo l'ipotesi di stabilita, il risul-
tato di Alexandrov si estende alle ipersuperfici immersed.



2. TEOREMA DI WENTE, BARBOSA E DO CARMO

In questo secondo capitolo si richiamano le definizioni di area e di volume
per ipersuperfici immersed e si studia in quale modo siano in relazione I'una
con l'altra. Si ottiene quindi la caratterizzazione dell’area come derivata del
volume.

Si passa poi alla definizione di stabilita ed a dei risultati preliminari alla
dimostrazione del teorema di Wente, Barbosa e do Carmo. Si chiude con la
dimostrazione del teorema.

2.1 Definizioni di Area

Sia (M, ) una ipersuperficie immersed compatta di R™.

Per I’Osservazione 1.1, per ogni p € M esiste una sua parametrizzazione
locale ¥, € C*(U,;V,) con V, aperto di M tale che p o, € C*(Uy,; o(V,)) &
una parametrizzazione regolare. (V},),en € un ricoprimento aperto di M che
¢ compatta, dunque possiede un sottoricoprimento finito (V;);—1,_¢. Esso puo
essere disgiunto considerando By = V; e B; := V; \ {U/Z] V;} per 2 < i < (.
Le restrizioni ;| v(B,) © ©o1;|y-1(p;) SONO ancora parametrizzazioni regolari.
La definizione geometrica di area per (M, ¢) ¢ allora:

AM) = [ dS 3= 32 [ Ao (0 (oo () o

dove dz ¢ la misura di Lebesgue in R™ e D; := ¢~1(B;).
Questa definizione di area ¢ ben posta, ossia se w; : E; — D; con E; C R*!
aperto e un diffeomorfismo, allora usare v; o 1; o w; € indifferente.

Un altro modo per misurare sottoinsiemi di R™ ¢ mediante le misure di
Hausdorff.

Definizione 2.1 (Misura di Hausdorff): Siano A C R", 0 < s < 00, 0 <
0 < 0o. Si definisce

H5(A) = inf {Zws (dm;q> | Ac |Gy, diamC; < 5}
j=1

=1
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s

dove wy := #il)’ con I' funzione di Eulero. Si pone

H*(A) = im H3(A) = sup Hj(A).

6—0 5>0

H*(A) & detta misura di Hausdorff s-dimensionale di A.

Le misure di Hausdorff sono legate alla definizione geometrica di area tramite
la "formula dell’area" (si veda [2]).

Teorema 2.1 (Formula dell’area): Sia f : R” — R™ con n < m una funzione
Lipschitziana iniettiva. Allora per ogni insieme Lebesgue-misurabile A C R"

vale:
/A Vet ((Jp(@)) (Jy(x))) dx = H"(f(A)).

Da questa formula segue che se (M, ) & una ipersuperficie immersed con ¢
iniettiva, allora A(M, ) = H" " (p(M)).

2.2  Area come derivata del volume

Si vuole vedere I'area di una ipersuperficie come derivata del volume che essa
racchiude. Quando si tratta della frontiera OB di un insieme B C R", allora
la nozione di volume ¢ chiara, ¢ la misura di Lebesgue L£"(B).

Nel caso di una ipersuperficie immersed la definizione di "volume della regio-
ne racchiusa" puo essere data nel seguente modo.

Siano (M, ¢) un’ipersuperficie immersed di R™ orientabile, (V;);—1, ¢ un rico-
primento disgiunto di M tale che ciscun V; sia parametrizzato regolarmente
da una 1; € C*(D;;V;) e ciascun o(V;) sia parametrizzato regolarmente da
i 01; e per ogni i, per ogni g € D; valga la formula (1.1). Allora si definisce
volume di (M, p):

L
VOLe) = [ eV dsi= 3 [ (g0 )@, N((po v @) ds

n

dove dS := y/det((Jop, () H(Jpoup, (2))) dx € 'elemento geometrico d’area.
por; po;

In questo modo si estende la nozione naturale di volume. Sia infatti 0B
la frontiera (regolare) di un aperto limitato B C R™. Con ¢(z) = z identita,
per il Teorema della divergenza si ha (N é la normale esterna):

A(9B, ) = 1/ (0, N dS = :L/Bdiv@p)(x) de = 1/Bn dz = L"(B).

n JoB n
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Osservazione 2.1: Siano (M, ) un’ipersuperficie immersed di R™ di classe
Ck con k > 2, M compatta ed orientabile, ed N campo normale di (M, ).
Allora esiste € > 0 tale che per ogni t € (—¢,¢), (M, +t(IN o)) ¢ ancora
una ipersuperficie immersed di R”, ma di classe C*~1.

La dimostrazione e elementare e puo essere omessa.
Si puo ora esprimere il legame tra area e volume.

Teorema 2.2 (Area come derivata del volume): Sia (M, ¢) una ipersuperfi-
cie immersed orientabile compatta di R” di classe C* con k& > 2, allora si

ha:
dV (M, +tN o)

dt
E sufficiente dimostare il Teorema 2.2 nel caso di una ipersuperficie embed-
ded.

Nel seguito M & un’ipersuperficie di R™ di classe C* con k > 2, compatta ed
orientabile. E inoltre fissato un campo normale (continuo) N su M.

|t:0 = A(Ma ()0)

Servono alcuni fatti preliminari sulla funzione distanza da M (i seguenti
Teoremi sono tratti da [1]). Sia d : R — R la funzione

r—d(x)=inf{||ly—z| : ye M}.
La funzione distanza d e Lipschitaziana con costante di Lipschitz 1.

Teorema 2.3: Esiste un intorno U di M tale che per ogni z € U esiste un
unico y € M tale che d(x) = ||z — y|| e inoltre d € C*(U \ M).

Si veda [1] Teorema 4.4.10.

Teorema 2.4: Per ogni p € M esistono W c R ! aperto, € > 0 e ¢, : W —
M parametrizzazione locale tali che la funzione ®, : W x R — R" definita
da ®,(u,t) = ¥,(u) + tN(¢p(u)) verifica:

1. V,:= ®,(W x (—¢,¢)) & aperto di R";
2. @, : W x (—¢,¢) — V, ¢ diffeomorfismo di classe C*1,

Si veda [1] Lemma 4.4.7. Date m; la proiezione sulle prime n — 1 coordinate
e my la proiezione sull’n-esima coordinata, si definisce:

0p: Vp— (—€,€), ©— (myo CID;l)(:c),

&:Vp—= M, x5 (Ppomod ) (z).

Allora si ha il seguente Teorema (si veda [1] Teorema 4.4.15)
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Teorema 2.5: Si ha g, € C*(V,;R) e |o,(z)| = d(x) per ogni x € V,,.

Sia U l'intorno dato dal Teorema 2.3 e sia V' := U N (Upeps V). Dato z € V
esiste p tale che x € V), quindi si possono definire (perché siano buone
definizioni servono i Teoremi 2.5 e 2.3):

Q(I) = Qp('r)’ S(ZE) = fp(x), S VY:

che sono funzioni di classe C* e C*~!, rispettivamente.
Inoltre esiste € > 0 tale che, per ogni t € (—¢,¢) ey € M, y+tN(y) &€ un
elemento di V' e vale:

oly +tN(y)) =t, &y +tN(y)) =y.

Allora grazie all'invertibilita di ®, (Teorema 2.4) ogni x € V puo essere
scritto come:

z=&(z) + o(z)N(£(2)). (2.1)

Conseguentemente si ha:

o(z) = (z — &(x), N(§(2))). (2.2)

Nel seguito V' e l'insieme sopra definito ed e e il minimo tra quello del-
I’Osservazione 2.1 e 'ultimo € usato.

Osservazione 2.2: Sia z € V e sia v € R", allora vale:

Vo(z)(v) = (v, N(£(2)))-

Dimostrazione
Grazie alla formula (2.1) si ha o = y+hN(y), per opportuni h € Red y € M.
Allora o(x) = h e dati v € R" e t € R sufficientemente piccolo, si ha per la
formula (2.2):

o(x +tv) —o(x) _ (N(§(z +tv)), (y + hN(y) +tv—E(x +tv))) —h

t t
— (o, N(e(a + t0)) + <N<§<x ),

(N(y), N(E(w + t0))) - 1] |
t

y—f(;v+tv>>

0
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Per continuita lim, . N(&(z + tv)) = N(y) e dal momento che &(z + tv) =
v(t) € una curva su M tale che v(0) =y e 7/(0) = w € T,M allora:

lim y— &(x + tv)
t—0 t

Inoltre, poiché (N(y), N(y)) =1 si ha:
(V) Ml 00D =1 _ (i, MGl 1) = NGy

=7'(0) = w.

t t
e
Riassumendo:
i 2O 4, vy
O

Vo(z) = N(£(x)). (2.3)

Per per la compattezza di M e per il Teorema 2.5 esiste € tale che per ogni
t € (—¢,€)
M, ={z eV |o(z)=1t}

¢ un’ipersuperficie contenuta in V. Questa ipersuperficie ¢ di classe C*, &
orientabile perché per ogni x € M, & ben definito il campo normale Vo(-) =
N(&(+)) (Formula 2.3) ed ¢ compatta perche antimmagine tramite una fun-
zione continua di un chiuso. Chiaramente My, = M.

Dato t € (0, €) si definisce:

Q={zecV]|0<p(z) <t}
Allora 0€); = M; U M. Si definisce la funzione
A:0,6) = R, ¢t H" (M),

che & continua in 0. Infatti per il Teorema della divergenza, per la formula
(2.3) e per la fomula dell’area (Teorema 2.1):

Ap dx
Q

N ‘/Mtw(f(”:))’W@)> ds + /M<—N($)aV9(x)> dS| = |A(t) — A(0)].
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Allora per il criterio della convergenza dominata:

lim | A(t) — A(0)| = lim /Q Ao dz = 0.
M, puo essere considerata come la superficie immersed (M, id + tN), per
t € (—¢e).

Si usera

Teorema 2.6 (Formula di coarea): Sia f : D C R" — R™, con D aperto,
n > m, una funzione Lipschitziana di classe C'. Allora per ogni insieme
A C D L™misurabile vale:

[ AT @) Ty de = [ (AN £ ) dy

m

Questa formula ¢ tratta da [2], Teorema 777
Si puo ora dimostrare il Teorema 2.2 nel caso di ipersuperfici embedded.
Basta mostare che:

dV (M, id + tN)

—0=A(M).
o = A)
Per il Teorema della divergenza si ha:
1 , 1
Q

)y & L™-misurabile e per il Teorema 2.5 e per la formula (2.1), 0 =d : Q; - R
¢ Lipschitziana. Si usa allora la formula di coarea con A = ), (Teorema 2.6),
tenendo conto che per la formula (2.3) |[Vo(z)] = 1 e che o7 (y) = M, e
U NM,#0<0<y<t Quindisi ottiene:

1(V(M, id+ tN) — V(M) = 1 / " At

Per la continuita di A in ¢t = 0 allora, passando al limite:

t—0

lim 1(V(M, id+tN) — V(M) = A0) = A(M)

Questo termina la prova del Teorema 2.2.



2. Teorema di Wente, Barbosa e do Carmo 18

2.3 Definizione di stabilita e formula per I'area

Sia (M, ) una ipersuperficie immersed compatta ed orientabile di R" e sia,
per un fissato € > 0, (;)ic(—e,) una famiglia di immersioni tale che py = ¢
e con t — () "regolare" per ogni x fissato.

Si definisce M; = (M, ¢4).

Definizione 2.2: Si dice che (M, ¢) ¢ un punto critico del funzionale dell’a-
rea con vincolo di volume se

d
SAM)]izo =0

per ogni famiglia di immersioni (gat)te(_gﬁg) che conservano il volume.

Una condizione necessaria e sufficiente affinché (M, ) sia un punto critico
dell’area con vincolo di volume e che abbia curvatura media costante. In tal
caso I'immersione ¢ ¢ detta stabile se:

d2
ﬁ(A(Mt))‘t:O >0

Nel seguito si considera un’ipersuperficie immersed compatta orientabile (M, )
con curvatura media costante in R™. Allora per ¢ sufficientemente piccoli,
@ +tN o e, per I'Osservazione 2.1, ancora un’immersione.

Sia M un’ipersuperficie orientabile immersed di R" e sia i) una parame-
trizzazione regolare di una sua regione. Allora si ha:

(0i( +tN 09), 0;(¢ +tN 0 1)) =(0inh, 0;90) + t(0i), 05 (N o 1))
+ (0:(N 0 9), 059)
+ t2(0;(N 0 1), 0;(N o 1)).

Per ’Osservazione 1.3 si ha:

(0i( + 1IN 0 ), 0;( + tN 0 1)) =(9y, 0;9) + 26(0i1h, Ly (0;9))
+ t2<aﬂ/’: Lp<Lp<aj¢))>-

Si definisce la matrice P = (0;¢,0;¢) e la matrice W della funzione L,
rispetto alla base {019, ..., 0,—19}. Allora si ha:

(Jysenvop) (Jurenos) = P+ 26PW + t*PW?
= P(I+2tW + t*W?)
= P(I+tW)>.
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Indicando con k; le curvature di M allora vale la relazione

n—1

det (Jw+tNo¢)t(J¢+tNo¢) — det P H (1 - kzt)Q (24)

=1

Proposizione 2.7: L’area A(M,) ¢ pari a

A(M,) = /M ﬁ(1 — kit)dS.

Dimostrazione Sia (B;);—1._¢ un ricoprimento disgiunto di M e siano v, €
C*(D;, B;) parametrizzazioni regolari. Per definizione si ha:

l
A(Mtv 90) = Z:/Dz \/det(<J¢O¢i+NO<P0wi(x))t(J<PO¢i+NOSOO¢¢ (l‘))) dx.

Per I’Osservazione 1.1 e la (2.4) vale:

\/det((onwi+N0<powi (@) (Spop4+Nogoy, (7)) = Vdet Pnl:[ (1= kit),

i=1

da cui segue la tesi.

O

Proposizione 2.8: Se (M, ) ha solo punti ombelicali (cioé punti in cui tut-
te le curvature sono uguali) con curvature non nulle, allora ¢ una sfera.

Dimostrazione Sia 1 la parametrizzazione di una regione di M con dominio
D di modo che, posto o := ¢ o1, o(D) sia un’ipersuperficie embedded (si
usa I’Osservazione 1.1). Che ci siano solo punti ombelicali comporta che
ky = ... = k,—1 = \; allora ogni vettore di T,M ¢ autovettore di L,. Se si
definiscono ¢; := 90 e §; := D;; N (quindi ¢ &§; = Dy, D, N), si ha § = Ao
Derivando opportunamente si ottiene

E12 = A0y + Ao 2
§21 = A\io2 + Aog g

§1,(n-1) = An—101 + A0 (n-1)
g(n—l),l = AMOp1+ )\O'(n—l),l
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sottraendo membro a membro opportunamente

/\20’1 — )\10‘2 =0

An—101 — Ai0p—1 =0

Per I'indipendenza dei vettori tangenti allora deve essere \; = ... = \,_1 = 0,
quindi A\ deve essere costante.
Per ipotesi A # 0 allora d := 0 — %f risulta essere costante, dal momento che

segue che

1
:d —
o —I—)\ﬁ

¢ una porzione di sfera di centro d e raggio % :

2.4 Teorema di Wente, Barbosa e do Carmo

In questa sezione si dimostra il teorema principale della tesi.

Teorema 2.9: Sia (M, ) una ipersuperficie immersed in R™ di classe C* con
k > 2, orientabile a curvatura media costante (non nulla) e compatta. Se ¢
¢ stabile, allora (M) ¢ una sfera di R+

Dimostrazione Considerando ¢; = p+tN o, I'area di superficie di M, risulta
essere per la Proposizione 2.7

A(Mt) =ag+ (th + ...+ an,ltnfl,

dove

ag = /M dS = A(M),

a = —/ (k1 + ... + ky_1)dS = —(n — 1)Hay perché H ¢ costante,
M

aj; 1= (—1)J /M deS, Hj = Z ki1---kij7 j = 2,...,77, —1.

1<ii<...<ij<n—1
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Per il Teorema 2.2 si ha:
V(M) = v + vit + vat? + ... + v,t"

con vy = V(My), v1 = ag, 2v3 = a; e cosi via.

Le immersioni ¢; non preservano il volume. Si introduce allora un parametro
s := s(t) in modo che I'immersione ®] := sy, preservi il volume. Indicando
con M; lipersuperficie (M, ®7) si ha:

A(M;) = 5" A(M:)

V(M) = s"V(M,)

Per definizione di s si ha V(M) = vy, quindi deve essere

S=

(2 Un -
s = <1—|—t—|—...—|—tn>
Vo Vo

Sviluppando in serie s™ allora si ottiene:

] N
R L (Ult+ 2y Ut")

n Vo Vo Vo
n(2n—1) /v v Up o\ 2
+ (72) (1t + 224+ .+ t”) + ...
2n Vo Vo Vo

e e [ () (e

Sostituendo quanto trovato nella fomula dell’area si ha:

A(M}) = ag + [_n ! <U1> ag +a1} t+

n Vo
n(2n—1) /fv1\2 n-—1 /v n—1/v
+{[(2) (1) — <2>‘| a0+— (1> a1+a2}t2+...
2n Vo n U n Vo

Si definisce A(t) := A(M}). Deve essere A'(0) = 0 perche M ¢ punto critico
dell’area con vincolo di volume. Da cio si ricava:

ap+nHvyy=0 = o _ —nH.
Vo

Sostituendo allora tutte le relazioni trovate nella derivata seconda dell’area,

A"(0), si trova:
Km . 1)22— (n— 1>H2> - HQ] ”

A"(0) = — /

M
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Esplicitando la funzione integranda si ha

(n—2)(n—1)*H*—-2(n—1)Hy =

(n—2) (Zn—1k> 2(n—1>( > ’f"%)

1<i<j<n—1
= (n—2) (Zxﬁ) +2(n —2) (Zkk) —2(n—1) (Zkk)
1<j 1<J
(n—2) (Zk2>—2<2kk)
1<)
Ma vale anche
n—17—1
Dk +E) =D > (K + k)
i<j j=2 i=1
-1 n—17—1 n—1 n—1 n—1
G=DE+D 3= 0G-DE+> > K
=1 7j=21i=1 j=1 i=1 j=i+1
n—1

]:

n—1
Z(]—le—l—Zn—l—z)k? (n—2)Y k7
=1

e sostituendo si ottiene

(n—2)(n—1)*H*—-2(n—1)H, = (n—2) ZkQ (Zklkj) = (ki — k).

i<j i<j

Dunque usando 'ipotesi di stabilita si trova

A"(0) = —2(711_1) /M (Z(k - k:j)Q) ds > 0.

1<)

Dal momento che la funzione integranda ¢ non negativa, deve essere A”(0) <
0 e I'unica possibilita e che la funzione integranda sia pari a 0; cio € pos-
sibile se e solo se tutte le curvature k; sono uguali ossia tutti i punti di M
sono ombelicali. Essendo la curvatura media non nulla, si conclude con la
Proposizione 2.8.

O
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