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Introduzione

Per i pionieri della Teoria della Misura, agli inizi del Novecento, la necessita
di misurare “aree k-dimensionali” in spazi di dimensione n > k e di asse-
gnare una “dimensione” ai sottoinsiemi di R™ rappresentava un problema
aperto: i lavori di C. Carathéodory (Uber das lineare Maf} von Punktmen-
gen, 1914) e F. Hausdorff (Dimension und dufleres Maf) posero le basi del-
I’approccio classico al problema, con la definizione di misura di Hausdorff
k-dimensionale.

La nozione di contenuto di Minkowski, anch’essa inizialmente teorizza-
ta nel primo Novecento e successivamente sviluppata da H. Federer in [4],
risponde alla stessa necessita, presentandosi dunque come alternativa alla
misura % ci proponiamo in questa tesi di studiare le relazioni significative
tra le due nozioni.

L’intuizione geometrica. Presentiamo qui in maniera naif 'idea alla ba-
se della definizione che daremo, idea che renderemo rigorosa e svilupperemo
nel testo.

Sia 7 : [0,1] — R? una curva nel piano, e supponiamo di voler deter-
minare (ed anzi definire) la lunghezza L(S) di S = 7(]0,1]). Consideriamo
fissato o > 0, l'insieme 1,(S) dei punti che distano meno di o da S. Se §
risulta essere un segmento, per ¢ abbastanza piccolo I,(S) avra forma ap-
prossimativamente rettangolare, e la sua area sara 20L(S) + mo? (si veda la
Figura 1a). Dunque vogliamo che L(S) soddisfi

2
L2(1,(S)) = 20L(S) +0(0) = L(S)= lgﬁ)l D?(QIZ<S))'

Nel caso in cui S sia una linea curva (Figura 1b), 'insieme I,(S) ¢ apparente-
mente una deformazione del (quasi) rettangolo precedente: possiamo aspet-
tarci che il rapporto Df?(giz(s)) dia ancora una buona stima della lunghezza
di S per p che tende a zero.

Si osservi che tale intuizione si adatta facilmente a curve in R3: qui se
S & un tratto di linea retta l'insieme I,(S) assomigliera ad un cilindro di
Z3(1,(5))

mo
D’altro canto, in R? questo metodo sembra poter stimare anche I'area A(S)

altezza L(S) e base mo?; dunque per g infinitesimo si avra L(S) ~
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(a) Un segmento (b) Linea curva

Figura 1: Idea geometrica per la definizione di contenuto di Minkowski

di superficie 2-dimensionali: ad esempio, se S ¢ un compatto contenuto in
un piano, I,(S) ha I'aspetto di un cilindro alto 2 la cui sezione approssima
A(S).

Dunque in generale, dato un insieme S C R™ e un intero k < n, de-
finiremo il contenuto di Minkowski k-dimensionale superiore ed inferiore
rispettivamente come

Z"(1y(S))

n—k ’

n

AF(8) = lim sup LM(L(9)) (IQEE? ME(S) = lim inf
o Wp—kO ¢ Wn-k0
dove I,(S) ={z e R"|d(x,S5) < 0}, e wp— ¢ la misura di Lebesgue della
palla unitaria di R*~*. Tale definizione si estende in maniera naturale a
parametri dimensionali non interi; sara dunque possibile definire la dimen-
sione di Minkowski (superiore ed inferiore) in analogia alla dimensione di

Hausdorff.

Si puo osservare gia da ora che il contenuto di Minkowski non € una
misura nel senso tradizionale del termine, neppure quando i due limiti coin-
cidono. E immediato vedere che .#* non soddisfa I’additivita per insiemi
disgiunti: infatti si ha I,(S) = I,(5), e pertanto il contenuto di Minkowski
di un insieme coincide con quello della sua chiusura; quindi ad esempio se
S = QnN[0,1] vale .#*(S) = .#%([0,1]) = .4%([0,1]\S). Per questa ragione,
nella definizione che daremo al Capitolo 1 ci limiteremo ad insiemi chiusi.

Punti essenziali. Nel Capitolo 2 vedremo alcune caratterizzazioni della
dimensione di Minkowski che ne agevoleranno notevolmente il calcolo. De-
termineremo quindi esplicitamente la dimensione di alcuni frattali noti, ma
mostreremo anche un esempio in cui la dimensione inferiore non coincide
con la dimensione superiore (nella sottosezione 1.3.2), ed un suo comporta-
mento inaspettato: la nostra definizione assegna dimensione non intera al
compatto numerabile {0,1,1/2,1/3, ...}, che ha dimensione di Hausdorff 0.
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Dedicheremo invece il Capitolo 2 allo studio dettagliato delle relazioni
tra 4% e % nel caso in cui k sia intero. Stimando £"(I,(S)) da sotto
e da sopra con la misura di due n-parallelepipedi, il Teorema di Fubini-
Tonelli permette di rendere rigorosa l'intuizione geometrica che ha portato
alla definizione di .#*:

Teorema. Per sottoinsiemi compatti di k-piani, 4% e % coincidono.

Adattando 'argomentazione usata, affronteremo anche il caso di insiemi
HF-rettificabili: per essi la misura di Hausdorff & data da

m m &€ Zzl
K (S) = sup Ziﬂk(m(Kl)) m; € R™ k-piani ,
=1 K; C S compatti disgiunti
in cui abbiamo denotato con 7(K) la proiezione di K su 7; otterremo la
disuguaglianza .#F(S) > #%(S) mostrando che .ZF(K) > Z*(n(K)) per
ogni compatto K C S e ogni k-piano .
Indagheremo infine il comportamento di .#* sull'immagine di funzioni
lipschitziane: il nostro risultato finale e pitt importante sara il teorema che
qui preannunciamo.

Teorema. Sia f : R¥ — R"™ funzione Lipschitz e sia K € RF compatto.
Allora #*(f(K)) = % (f(K)).
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Capitolo 1

Dimensione di Minkowski

1.1 Prime definizioni

Nel seguito, dato un insieme S C R", denoteremo con I,(.5) il p-allargamento
di S (o p-corpo parallelo), cioé l'insieme

I,(S) ={z eR" | d(z,5) <o} = ] Bo(y)
yes

dei punti distanti meno di ¢ da S.
Notazione. Dati 0 < s < n, con n intero, indichiamo con £ la mi-

sura di Lebesgue su R™ e con 4% la misura di Hausdorff s-dimensionale.
Ricordiamo che quest’ultima & definita come il limite per § | 0 di

diam S; < ¢
SQUSZ ’

%S(S) — inf wsz <d1a12n Sz)

=0

in cui per ogni s > 0
73
W = =~
TUT(E41)

La funzione di Eulero I' : Ry — R che compare nella formula precedente &
definita da

o
['(a) :/ e "z Yz, a>0.
0

Si noti che per s = k intero wy, ¢ la misura di Lebesgue della palla unitaria
in R* (si veda ad esempio [7], §7.18).

Definizione 1.1 (Contenuto di Minkowski). Sia .S C R™ un insieme chiuso,
e sia 0 < s < n. Definiamo il contenuto di Minkowski s-dimensionale

1



2 CAPITOLO 1. DIMENSIONE DI MINKOWSKI

inferiore e superiore di S rispettivamente come

ME(S) = liminfw

— )
=0 Wp_s0"°

A (S) = lim sup LMI(5)

00  Wn—s0" %
Se i due valori coincidono, denotiamo il valore comune con .Z*(S).

Idealmente, il contenuto di Minkowski s-dimensionale misura il volume s-
dimensionale di S. Dunque, fissato S C R chiuso, ci chiediamo se esista una
definizione naturale di dimensione legata alla nozione appena introdotta. A
tal fine, mostriamo che vale il seguente lemma.

Lemma 1.1.1. Sia S CR" chiuso, e siano 0 < s <t < n.
(i) Se #2(S) < oo, allora #L(S) = 0.
(ii) Se AL(S) > 0, allora #:(S) = co.

(iii) Valgono le stesse implicazioni per M *.

Dimostrazione. Dimostriamo solo (i) e (ii), essendo la strategia identica per
(ii).

Nel primo caso, si ha

n n t—s
A(S) = liminf 2 Lel5) (Ig(kiz):hminfj Ue($)) wn-se™"
o0 wp—to" ol0  wp_s0"° Wn—t
—_————

()

5 .. . Jj—00 . . .
Per l'ipotesi esiste una successione p; = 0 per cui la prima frazione (x)
converge a un valore finito; poiché ¢ > s, per tali g; vale

L (14,(S)) wnmsf
hm n—s
j7% Wn—s0]

Wn—t

e dunque necessariamente .Z}(S) = 0.
Nel caso (ii), vale similmente

" n s—t
5(8) = liminf 2o e 2 (IQ(SZ) wns0™
Q\LO wn_s Q?’L—S Q\LO wn_tQTL— wn—s
——

(*)

e qui per g abbastanza piccolo (x) € maggiore di una costante m > 0. Quindi
da s —t < 0 segue

Wy s—t
ME(S) > limmm - 2
o0 Wn—s
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Il lemma precedente giustifica la seguente definizione, analoga alla defi-
nizione di dimensione di Hausdorff.

Definizione 1.2. Sia S € R". Definiamo la dimensione di Minkowski
inferiore e superiore di S rispettivamente come

dimy,(S)=inf{0<s<n|#Z(S)=0}=
=sup{0<s<n|#)(S)>0},
dimp(S) =inf{0<s<n|.Z*(S)=0}=
=sup{0<s<n|.#*(S)>0}.

1.2 Caratterizzazioni equivalenti

Ai fini di calcolare agevolmente la dimensione di Minkowski, daremo in que-
sta sezione alcune caratterizzazioni equivalenti. Introduciamo preliminar-
mente alcune notazioni.

Notazione. Sia S un insieme limitato in R", e sia o > 0.

e Chiamiamo N(S,9) € N il numero di ricoprimento di S, cioe il
minimo numero di palle di raggio ¢ necessario a ricoprire S:

k
N(S,0) = min{ keN ‘ S C U By(x;), esistono z; € R" } )
i=1

e Chiamiamo P(S, ¢) € N il numero di impacchettamento di S, cioe
il massimo numero di palle disgiunte di raggio g centrate in S:

P(S, p) = max{k € N|esistono k palle disgiunte B,(z;),
i=1,...,k, conz; €S}

Lemma 1.2.1. Sia S un insieme limitato e sia o > 0. Valgono allora le
sequenti disuguaglianze:

N(S,20) < P(S, 0) < N(s, g)

Dimostrazione. Dimostriamo che N(S,20) < P(S,p): sia p = P(S,0) e
siano By(x1), ..., Bo(xp) palle disgiunte con centri in S. Mostriamo che

p
S g U ng(a:i).
=1

Infatti se € S\ UY_; Boo(2;), allora per ogni y € B,(z) e per ogni i vale

[z —yl = (zi —2) = (y —2)[ = |oi —a| = |y — 2| >20—0=0
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e dunque B,(x) ¢ disgiunta dalle altre p e centrata in S. Cio contraddice la
massimalita di p; abbiamo allora trovato p palle di raggio 2¢ che ricoprono
S.

Dimostriamo ora che P(S,0) < N(S,%). Siano p = P(S,0), N =
N(S,0/2), e siano

By(z1),...,Bg(xp) palle disgiunte centrate in S,
Bg(yl)7 e Bg(yN) palle che ricoprono S.

Ogni z; appartiene ad una B e (yj); e inoltre ciascuna delle B g (y;) contiene
al pitt un punto tra gli x; (altrimenti si avrebbe |z; — ;| < diam Be (yj) = o).

Se ne conclude che dev’essere p < N. O

Caratterizzazione 1 (Ricoprimento). Sia S C R™ limitato. Valgono:

dimM(S)—inf{SZO

lim inf N (S, 0)0* =0 } ,
00

dim,(S) :inf{s >0

limsup N (S, 0)p® =0 } .
00

Dimostrazione. Dimostriamo che vale I'uguaglianza di insiemi
(I
{SE]R liminfwzo}:{szo

lim inf N (S, 520}.
ol wp_s0"F ol0 ( Q)Q
Passo 1. Se N = N(S,0) e S € UY, B,(z;), allora

N
=1

Infatti, sia y € 1,(S5); allora esistono un = € S che dista meno di o da y e
un x; che dista meno di p da x: segue che |y — x;| < 20. Allora vale:

BQQ 371 = (Sa Q)wn(29)n

||Mz

L LS) _ 2

< N(S,0)0°
wn_sgn_s o wn_s ( Q)Q
"W .
= M (S) < lim inf N (S, 0)0°
Wn—s o0

che da l’inclusione D.
PASso 2. Se p = P(S,0) e {B,(y;j)}1<j<p sono palle disgiunte con centri in
S, allora vale banalmente I,(S) D U§:1 By(y;). Dunque si ha, usando il
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Lemma 1.2.1:

p
LM(1o(5)) 2 ZX"(BQ(Z/J‘)) = P(S, 0)wne" = N(S,20)wno"

L LU L wn

Wn—sO" % T 25wy _g

S > : : S
= M (S) = ooy, minf N (5,20)(20)",

N(S,20)(20)°

Wn

che fornisce I’'inclusione C.
La dimostrazione per la dimensione superiore ¢ ovviamente identica. O

Osservazione 1. Dalla dimostrazione precedente otteniamo un’altra infor-
magzione, che stima il contenuto di Minkowski senza ulteriori ipotesi. Nel
Capitolo 2 introdurremo la nozione di rettificabilita di un insieme: in tale
condizione sara possibile migliorare la stima fatta.

Ricordiamo la definizione di (pre)misura di Hausdorff, adattata al caso
in questione:

diam S; < 4p
S C USi

H3(S) =inf{ we Y (dla;n SZ’)

=0

La famiglia di N (S, 2p) palle di raggio 2¢ che ricoprono S ¢ conteggiata nel
calcolo dell'inf: dunque J775,(S) < wsN(S,20)(20)°, da cui, prendendo il
liminf, o,

H°(S) < ws limi%an(S, 20)(20)°.
0

D’altro canto il PASSO 2 della dimostrazione ha fornito

w
5(S) > — liminf N(S, 20)(20)°
AM(S) = 5o, m i (S5,20)(20)%,

da cui

w
K] > n S )
() 2 28&171—5&)8% (5)

Caratterizzazione 2. Sia S C R" limitato. Valgono:

. .. log N(S,0) — . log N (S, o)
dim;;(S) = liminf —-——————= ¢ dimy(S) = limsup —————=.
dimay () = lim nf <52 (8) = timsup A2

Dimostrazione. Dimostriamo che, se vale

1
s> lim inf 28 V(5:0)
0l0 —logo

9
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allora liminf,jo N (S, 0)0® = 0. In tal caso in effetti esistono ¢ > 0 e una
successione infinitesima { o }ren tali che

IOg N(S7 Qk)

<s—e¢ VkeN.
— log o,

Allora (purché gy sia abbastanza piccolo)

log N(S,0r) < —(s —¢)logor = N(S,01)0; ° < 1.
Segue che

Hm N(S,or)o;"0p =0 = 1ir;li})an(S, ok)ef. = 0.

Mostriamo poi che se invece

1
s < lim inf 108 7V(5,0)
0l0 —logo

allora liminf, ;o N (S, 0)0® = oco. Infatti esistono € > 0 e un g > 0 per cui,
per ogni o < 9,

log N(S, o)

>s+e = N(S 007 >1,
—logo

e dunque vale addirittura
lim N (S, 0)o® = lim N (S, 0)0° ™ 0™ ° = cc.
210 (S,0)0 al0 (S,0)0" "0
[

Osservazione 2. Si noti che in questa caratterizzazione possiamo equivalen-
temente utilizzare

N (S, 0) = minimo numero di g-palle chiuse che ricoprono S
anziché N (S, o). Infatti per e >0 (e 0 < p < 1) vale

N(S, (14¢)o) < N(S,0) < N(S,0)

L logN(S,(1+e)o) 1 _logN(S,0) _ logN(5,0)
— log(1+ - — - —
loge 1 goald log 0 log 0
e dunque
N
g (5) = g V52
N(S, )

dimys(S) = limsup ———=.
olo  —logo
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Osservazione 3. E altrettanto equivalente considerare palle (chiuse o aperte)
di diametro p: se

N (S, 0) = minimo numero di palle di diametro o che ricoprono S
si ha N (S, 0) = N(S,0/2) e dunque

log N(S,0) logN(S,%) 1

“loge  —Tog} 1-giEhy

che al limite per p | 0 da quanto voluto.

Alla luce del Lemma 1.2.1, otteniamo anche le rispettive formulazioni in
termini del numero di impacchettamento:

Caratterizzazione 3 (Impacchettamento). Sia S C R" limitato. Valgono:

. .. .log P(S,0)
dim;(S) = liminf —2— "2/
dim,(5) @i%) “log o

log P(S, o)

dimy(S) = lim sup
0l0 - log 0

Dimostrazione. Si tratta di usare un argomento standard di confronto:

log P(S log N(S, ¢
lim infL(’Q) < lim inf Ogg—(Z) <
0l0 —log o 0ol0 —log 5 — log 2
log N(S, & 1
<liminf NS ) L (s,
00 —log 5 1+ 1§g 7
g3
——
o—0 1
lim infM > lim inf log N(S, 20) >
0l0 —log o 0l0 —log2p+ log?2
log N(S,2 1
> lim inf —2 (5, 20) oy = dim/(S).
0l0 —log20 1-— 10‘?2@
——
o0,

Terminiamo con un ultima formulazione. Consideriamo, per g fissato, la
o-griglia di R™ formata dai cubi del tipo

ﬁ [mio, (m; + 1)0] = [m1o, (m1 + 1)0] x -+ X [mpe, (Mmn + 1)0]
i=1

con my,...,my, interi. Chiamiamo M (S, g) il numero di cubi intersecati
dall’insieme S. E possibile esprimere la dimensione di Minkowski in termini
di M (S, o):
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Caratterizzazione 4. Le dimensioni di Minkowski di un insieme limitato
S sono uguali a:

. . log M(S,0) — . log M (S, o)
dim,/(S) = liminf ——————=—= ¢ dimy(S) = limsup —————=
dimy (5) =l of = u(8) =1 o0 —logo

)

dove M (S, o) ¢ il numero di cubi della p-griglia che intersecano S.

Dimostrazione. Chiamiamo C' l'insieme dei cubi che intersecano S.

Ciascuno dei cubi in C ¢ contenuto in una palla di raggio %, avendo

essi spigoli di lunghezza o, e dunque si ottiene un ricoprimento di S tramite
M(S, p). Pertanto N (S, %) < M(S, o), che fornisce

log N(S,2") _ logM(S,0) _logM(S,0) 1
“log 2" T —logo—log ¥t —loge 14 lEu2)
da cui, prendendo il lim inf e usando la Caratterizzazione 2
: . log M(S,0)
dim,,(S) < lim inf —————=~.
dimy (S) < 0l0 —logo

D’altro canto ogni palla B di raggio o/2 & contenuta in al pit 3" cubi di
C': basta prendere il cubo che contiene un punto x qualsiasi di B, e i suoi
limitrofi; allora ogni altro punto di B dista da = meno di g, ed & dunque
contenuto in uno di tali cubi. Quindi M(S,0) < 3"N(S, £), che implica

log N(S, §) +10g3" _ log M(S, o)

log £ — —logo+log2
logN(S,%) log3" - log M(S,0) 1
log £ logg = —logo 11— le2’

log o
Allora per ¢ — 0 otteniamo la disuguaglianza opposta:

) .. dogM(S,p)
dim,,(S) > liminf ————=.
dim,,(S) > =

1.3 Alcuni esempi

1.3.1 Un compatto numerabile a dimensione frazionaria

Sia o > 0 un numero reale, e definiamo

1 1 1
A {o,1,2a,3a, } {na‘n_l}U{O}

Ci proponiamo di determinarne le dimensioni di Minkowski; in particolare,
cerchiamo di stimare N(A,, o) e di utilizzare la Caratterizzazione 2 (con
I’Osservazione 3 per semplicita, ma manterremo la notazione piu leggera

N(Ag, 0)). Per comodita, d’ora in poi chiameremo z, = L.
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STIMA DAL BASSO. Scelto n € N>y, stimiamo la distanza |z,—1 — z,|:

1 1
N T

n® —(n—1)%
n®(n — 1)

i - (G eR)

e quindi, fissato d’ora in poi un qualsiasi v € (0, «), per ogni n da un certo
n in poi si ha

a—y o+
— < -1 — < —.
n(n — 1) 1 = @l n(n — 1)
Dunque se
a—y a—y
- < < -
(n+1)n> — ¢ n(n — 1)

sono necessarie almeno n palle di diametro g per coprire A, (una per ciascun
xj, j=1,...,n):

log N ]
0l0 —log o n—00 _logm
log% 1 1 -1
i (125 gl )
n—00 logn ]Ogn n
1
S T

STIMA DALL’ALTO. D’altronde, ancora nel caso in cui

a-v
(n+1)n> =0

a—"
n(n — 1)’

per coprire l'intervallo [0, z,,41] = {0, ﬁ} (e dunque tutti gli x5 rimanenti)
sono sufficienti M palle di diametro o, dove M ¢ il piu piccolo intero maggiore
di W, e quindi certamente N(Aq,0) < n+ A(n+1) < kn con k
costante: conti analoghi ai precedenti porgono

log xkn 1

dimps (A,) < limsu = .
M( a) - n—)oop — log 771((:{1:’{)04 o+ 1

Dunque da quanto visto esiste la dimensione di Minkowski di A, e vale a%_l;
in particolare, comunque scelto A € (0,1) si & cosi costruito un insieme di

dimensione A.

1.3.2 Un insieme di Cantor

Prendendo spunto dalla costruzione classica dell’insieme di Cantor, definia-
mo ora un insieme C C R con la proprieta che dim;;(C) < dimps(C). Siano
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d’ora in poi s e t tali che 0 < s < t < 1: l'insieme che costruiremo avra
dim,,(C) < s < t < dimy(C).

Data una sequenza {aj}treny con 0 < ap < % (che specificheremo in
seguito in base all’obiettivo preannunciato), definiamo:

[ ] Co = [0, 1] :IU;

e C; =[0,a1]U[l — ay,1] = I1; U2 P'unione dei due intervalli chiusi di
lunghezza L(1) = a; ottenuti rimuovendo la parte centrale di Ip;

o Cy = I51Ul39Ul53Ul4 'unione dei quattro intervalli chiusi di lunghezza
L(2) = aoL(1) ottenuti da C; rimuovendo la parte centrale di ciascun
Iy

e Dato Cp = I1 U--- U I con Iy; intervalli chiusi di lunghezza
L(k) = Q1 O,

definiamo Cy1 = Ig411 U~ - Ul yq ors1 come I'unione dei 2k+1 inter-
valli chiusi di lunghezza L(k + 1) = a1 L(k) ottenuti rimuovendo la
parte centrale di ciascun Iy;.

Infine, definiamo I'insieme C = (N, Ci: € compatto perché intersezione (non
vuota) di compatti di R; inoltre ¢ chiaro dalla costruzione che C contiene
gli estremi di tutti gli intervalli Ij; utilizzati nella costruzione: chiameremo
xrj < Yrj gli estremi di Ij;. Si noti, per inciso, che in ogni caso L(k) tende

a 0 per k — oo, essendo maggiorata dalla successione geometrica di ragione
1

%Jtilizzeremo la Caratterizzazione 2 con le Osservazioni 2 e 3 per valutare
le dimensioni di Minkowski di C: considereremo dunque suoi ricoprimenti
tramite palle chiuse (mantenendo pero la notazione N(C, p)).

Osserviamo che per gp = L(k) sono sufficienti 2F palle di diametro g,
per coprire C: infatti C C Cj, che & proprio 'unione disgiunta di 2¥ intervalli
lunghi g. Sono pero anche necessarie: abbiamo gia osservato che C contiene
tutti i 28! punti Tj, Ykj al variaredi j =1,..., 2k e una palla di diametro
ok ricopre al piu due di tali punti. Dunque conosciamo il valore esatto:

__logN(C,or)  klog2

__ ok
N(C,L(k) =2 = Ry “og o = “Tog L{F)

Ci proponiamo dunque di determinare la sequenza {ay }ren in modo che (al
variare di k) Ry assuma infinite volte valori pit piccoli di s e infinite volte
valori piu grandi di ¢.
PASso 1. Scegliamo o = 271/%: allora L(1) = a; e
log 2

Ri=Rp, =—"7 =5
—log275
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Co
C1

I I 123 Iy
Cy =— — —

Figura 1.1: Costruzione dell’insieme di Cantor C.

Passo 2. Allo stesso modo, per ottenere Ry, > ¢ & necessario che valga L(k2) >
2-k2/t A tal fine, si sceglie t < 7 < 1 e aj = 2~Y7 per un numero sufficiente
di k, nel senso seguente: vale

k-1 1 k-1

Lk)y=2"5.2""7 =27+ =,

e dunque opereremo tale scelta di o4 finché tale esponente non ¢ > —%. Un
ko per cui tale condizione si verifica esiste, poiché

1 k-1 k 1 k-1 k& 1 1 1 1
- = > —= <= -+ g; = k(t—)z—,

S T t S T T S T

che ammette soluzione: sia ’espressione tra parentesi che il secondo membro
sono positivi.

PAsso 3. Cerchiamo k3 > ka € agyt1,. ..,y tali che L(ks) < 2-ks/s  Come al
PAsso 1, qui ¢ sufficiente una sola iterazione: basta prendere (k3 = ko + 1

e)
ko1
s ko+1

<———— = Lk+1) <2775 .
Aly4+1 > L(kQ) (2+ )_

PAsso 4. Per il successivo, procediamo come in PASSO 2, usiamo oy = 277 un
numero sufficiente di volte e scegliamo ks > k3 tale che Ry, > t. B dunque
chiaro come proseguire induttivamente questo procedimento, alternando le
due strategie.

Abbiamo dunque costruito la sequenza {ay}y e il relativo insieme di
tipo Cantor C con la proprieta seguente: esistono due successioni {01;};en
e {025} jen, entrambe convergenti a zero, e tali che

log N(C, Qlj) <
—logo; —

10g N(C, QQJ')
— log 025

Vj e N.
>t

e dunque dim,,(C) < s < t < dim(C) come voluto.

1.3.3 La curva di Von Koch

Si tratta di uno degli insiemi frattali piti noti; per una costruzione rigorosa
si rimanda a Mattila [2].
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Ky 4/\_

AT '
Ko

Aﬁﬁm .
Ks

m hiz is
K4

I Jo Iy
(a) Prime iterazioni di KC,,. (b) Situazione al primo passo.

Figura 1.2: Costruzione della curva di Koch

Facendo riferimento per le notazioni alla figura 1.2, si costruisce K a partire
da un segmento unitario Ky = Iy nel piano; si ottiene K1 rimuovendo il terzo
centrale Jy di Ky e sostituendolo con gli altri due lati del triangolo equilate-
ro Jy avente per base Jy: si tratta dunque di quattro segmenti I11,..., 14
di lunghezza % In generale, I, sara una curva formata da 4" segmenti
I, ... Ihyyn lunghi 3%, e si otterra K,41 rimuovendo il terzo centrale J,;
di ciascun segmento e rimpiazzandolo coi due lati rimanenti del triangolo
equilatero J,; su Jp;, come in figura 1.2a.
In questo procedimento ogni I, si puod rappresentare come una curva conti-
nua da [0, 1] in R?, e per opportune parametrizzazioni la successione {/C,, }nen
e di Cauchy per la convergenza uniforme: dunque converge alla curva con-
tinua K.

Vogliamo valutarne la dimensione di Minkowski; introduciamo breve-

mente un’ultima caratterizzazione per sottoinsiemi di R?:

Caratterizzazione 5. Sia S C R? limitato. Valgono:

. .. logT(S, )

dim,,(S) = liminf —————=,

dim,;(5) A
log T'(S, o)

dim;(S) = lim sup
olo  —logo

dove T(S, 0) € il minimo numero di triangoli equilateri di lato o che rico-
prono S.

V3

Dimostrazione. Un tale triangolo € contenuto in una palla di raggio 739 ene

contiene una di raggio %g: dunque N (S, @g) <T(S,0) < N(S, % ), e si
giunge a conclusione tramite tecniche standard di cui si é gia fatto uso. [
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Ora chiamando 7,; il triangolo equilatero chiuso costruito sul lato Iy
(come in figura 1.2b), si pud notare che per ogni n la curva K & contenuta
nell’unione dei triangoli 7,1, ..., Than. La costruzione geometrica suggerisce
infatti che 71; C 7o per ogni j, e procedendo per induzione

4n+1 qn
U Tos1s € U Ty
J=1 Jj=1

Cio implica che per ogni m > n vale KC,,, C U?il Tn,j, da cui K C U?il Tn,j
per la chiusura di quest’ultimo.

Dunque T'(K, 3%) < 4™; ma d’altro canto tali triangoli sono anche necessari
per ricoprire K, poiché gli estremi dei segmenti I,,; rimangono in posizione
fissa dall’iterazione n in poi e distano tra loro proprio 37™.

Si noti infine che se 37"~! < p < 37" allora 4" < T'(S, o) < 4" e dunque

log 4™ < log T(K, o) < log 471
—log3—"1 =  —logp ~— —log3 "’

log 4
log3*

La dimensione di Minkowski di K ¢ dunque
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Capitolo 2

Contenuto di Minkowski

2.1 Insiemi a dimensione intera

Ci proponiamo di studiare il comportamento del contenuto di Minkowski
quando come parametro dimensionale si sceglie un intero k < n.

Usando la disuguaglianza di Minkowski si puo provare il seguente fatto
(si veda [1], Theorem 2.53, o [5], p.70):

Teorema 2.1.1. Per ogni insieme B C R™ misurabile per la misura L™
vale ™ (B) = £™(B). Ovvero: quando s =n ¢é la dimensione dello spazio,
la misura di Hausdorff n-dimensionale coincide con la misura di Lebesgue.

Nell’ottica di analizzare la relazione tra contenuto di Minkowski e misura
di Hausdorff k-dimensionale, iniziamo considerando il caso semplice in cui
I'insieme S sia contenuto in un k-piano.

Lemma 2.1.2. Se S ¢é un sottoinsieme compatto di un k-piano w, allora

ME(S) esiste e inoltre M*(S) = AF(S9).

Dimostrazione. Senza perdere di generalita possiamo supporre che il piano
7 sia quello descritto dalle equazioni zp41 = --- = x, = 0. Chiameremo y
le prime k coordinate, z le ultime n — k, cosicché un generico punto di R"”
sard © = (y, z).
Sia o > 0 fissato. Si faccia riferimento alla Figura 2.1 per i due insiemi su
cui si lavorera.

e Chiamiamo A, I'insieme degli x € R" che distano meno di po da 7 e la
cui proiezione su m dista meno di ¢ da S

AQ:{xGR”

d(z,7) <o }

mr e l, SN

15
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Il teorema di Fubini-Tonelli applicato ad A, asserisce che

L) = /R X = /RH LIS N m)X(el<oydz =
= ji”k(IgS N 7)wn_ko™ .

e Sia poi B, I'insieme degli x € R™ che distano meno di ¢ da 7 e la cui
proiezione su w appartiene a S

BQ:{xER”

d(z,m) < Q}'

Tx €S

Ancora Fubini-Tonelli, ora applicato a B,, fornisce

Z"(B,) = /Rn XB,dr = /Rnik LH(S)X ()21 <0pdz =
= '%ﬂk(s)wnfké)nik'

Valgono inoltre le inclusioni B, C 1,(S) C A,, e dunque

L"(B,) < ZM(1,(9)) < Z(Ay)
= AN wn 10" < L(I,(8)) < HF(1,S N w0 "

L el9)) HF(1,8N 7).

k
— <
AN (E) < L <

Si noti ora che per la compattezza di .S

ﬂIQ(S):{xeR”\d(x,S):O}:S

0>0

e dunque per la continuita dall’alto della misura J#* vale lim, o 57 k(I SN
7) = s%(S). Dunque facendo tendere ¢ a zero nella disuguaglianza prece-
dente otteniamo il risultato voluto. O

Vorremmo utilizzare questo procedimento per studiare la relazione tra
MF* e AF pit in generale. Per ottenere risultati apprezzabili su classi piu
ampie di insiemi, si necessita della nozione di rettificabilita, introdotta nella
sezione 2.3.

2.2 Rademacher e formula dell’area

Introduciamo ora senza dimostrazione alcuni risultati necessari al prosegui-
mento della trattazione.

Teorema 2.2.1 (Rademacher). Sia Q@ C R* aperto ed f : @ — R"™ una
funzione lipschitziana. Allora f ¢ differenziabile L*-quasi ovunque.

Per quest’ultimo teorema, si veda [2], Theorem 7.3 o [1], Theorem 2.14.
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Rnfk
A@
1,(5)
5] Rk
(a) L’insieme A,.
Rnfk
1,(5)
BQ
S RF

(b) L’nsieme B,.

Figura 2.1: Gli insiemi utilizzati nella dimostrazione del Lemma 2.1.2.

Jacobiano

Sia ancora k < n, e siano fissate basi ortonormali By e B, di RF e R™.
Data un’applicazione lineare L : R¥ — R”, sia L € M,,»1(R) la sua matrice
rispetto alle basi fissate; chiamiamo jacobiano k-dimensionale di L il
numero

JpL = y/det(LTL)

che geometricamente rappresenta la misura k-dimensionale del parallelotopo
che ha per lati le colonne di L. Sinoti che la matrice L ¢ la rappresentazione
rispetto alle basi B, By dell’applicazione aggiunta L* : R* — RF, cioe
'unica mappa lineare di R” in R tale che per ogni z € R, v € R" valga
u- L*(v) = L(u) - v (si veda ad esempio [6] al Cap.2, §8). Dunque si sta
calcolando il determinante dell’endomorfismo L* o L di R*.

In particolare, se f : R¥ — R” ¢ differenziabile nel punto z € R* e
JeDf(zx) e la sua matrice jacobiana

Ofi(x) - Opfi(x)
TkDf(x) = : :

rimane definito lo jacobiano di Df(x), ovvero, con un piccolo abuso di
notazione,

JiDf(z) = \/det(Df(x)TDf(x)).
Il Teorema di Rademacher 2.2.1 assicura che, se f & lipschitziana, JiD f(x)
& ben definito per .Z* quasi ogni = € R*.
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La formula di Cauchy-Binet semplifica notevolmente il calcolo di Jx L (si
veda [1], Prop. 2.69).

Teorema 2.2.2 (Cauchy-Binet). Sia L : R¥ — R™ un’applicazione lineare,
L la sua rappresentazione matriciale rispetto a basi ortonormali qualunque.

Vale
JeL = | det(B)? (CB)
B

dove B sono tutte le sottomatrici k x k di L.

Formula dell’area

Il seguente teorema, che sara ampiamente utilizzato in futuro, permette di
esprimere la misura % di immagini di funzioni Lipschitz in termini dello
jacobiano JipDf, tenendo conto della molteplicita. Si veda [1], Theorem
2.71.

Teorema 2.2.3 (Formula dell’area). Siano f : R¥ — R™ lipschitziana,
E C RF insieme L*-misurabile. Vale allora:

AOEN f () d Ay /JkDf (2.1)
R’VL

La mappa y — #°(EN f~1(y)) ¢ detta funzione molteplicita.

Si noti in particolare che se f ¢ iniettiva in F vale

= /E JiD f(z)dz

La dimostrazione della formula dell’area si basa sul seguente teorema

di approssimazione di funzioni Lipschitz con funzioni lineari, per il quale si
veda [1], Lemma 2.74.

Teorema 2.2.4 (Linearizzazione di funzioni Lipschitz). Sia f : R¥ — R?
una funzione Lipschitz e sia E C RF un insieme L*-misurabile tale che
JkDf(x) > 0 per quasi ogni x € E. Per ogni t > 1 esistono dei compatti
{Ei}ien a due a due disgiunti tali che:

(i) LH(EN\ (U Ex) =0

(ii) Per ogni i, f|g, € iniettiva con inversa Lipschitz, differenziabile in
tutto E; e con JyDf|g,(xz) > 0 per ogni x € Ej.

(iii) Per ogni i esiste un’applicazione lineare L; : R¥ — R™ con JyL; > 0

tale che
{Lip((f!E)OL <t
Lip (Lio (f|g)™") <t
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Inoltre, vale anche
t R L; < J,Df(x) <t*JL;  VzeF; (2.2)

Useremo la linearizzazione fornita dal Teorema 2.2.4 anche nella dimo-
strazione della Proposizione 2.5.2.

2.3 Rettificabilita

Definizione 2.1 (Insiemi rettificabili). Sia F un insieme #*-misurabile
in R”. Diciamo che E ¢ numerabilmente .#*-rettificabile se esiste un
insieme numerabile di funzioni lipschitziane f; : R¥ — R” tali che

HE (E\ G f,-(R’f)) = 0.

=0

Grazie al lemma seguente (una cui dimostrazione si trova in [1], Prop.
2.76), potremmo sostituire nella Definizione 2.1 le immagini di funzioni lip-
schitziane con k-grafici di funzioni lipschitziane. Dato un k-piano 7 di R" e
z € R™, denoteremo con wz la proiezione di = su 7, con 7z la proiezione
sul sottospazio ortogonale a 7.

Lemma 2.3.1 (Caratterizzazione degli insiemi rettificabili). Un insieme
HF -misurabile E & numerabilmente J*-rettificabile se e solo se esiste un
insieme numerabile di Lipschitz k-grafici I'; C R"™ tali che

A" (E\ U ri> =0
=0
dove per ogni i
Fi:{azeR” ‘ QZSZ'(WSU)ZTFL.T}

per qualche ¢; : m — wt.
Per insiemi rettificabili la misura .#* ammette una caratterizzazione
maneggevole (si veda [1], Prop. 2.66):

Teorema 2.3.2 (Teorema delle proiezioni). Se E ¢é un insieme numerabil-
mente A" -rettificabile, allora la sua misura di Hausdorff é

mEZZl

HF(E) = sup Z.,i”k(m(K,)) m CR"™ k-piani

i=1 K; C E compatti disgiunti
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2.4 Rettificabilita e contenuto di Minkowski

Per insiemi rettificabili, la misura di Hausdorff % limita inferiormente il
contenuto di Minkowski inferiore senza l'introduzione di una costante come
nell’Osservazione 1 del Capitolo 1.

Proposizione 2.4.1 (Stima dal basso). Se S é un insieme chiuso e nume-
rabilmente H*-rettificabile, allora vale #%(S) < #F(S).

Dimostrazione. In vista del Teorema 2.3.2, mostrariamo che, comunque fis-
sati m > 1, S; C S compatti disgiunti, 7; k-piani in R™ (con 1 < i < m),
vale

M) > S LA ((S).
=1

Per monotonia della misura di Lebesgue e del limite inferiore, .#*(S) >
AE(U 1 S;). Inoltre, per ¢ sufficientemente piccolo, gli intorni 7 0(S;) sono
anch’essi disgiunti, dunque per I'additivita della misura

7 (fg(gl 5:)) = .z(g L) = iz (1,55).

Dunque sfruttando il fatto che il liminf di una somma € maggiore o uguale
della somma dei liminf si ottiene

ak( U 5:) = tim nf SEMCTINN

* e 0l0 wn—kgn—k —
o N liminf 2 S _
— P 0l0 wn—kgn—k

m

> AME(S).

i=1

E quindi sufficiente verificare che per ogni i vale .#ZF(S;) > 7% (r;S;). Usia-
mo un argomento simile a quello utilizzato nella dimostrazione del Lemma
2.1.2. Per qualsiasi g, 1,(S;) contiene I'insieme

la cui misura £" verifica, per Fubini-Tonelli,
ZLM(C,) 2 /_S' wn—k0" Fdy = AF (7 S;)wn k0" "
Dunque, si conclude
L (1p(5))

> k(_ Q. 0l0 kra > ki N
T AP (mS) =5 HE(S) > A (miSs)
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Esempio 2.1 (Assenza di stime dall’alto). Esistono insiemi numerabili in
R™ per cui si ha che .ZF* & oo per ogni k < n (mentre per insiemi numerabili
HE & 0sek>0).

Per ogni m > 1, sia S, C B1 un insieme finito tale che B1 C 11 (Sp,);
Sia

I'esistenza di un tale .S, e assicurata dalla totale limitatezza di é
So={0}, ed infine S = Up—g Sm.-
Valgono allora:

3= 3

(i) S & numerabile, perché unione numerabile di insiemi finiti.

(ii) L’unico punto di accumulazione ¢ l'origine: per ogni £ > 0, i punti di
S fuori da B. sono in quantita finita.

(iii) S & compatto: infatti & limitato, ed & chiuso per il punto precedente.
Peer%<Q§2Lm, si ha che

IQ(S) 2 I@(Sm) 2 I#(Sm) > B

L
om—+1 m
e dunque

LL(S)) > wn(1>n. (2.3)

m

D’altro canto o < 27™ indica che p~! > 2™, e quindi

1 1 log 2
log— >mlog2 = — 2> ogl.
0 m logE
Dalla (2.3) allora
ZL™(1,S)
k L I
S) =1 f———%~ >
‘%*( ) lrzl\&)n gn_k(BQ) -
1 log 2
>liminf7k< o8 )n:oo se k < n.
elo " F\—logp

2.5 Alcuni teoremi preparatori

In questa sezione presentiamo alcuni risultati di carattere perlopiu tecnico,
che utilizzeremo ampiamente nella Sezione 2.6.

Dimostriamo ora due facili proprieta delle funzioni Lipschitz che saranno
utili nella Proposizione 2.5.2.

Lemma 2.5.1 (Proprieta di funzioni Lipschitz). Sia f : R¥ — R" una
funzione lipschitziana con L = Lip(f) e sia E C RF,
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(i) Fissato m < k parametro dimensionale per la misura di Hausdorff,
vale

A (J(B)) < LA (B). (2.4
(ii) Per ogni o > 0 vale

FIL(E)) C Io(f(E)). (2.5)

Dimostrazione. Proviamo la (2.4). E sufficiente provare che per ogni § > 0
vale A5 (f(E)) < L™A"(E) per qualche costante c¢. Facendo tendere
6 J 0 otteniamo il risultato. Per definizione si ha

o diam E; < ¢
5™ (E) = inf —Z > (diam E;)™ EC|JE
1=0 - '

i
Fissato un tale ricoprimento {F;}; di E, allora { f(E;)}; ricopre f(E); inoltre

i E;) = inf <L inf |z— L.
diam f(E;) ;neElf() fly)| < xéféEi’x y| < ¢

Dunque {f(E;)}; € uno dei ricoprimenti coinvolti in J&7 (f(E)), e quindi

Wm > wm L™ > . m
AT (fF(E)) < om Z diam f(E;))™ < = Z(dnﬂn E;)
i=0 i=0

Allora la disuguaglianza vale anche prendendo I’estremo inferiore al variare
dei d-ricoprimenti {E;};, cioe vale proprio ST (f(E)) < L™ ™ (E).

Proviamo la (2.5). Sia y1 € f(I,(E)); allora esistono 1,2 € R* tali che
y1 = f(z1), x2 € E e |1 — x2| < 0. Allora si ha

ly1 — f(z2)| < Llx1 — 22| < Lo
e dunque y; € I1,(f(E)). O
Proposizione 2.5.2. Sia S € R" numerabilmente F*-rettificabile e sia
T > 1. Allora esiste una successione di compatti S; a due a due disgiunti
tali che:
(i) A% (S\Uien Si) = 0

(i) Per ogni i, vale

ME(Sy) < T AHF(S)). (2.6)

Dimostrazione. Articoleremo la dimostrazione in due passaggi.
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STEP 1. Mostriamo inizialmente che e sufficiente dimostrare ’asserto con
S = f(E), dove E € B(RF) e f: R¥ — R™ ¢& funzione lipschitziana, iniettiva
e con jacobiano positivo in F. Infatti, applicando il Lemma 2.3.1 a S, vale

HF (S \ U I‘i) =0 con I'; k-grafici lipschitz
1€EN

e si noti che se I'; & k-grafico di g; : R¥ — R"*, si rappresenta come g;(R¥)
con g;(x) = (z, gi(x)); quest’ultima & iniettiva e JyDg > 0 ovunque, poiché
la sottomatrice k x k formata dalle prime k righe ¢ l'identita. Si osservi
poi che, se si accettano grafici di funzioni definite su sottoinsiemi di R¥, si
possono supporre i I'; disgiunti, a meno di porre ;=1 \(T1U---Ul—1) ed
eventualmente rimuovere i f‘z che risultassero vuoti. E possibile mostrare,
adattando questo metodo, che S ¢ ricoperto (a meno di un insieme di misura
nulla) da grafici disgiunti di funzioni definite su boreliani; omettiamo pero i
dettagli.

Se la proprieta ¢ vera per ciascun I';, esistono cioe {I';;};en che soddisfano
la (2.6) e H75(T; \ U, T'ij) = 0, allora la famiglia {I';;}; ; verifica

) = ((s10m) (Y gn)))
< %”k(S\UFZ») +§jjf’f(ri\unj) =0
i i=0 j
e MMy <TAHFTy) Vi,

STEP 2. Sia dunque S = f(F) come sopra; sia t = 737 > 1. Consideriamo gli
E;, L; forniti dal Teorema 2.2.4 ¢ S; = f(F;). Questi ultimi sono compatti
perché immagini continue dei compatti F;; sono disgiunti perché abbiamo
scelto f iniettiva; soddisfano, usando ancora 'iniettivita e la proprieta della
misura di Hausdorff 2.5.1 (2.4):

wH(53Us) = (s Usm ) = (s U B)) <
< Lip(f)*A" (E \U E) =0.
Resta quindi da mostrare solo .Z*(S;) ng%”k(Si).

Utilizzando la proprieta 2.5.1 (2.5), e ricordando che Lip (L; o (f|g,)~t) < t,
otteniamo

(Lio (flm) ) Ta(80) € Tio((Li o (f12) ()
— ,(8:) € (flg) © L (Lo ((Li o (1)) (S0))
— 2"(1,(5)) < 2" (e o L) (La((Lio (1) )(50)) )
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Usando il fatto che, in R, ™ = " e ancora la proprieta 2.5.1 (2.4),

27(1,(5)) < 2" (Bo((Lio (F12) ) (B)) ) = 2" (o L(B)

e dunque, dividendo per wy,,_,o" *

LM (1o(5:)) _ tn+n—k$"(ftp(Lz‘(Ei )
wn—an_k - wn—k(tQ)n_k
— F(S;) < Rt (Li(E)).

Ma L;(E;) ¢ immagine di una mappa lineare di rango k, e dunque ¢ con-
tenuta in un k-piano. Per quanto visto nel Lemma 2.1.2, .Z**(L;(E;)) =
HF(L;(E;)); notando che il Teorema 2.2.4 assicura liniettivita di L;, e
usando la formula d’area, si ha

M8y < TR R (Li(Ey)) =tk / JyLidz.
E;
Ora per la relazione (2.2) nel Teorema 2.2.4

RS < 12 / kg Lida < 7 / JoDf (z)dz =
El‘ Ei

= 1AM (f(Ep) = T(S)).
O

Osservazione 4. Si noti che per gli S; individuati dalla dimostrazione va-
le #%(S;) < oo: sono infatti immagini lipschitziane di compatti di R¥;
qui % = £*, e la misura di Lebesgue ¢ finita sui compatti; per (2.4),
HF(S;) < (Lip(f;))F % (E;) < oo.

Osservazione 5. Se I'insieme S ¢ compatto, possiamo scegliere tali .5; inte-
ramente contenuti in S: nello STEP 1 & sufficiente definire I = I' N S.
Nello STEP 2, si prendano S! = SNS;, E! = f;(S!): le f; sono ancora biie-
zioni tra gli E; e gli S;; gli E! sono sottoinsiemi chiusi di compatti, quindi
compatti, e dunque anche gli S;; e ricoprono ancora S.

Presentiamo a parte un corollario diretto della Proposizione 2.5.2, che
utilizzeremo in due delle dimostrazioni successive; diamo nell’occasione al-
cune definizioni necessarie.

Definizione 2.2 (Misure di Radon). Diciamo che una misura (positiva) v
su R™ & di Radon se ¢ di Borel regolare ed ¢ finita sui compatti: v(K) < oo
per ogni K € R" compatto.

Definizione 2.3 (Assoluta continuita di misure). Date p e v misure su
uno spazio misurabile (X, .o7), diciamo che v & assolutamente continua
rispetto a p se u(A) = 0 implica v(A) = 0. Scriveremo v << p.
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Corollario 2.5.3. Sia S C R™ compatto e H*-rettificabile, e sia v misura
su R™ assolutamente continua rispetto a A%, Allora per ogni e > 0 esiste
un numero finito N di compatti S; C S tali che

ME(S) < (14 ) %(S;)  per ogni i

v(S) < Z v(Si) +e.

=1

Dimostrazione. Fissato € > 0 arbitrario, la Proposizione 2.5.2 con 1’Os-
servazione 5 fornisce una famiglia numerabile di compatti disgiunti .S; tali

che
S; €S perognii

MF(S;) < (14 €)% (S;) per ogni i
HF(S\JS:) = 0.

Allora per I’assoluta continuita di v rispetto a €% e per 'additivita della
misura

o0

v(S\ fj S)=0 = w8 =v(JS
=1 =1

= v(S) = Zl/(&)
i=1
In particolare, esiste N tale che v(S) < SN v(S;) + €. O

Ricordiamo il Teorema di Besicovitch sui ricoprimenti (si veda [1], Theo-
rem 2.17):

Teorema 2.5.4 (Besicovitch). Esiste un numero intero &, dipendente dalla
dimensione dello spazio, con la proprieta sequente: se ¥ ¢é una famiglia di
palle chiuse in R™ il cui insieme dei centri A é limitato, allora esistono
&n sottofamiglie Fp, = {Chp}nen, cilascuna numerabile e formata da palle
disgiunte, tali che

&n
Acly U c
h=1 CE-_@h
In particolare, se G = U,%"zl Uces, C, allora & ricopre ancora A e ogni

punto di A appartiene ad al piu &, palle di 4.

Teorema 2.5.5. Sia S € R" numerabilmente % -rettificabile e compatto.
Supponiamo esistano v > 0 e v misura di Radon su (gli 7% -misurabili di)
R"™ tali che:

(i) v << HF;
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(ii) v(Bo(x)) > 70" per ogniz € S, o € (0,1).
Allora M*(S) = H#F(S).
Dimostrazione. Essendo S numerabilmente .#*-rettificabile, per la Propo-
sizione 2.4.1 dobbiamo verificare solo la disuguaglianza .#**(S) < #7%(S).
Se #%(S) = oo, allora la tesi & verificata; sia allora J#%(S) < co.

Fissato € > 0, utilizziamo il Corollario 2.5.3 per trovare N compatti S; C S

tali che
MF(S;) < (14 €)7(S;) per ogni i

S) <> w(S;

N

=1
Consideriamo, per g, A € (0,1) (A costante che sceglieremo opportunamente
alla fine), il sottoinsieme di S

SQA—{xeS‘d(x,L]\jsi)ZQ)\}
i=1

che ¢ limitato perché S € compatto e chiuso per continuita della distanza;
la famiglia di palle chiuse

9:{EQA($)‘.%'ESQ,\}

soddisfa l'ipotesi del teorema di Besicovitch 2.5.4, dunque ne esistono £ sot-
tofamiglie { B,x(z;)};e, numerabili e (internamente) disgiunte la cui unione
ricopre ancora S,y; si indichera d’ora in poi J = J1U- - -UJ¢. Per le rispettive
palle aperte vale allora, sfruttando ’additivita di v e la disgiunzione,

Z B (z5)) Z Z Box(z;)) i’/( U B@/\(xj))

jeJ h=1jEJ, h=1  jeJ,

Si noti ora che tutte le palle B,y (z;) sono contenute nell’insieme

N
5)\!&‘,

la cui misura v, per compattezza di S, tende a v(S\ UY., S;) < € per o | 0;
quindi per g abbastanza piccolo

3
S u(Bpa(z;) < 3w ( )\ U s) < lete) = 2 (2.7)

jeJ h=1
D’altro canto per l'ipotesi sulla misura v si ha v(By(7;)) > 7(o\)*; dunque

2e€ > Z g)\ xj > ‘J"Y(QA)IC
jeJ

2e€
Y(eNF-

che implica che l'insieme J ¢ finito e |J| <
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OsSERVAZIONE 1. Consideriamo ora I'insieme [(14),(S,1). Per ogni suo
punto x ne esiste uno in S,y da cui dista strettamente meno di (1 + \)g;
questo dista al pit A\p da uno degli z;, j € J, poiché le palle chiuse ri-
coprono Sy,; allora per disuguaglianza triangolare |z — x;| < (1 + 2\)p.
Dunque

Ta4n0(Sen) € U Basane(z;) =
jeJ

2
= L"(La42)0(5)) < @

OSSERVAZIONE 2. Sia poiy € 1,(S). Per compattezza di S, esiste un ys € S
tale che |y — yg| < p; si presentano due casi:

wp(142X)" "

(a) Se d(ys,Spxn) < oA, allora essendo S,y compatto esiste y € S,y tale che
lys — y| < oA: per disuguaglianza triangolare,

ly =yl <ly—ysl+lys —yl <o(l+X) =y € I14x),(Sor)

(b) Se invece d(ys,Son) > oA, in particolare yg ¢ Sy, che per definizione
significa che d(yg, UY.; Si) < o); ancora la compattezza di tale unione
implica che esistono un ¢ e un § € S; tali che |ys — g| < oA. Come
prima,

ly =9l <ly—wysl+lys =9l <ol +A) =y € I11x),(S)

Vale dunque la seguente inclusione d’insiemi:

Io(S) € I14x)0( U Tt

Ora la subadditivita della misura 1mphca
N
LMIy(9)) £ LT 14x)0(S0)) + D L (T11)0(S0) <
i=1
2e€
Y(eA)*

Quindi dividendo per w,_o" ¥ e ricordando che A < 1

LM1y(5)) _ 3" e = L Tane(S)

—wn (1 +20)" +Z$ (1+2)e(54))-

< ——i— 1+ A
Wn—kgn_k Yn—k A ( ) i=1 Wn—k [(1_}')‘)@]”71‘:
eper ol 0
3n+1£w
F(8) < 2 S E (R ST (s
()< — s+ Z

<3 e R e ivjyf’f(s-)
YWn—k Ak i=1 o
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Alla luce di cio, scegliamo ad esempio A = E%'H; si noti che allora
L+ N 1 +e)=(1+em)" k1 4e) =1+ uw(e)

con lim.jgw(e) = 0. Vale pertanto, usando sugli #%(S;) additivita di-
sgiunta e la monotonia,

3n+1 w _
< é‘ né_l

aHE) < T 4 (14 w(e)) #4(S)

e questo per ogni € > 0: poiché 1— HLH > 0, facendo tendere € | 0 otteniamo
proprio . **(S) < F(S). O

2.6 Funzioni Lipschitz e contenuto di Minkowski

Nell’ultima parte di questa tesi applicheremo i risultati ottenuti nella Sezio-
ne 2.5 allo studio del contenuto di Minkowski di immagini lipschitziane di
compatti. Partiamo con un lemma in cui assumiamo che la funzione f sia
bilipschitziana e iniettiva.

Lemma 2.6.1. Sia f : R¥ — R" funzione lipschitziana e iniettiva tale che
7' f(RF) = RF sia anch’essa lipschitziana, e sia K C RF compatto.
Allora #*(f(K)) = % (f(K)).

Dimostrazione. D’ora in poi sard L = Lip(f) e M = Lip(f~!). Si noti che,

dati z e y in R* valgono:

¥ﬂm—f@ngmx_m 2~ 9l > 717(@) — F)

o=l M@ =101 7| (1) - )l 2 el

Certamente f(K) ¢ numerabilmente .#*-rettificabile (¢ sottoinsieme di
f(RF)) e compatto (¢ immagine continua di un compatto).
Verifichiamo che la misura restrizione v = 2% L f(R¥) su R" soddisfa le
ipotesi del Teorema 2.5.5 per qualche v > 0. Ricordiamo che, fissato S
misurabile, la misura restrizione & definita da

(A% S)(B) = #*%(SN B).
E assolutamente continua rispetto ad % infatti se #%(B) = 0 vale
BDBNf(RY = #%B)>#"Bnf(K) = v(B)=0.

Siano ora yo = f(zo) € f(K) e o € (0,1) fissati. Valgono ora i seguenti fatti:
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(i) Per la formula dell’area (2.1) vale

V(By(y0) = A" (Bylyo) N FR) = [ JiDf ().
f1(Bo(yo))

(ii) Per ogni x € R¥, vale J,Df(z) > ~. Infatti si ha che

1
Mk

JeDf(x) = \/det(Df (2)* o Df (x)).
L’operatore D f(x)* o Df(x) : R¥ — R* & autoaggiunto perché
(IDf(x)" - IDf(@)" = IDf(x)" - IDf(2)"" =
=JDf(@)" - IDf(w),

dunque ammette una base ortonormale {uy, ..., ux} rispetto alla quale
ha matrice diagonale D. Il determinante ¢ il prodotto dei termini in
diagonale di D, i quali sono determinati al variare di i =1,...,k da

= 0, f ().

Ora pero si ha:

f(x+ hu;) — f(x) S |hu;| 1

h ~ |Mh M
o flathu) - f@)] 1
= |0uf(@)] = lim >
heR\{0}

e dunque, come si voleva:

k 2
JxDf(z) = (irllwauif<x>|2> > ﬁ

(iii) Vale I'inclusione f~1(B,(yo)) 2 Be (xo). Infatti, se |z —x0| < £, allora

C

|f(93)—f(x0)|§L|x—xo|<L-L

0.

Da cio segue che

1 Wi k
B > _— =
v(Bo(yo)) 2 /BQ/L MF T LEMEC

che ¢ cid di cui necessitavamo. O
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Lemma 2.6.2. Sia f : R¥ — R™ una funzione lipschitziana, K C R* un
insieme compatto tale che J,Df(x) = 0 per L*-quasi ogni x € K. Allora
ME(f(E)) = 0.

Dimostrazione. D’ora in poi, sia L = Lip(f).

Fissiamo ¢ > 0 e consideriamo la funzione f. : R¥ — R""* definita da

f-(x) = (f(z),ex). Dimostreremo dapprima che lim. o .#Z"(f-(K)) = 0, ed

infine che esiste C' costante tale che .#%(f(K)) < C.#(f-(K)) per ogni €.
STEP 1. Utilizzeremo il Lemma 2.6.1 sulla funzione f.: verifichiamo che

soddisfa le ipotesi:

(a) f- e lipschitziana: se x1,x9 € RF e 21 # xo:

|fe(@1) = fe(z)]? = [(f(2) — f(z2), (w1 — 22))|* =
= |f(x1) = fla2)|® + 2|1 — a2|® < (L2 + &2)|21 — 2]
= |fe(@r) = folwa)] < (B2 +€2)E |2y —
(b) E banalmente iniettiva: se 21 # s, allora ez # exs e dunque f. (r1) #
faxQ-

(c) fg_]‘ : fe(Rk) SRR & lipschitziana: siano & = fo(z1) # &2 = fe(x2) €
fe(K). Allora si ha

&) — [THE) = Par — a0’ <
< |f(m1) = f(@2) P + a1 — a0’ = & — &)

1
= f1&) — (&) < Zla - &l
STEP 2. Dunque per il Lemma 2.6.1 e per la formula d’area (2.1)
MK = () = [ DD ().

La matrice jacobiana JiDf.(x) ¢ della forma

FuD () — (W>

Elk
dove
e 0 ... O
0 € 0
61k:
0 0 ... ¢

La formula di Cauchy-Binet (CB) indica che (JyDf.(z))? si ottiene som-
mando i quadrati dei determinanti di tutti i minori k x k di JxD fe(x). Per
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L*_quasi ogni z, la somma sui minori che coinvolgono solo le prime n ri-
ghe da zero, poiché J,Df(x) = 0 £*-q.o. T minori rimanenti coinvolgono
almeno una delle ultime k righe. Allora

(JpDfo(2))? = a1(x)e? + ag(x)et + ... .
Dunque vale
M) = [ (@a(a) +o(e) o,

da cui limg o % (f.(K)) = 0.
STEP 3. Consideriamo ora I5,(f-(K)), I'intorno di raggio 2o attorno a f-(K).
Fissato z € K, ogni punto (y, z) € R"* tale che

{Iy—f(fv)l <o

|z —ex| <o

verifica |f-(x) — (y,2)|* < 20® e dunque (y, 2) € Ip,(f-(K)). Applicando il
teorema di riduzione all’insieme

A= { (y,2) € RVTF ‘ ly — f(z)] < o, |z — ex| < ¢ per qualche z € R* }
ed indicando con AY la sua y-sezione per y € R", otteniamo:

LML) 2 [ 2HA%)d.

Ma AY ¢ vuoto se y ¢ Io(f(K)), e contiene (almeno) una k-palla di raggio
o altrimenti (quella centrata in exg se |y — f(zo)| < o). Allora

L Ig(0) = [ xaygsucpenddy =

R
> LM (I(f(K)))wrd".

Allora, comunque fissati € > 0 e o > 0,

LK) _ 2%wn L (Iy(fo(K)))
Wn—an_k T Wk wn(2g)n ’

che per g } 0 fornisce 4% (f(K)) < -Z¢n__g/*(f.(K)) per ogni ¢, ed essendo

— WgWn—k
il secondo membro infinitesimo per ¢ | 0, otteniamo il risultato.

O
Tramite il Lemma 2.6.2, possiamo indebolire le ipotesi del Lemma 2.6.1:

Teorema 2.6.3. Sia f : RF — R™ funzione Lipschitz e sia K € RF
compatto. Allora A*(f(K)) = #%(f(K)).
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Dimostrazione. Sia € > 0 fissato. Come nel Teorema 2.5.5, dimostreremo
solo la disuguaglianza .#**(f(K)) < s%(f(K)), essendo I'altra assicurata
da 2.4.1.

Introduciamo le notazioni che useremo nel seguito:

e Chiameremo F il sottoinsieme di K in cui f e differenziabile e JyDf >
0.

e Sia Ky C K N F* un insieme compatto tale che

LK\ (FUK))) <e.

e Chiameremo S = f(K), Sy = f(Ko).
e La costante di Lipschitz di f sara detta L.

STEP 1. Definiamo su R” la misura v = fu(Z*L F), cioé se B C R"
v(B) = Z*(fY(B)NF).

Si noti che & ben definita, in virtu del fatto che se { By, }nen sono disgiunti
allora f~Y(U,, Bn) = U,, f 1(By). Tale misura ¢ assolutamente continua
rispetto a J#%: se vale s%(B) = 0 (e senza perdere di generalita B C S),
allora la formula dell’area applicata a f~!(B) N F porge

A BOFAS ) = [ D@2 @)

R™ f1(B)NF

La funzione molteplicita nell'integrale a destra vale zero se y ¢ B, cioe vale
zero al di fuori di un insieme di misura nulla; allora entrambi gli integrali
sono nulli, ma in F' lo jacobiano e positivo: 1'unica situazione possibile & che
LE(fYB)NF)=0.

Siamo dunque nella situazione descritta dal Corollario 2.5.3: osservando che
v(Sp) = 0 e utilizzando il Corollario su un insieme compatto H tale che
v(S\ (HUSp)) < 5, esistono N compatti disgiunti Si,..., Sy contenuti in
S\ Sp tali che

MF(S) < (14 )%(S;)  per ogni i
v(S) < v(S;) +e.
i=1
Siano ora

B=s\{Js,=s\(soulJs)

=0 i=1
A=KnfY(E).

Si puod notare subito che Z*(A) < 2¢, infatti:
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e ANFC fYE)NF,ee>v(E)=2*f1E)NF);
e A\ F C K\ (FUK)), perché dalla definizione di E si ha EN Sy = 0.
STEP 2. Fissiamo ¢ > 0 tale che £*(I;,,(K)\ K) < e: tale § esiste per la
continuita dall’alto della misura e perché K =, [,(K) essendo K chiuso.

Procediamo dunque in maniera analoga al Teorema 2.5.5: per ogni ¢ € (0, 9)
e A€ (0,1) sia

SQA:: { yesS

N

d(y, |J $:) = o } ;
i=0

considerata la famiglia di palle chiuse

7 ={Bny) |y € S },

per il teorema di Besicovitch 2.5.4 ne esistono & sottofamiglie {B,x(y;)} e,
numerabili e ciascuna formata da palle disgiunte la cui unione ricopre ancora
Sya; indicheremo con J I'unione J; U - - - U J¢ anche in questa circostanza, e
tramite stime opportune vedremo che |J| < oo.

Osserviamo che fissato j € J I'insieme

(K) N (Bao(yy)) € R®

contiene certamente una palla di raggio )‘f infatti esiste x; € K che viene
mandato in y; da f, e per la lipschitzianita si ha

g
L

Ao

€ Byyr(z;) = |f(z) = flx))] < Lf'

Dunque, sfruttando la disgiunzione interna delle famiglie Jj, vale la disu-
guaglianza:

Zw<><23k§ N 7 (Bagly)) =

JjeJ ]EJ
—ZZﬂg N (Bro(yy)) =
h=1j€Jp
£
:ng(% Uf B)\gyj )
h=1 JEJI

Ora pero

U 77 Bre(wy)) € (U Broluy))

JjE€JR jeJ
e inoltre I'intersezione di ciascuna B),(y;) con S ¢ contenuta in E: separando
l'area interna a K da quella contenuta in I(K) \ K,

Zwk( )k < fa?k(I%(K) nf (Y Bkg(yj))) <

jeJ jedJ

<& [LME N FTHE) + LTy (K) \ K)] < 3¢e.
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da cui
3¢eLF

Wi AE R
STEP 3. Confrontando con il contesto attuale le ipotesi effettivamente utiliz-

zate nelle OSSERVAZIONE 1 e OSSERVAZIONE 2 del Teorema 2.5.5, si osserva
che valgono anche in questo caso le inclusioni di insiemi

T4x)0(Sen) € | Basanyo(s)

/] <

jeJ
N
1,(S) € I142)0(Sen) U | T(a42)0(S0)-
i=0
Dunque valgono le disuguaglianze seguenti:
L (L142)0(S00)) < mwn(l +2)\)"0
N
L (1,(8)) < L™ (T1423)0(Sen) + D L (I15:0)0(54))
i=0
che combinate forniscono
. 3n+1€5Lkann—k . N .
ZM(1,(5)) < o\ + L (T11)0(50) + D L (L(142)0(50))-

i=1

k

Dividendo per wy, 0" ™" e valutandone il limsup,, otteniamo:

xk 3n+1kawn € n—k gk n—k al xk
n- i=1

Ora perd .#**(Sy) = 0 per il Lemma 2.6.2, e la situazione ¢ quindi analoga
1
a quella del Teorema 2.5.5: scegliendo A = e»+1, per ogni £ > 0 vale

3ntlerke,
< 5 n€1

M) < T 4 (14 w(e)) #%(S)

WEWn—k

con w(e) =25 0: allora 27 (f(K)) < A5 (f(K)).
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