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There is no dark side of the moon really.
Matter of fact it’s all dark.






Introduzione

In questa tesi si studiera la struttura degli insiemi di misura nulla nel piano
seguendo il lavoro di Alberti, Csornyei e Preiss [2].

Piu precisamente tutto cio che verra provato nei capitoli [1| e [2[ sara volto a
dimostrare il seguente

Teorema 0.1. Sia E C F C RQ, con F un insieme F; di misura nulla. Fissato
€ > 0 FE puo essere scritto come E™ U E*2 con E% che soddisfano alle sequente
condizione: per ogni € > 0 e per i = 1,2 E% puo essere ricoperto da un numero
numerabile di x; — tubi Tfi di larghezza 6; tali che ) ;-4 5;- <.

Dove con z; — tubi T]‘f“ di larghezza 5; si intendono intorni chiusi di raggio (53- di
grafici di funzioni 1-Lipshitziane nell” incognita x;.

Da notare ¢ il fatto che nel Teorema [0.1] si ottiene una partizione E*' U E*2 di
FE dipendente da €, e che il risultato richiede un ipotesi tecnica piuttosto vincolante,
ovvero che F sia contenuto in un F,, di misura nulla. Nel lavoro [2] infatti si enuncia,
senza dimostrarlo, il seguente:

Teorema 0.2. Un insieme di misura nulla E C R? puo essere scritto come E*1UE®2
con E* che soddisfano alle sequente condizione: per ogni € > 0 e per ¢ = 1,2 E%
puo essere ricoperto da un numero numerabile di x; — tubi Tfi di larghezza 5;» tali

i
che y ;5105 <e.
La dimostrazione del Teorema [0.1] innanzi tutto prende in considerazione il caso
compatto e grazie ad un processo di discretizzazione, possibile solo grazie alle pro-

prieta di compattezza in cui ci si € posti, ci si riduce ad un problema di ricoprimento
di insiemi finiti. Il quale pero si risolve grazie al seguente:

Teorema 0.3. Un insieme S di N punti in R? pud essere ricoperto usando al pit
VN x1 — curve e VN 9 — curve.

Dove le x;-curve sono grafici di funzioni 1-Lipshitziane nella incognita x;.
Nel capitolo [3] invece si introduce il concetto di spazio tangente debole:

Definizione 0.4. Sia P%(R) il piano proiettivo. Dato un Boreliano E C R, si dice
spazio tangente debole ad E una mappa Boreliana 7 : E — P?(R)se

75(p) = 7(p) per H' — q.o. p € supp(S)N E (1)

per ogni curva S di classe C', dove 7g ¢ la retta tangente non orientata ad S.
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Questa definizione coincide con quella classica nel caso di varietd C! nel piano e
si dimostra che e sufficentemente debole da garantire il seguente:

Teorema 0.5. Ogni insieme E C R? di misura nulla ammette uno spazio tangente
debole.

I metodi utilizzati per dimostrare i Teoremi riportati sopra hanno poco a che fare
con le tecniche standard della Teoria della Misura, e sono invece intrisi di ragiona-
menti di tipo combinatorico e topologico. Dunque intimamente legati alla struttura
di R?, piuttosto che alla misura di Lebesgue. Infatti, quando si tenta di aumentare
la dimensione dello spazio, I’estensione naturale del Teorema e falsa, come ripor-
tato in [2]. Se versioni indebolite del teorema in dimensione piu alta siano vere
€ ancora un problema insoluto.
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Capitolo 1

Teoria della misura

1.1 Preliminari

Si introdurranno di seguito le notazioni e i concetti base della teoria della misura
utilizzati. A meno che non venga diversamente specificato lo spazio ambiente sara
sempre indicato con X.

Definizione 1.1. Si definisce misura (esterna) v : P(X) — [0, co] una funzione tale
che:

(ii) per ogni {An}neny C P(X) e ogni A C |J,,cn An allora v(A) <37 yv(An).

Osservazione 1.2. La misura esterna ¢ monotona, infatti se A C B (e allora A C
BU@UD...) si ha per definizione v(A) < v(B) +0...=v(B).

Definizione 1.3 (Insiemi misurabili). Sia v : P(X) — [0, 00| una misura, allora
E € P(X) si dice insieme misurabile per v se e solo se per ogni A € P(X) si ha che:

v(A)=v(ANE)+v(ANE°).

Osservazione 1.4. Per la subadditivita della misura esterna la disuguaglianza v(A) <
v(ANE)+ v(AN E° & soddisfatta per ogni E € P(X), quindi la misurabilita
equivale alla disuguaglianza opposta. La simmetria della definizione implica che A
¢ misurabile se e solo se A° lo e. Inoltre se v(E) = 0 allora v(A) > v(AN E°) >
v(ANE°)+v(ANE), e dunque E & misurabile.

Definizione 1.5. Sia v una misura su X ed A C X. Allora v ristretta ad A, scritto
vL A

€ la misura definita per ogni B C X da:

(vLA)(B):=v(ANB).
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Osservazione 1.6. Se E ¢ v-misurabile, allora v(B) = v(BNE)+v(BNE€) per ogni
B C X, in particolare:

(vLA)(B)=v(BNA) =v((BNA)NE)+v(BNA)NE°)
=v(AN(BNE))+v(AN(BNE°)=wLA)(BNE)+ (vLA)(BNE°).

Teorema 1.7. Data v una misura su X, sia {Ag}ren una successione di insiems
v-misurabili.

(i) Gli insiemi UgenAk € NkenAk sono v-misurabili;
(ii) se gli Ay sono disgiunti, allora:
v <U Ak) = v(Ap);
keN keN
(iii) se Ay C Ay C ..., allora
v (U Ak> = lim v(Ap);
keN
(iv) se Ay D Ay D ... ev(A1) < oo, allora

v (ﬂ Ak> = klgrolo v(Ag).

keN

Dimostrazione. Sia B C X

v(B)=v(A1NB)+v(BNA]) =v(BnA)+v((BnAJ)NA) +v((BNAJ) N AS)
> I/(B N (A1 U AQ)) + I/(B N (A1 U AQ)C)

e quindi A; U As & misurabile. Per induzione le unioni finite sono misurabili. Dunque
anche le intersezioni finite (per complementazione) sono misurabili. Si supponga ora
che gli insiemi { A }ren siano a due a due disgiunti, e si definisca per ogni j € N:

J
Bj = U Ak
k=1
Allora per ogni j € N

v(Bj1) = v(Bjt1 N Aj1) + v(Bjpa N Af ) = v(4j4) + v(B)),
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per cui induttivamente su j € N:

Allora segue che:

il/(Ak) <v (G Ak) ,

k=1 k=1

da cui segue la (i7). Da quanto sopra, per provare la (7i3):

Jim v(Ag) = (A1) + > v(Appr \ Ap) = v (U Ak> .

keN keN

L’affermazione (iv) segue dalla (7i7), infatti:

v(Ar) = lim v(Ay) = lim v(Ay\ Ay) = v (U (A \Ak))

keN
>v(A) —v <ﬂ Ak> :

keN

Rimane da provare (7). Fissato B C X, si ha:

v <Bm (g/xk» +v (Bm <kL€JNAk>> = (vLB) (%BQ + (vLB) (IQ\T(X\Bk)>

(vL B)(Bg) + kli_{lolo(l/LB)(X \ B) = v(B).

= lim
k—o0
Per complementazione si conclude la dimostrazione di (7). O

Definizione 1.8 (Algebra). Dato un insieme X un sottoinsieme .4 C P(X) non
vuoto si dice algebra se:

(i) 0 € A;
(ii) Ac A= A°c A,
(iii) per ogni {An}n=1,..m C A= Un:l,...,m A, € A.

Definizione 1.9 (o-algebra). Un’algebra A C P(X) si dice o-algebra se per ogni
{An}neN c A= UnEN An € A

Osservazione 1.10. Per il Teorema [I.7] gli insiemi misurabili per una misura v si X
formano una o-algebra.

L’osservazione precedente spiega perché una coppia (X, A) formata da X e da
una sua o-algebra si dice spazio misurabile.
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Osservazione 1.11. L’insieme ¥ := {4 C P(X) : A o-algebra} ¢ chiuso per interse-
zioni, infatti, sia {A;};er con I insieme arbitrario, una famiglia di o-algebre. Poiché
0 € A; per ogni i € I allora () € (;c;Ai. Se A € (,c; A allora A € A; per ogni
i € I ma per definizione di o-algebra si ha A° € A;, e dunque A° € (,c; A;. Del
tutto analoga I'ultima proprieta: {4, },en € A; per ogni ¢ € I per la definizione di
o-algebra, (J;cny An € Ai percio J;ey An € Nier Ai-

Definizione 1.12. Sia U C P(X). Posto X(U) := {A C P(X) : A o-algebra ed
U C A} si definisce:
MU) = (] A
Aex(U)

M(U) & detta la o-algebra generata da U.

Osservazione 1.13. La definizione predente & ben data per l'osservazione [1.11]
Osservo inoltre che M(U) ¢ la piu piccola o-algebra contenente U. Infatti,

per definizione M(U) contiene U, viceversa, se una o-algebra A contiene U allora ¢

contemplata nell’intersezione che definisce M(U) e dunque quest’ultima & contenuta

in A.

Definizione 1.14 (o-algebra dei boreliani). Sia (X, 7x) uno spazio topologico. La
o-algebra M(7x) ¢ detta la o-algebra dei boreliani di X e la si indica con B(X) :=
M(1x).

Definizione 1.15. Un sottoinsieme A C X e o-finito rispetto a v se si puo scrivere
come A = UgenBy, dove 1 By, sono v-misurabili e v(By) < oo per ogni k € N.

Definizione 1.16. (i) Una misura v su X si dice regolare se per ogni insieme
A C X esiste un insieme misurabile B tale che A C B e v(A) = v(B).

(ii) Una misura v suR" & detta Boreliana se ogni insieme Boreliano € v-misurabile.

N

(iii) Una misura v su R™ & detta Borel regolare se v ¢ una misura Boreliana e per
ogni A C R™ esiste un Boreliano B tale che A C B e v(A) = v(B).

(iv) Una misura v su R™ & detta misura di Radon se v ¢ Borel regolare e v(K) < oo
per ogni compatto K C R"™.

Teorema 1.17. Sia v una misura Boreliana su R™. Si supponga A C R", v-
misurabile e v(A) < oo. Allora vI_A é una misura di Radon.

Dimostrazione. Posto i := vL A, si ha chiaramente che u(K) < oo per ogni com-
patto K. Dato che ogni insieme v-misurabile & pure p-misurabile per ’osservazione
si ha che p ¢ misura di Borel.

Rimane da mostrare che i € Borel regolare. Dato che v € Borel regolare, esiste un
Boreliano B tale che A C B e v(A) = v(B) < oco. Allora dato che A ¢ v-misurabile,

v(B\A)=v(B)—v(4) =0
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Scelto C' C R™:

(vLB)(C)=v(CNB)=v(CNBNA)+v((CnNB)nN A
<v(CNA)+v(BNA% = (wLA)C).

Allora (vL_A) = (vL B), dunque si puo assumere senza perdita di generalita che A
sia un Boreliano.

Dato che v &€ misura Boreliana regolare, esiste un Boreliano E tale che ANC C FE
ev(E) =v(ANC). Sia allora D := EUA°. Dato che A ed E sono insiemi Boreliani,
lo & pure D. Inoltre C C (ANC)U A° C D. Infine, dato che DN A = EN A,

wD)=v(DNA)=v(ENA) <v(E)=v(ANC)=v(C).
O

Proposizione 1.18. La o-algebra dei boreliani di R™ con la topologia usuale é
generata dai plurirettangoli a lati ad estremi razionali:

n

B(R") = M <{H]ai, bil: ai, b; € @})

=1

Dimostrazione. E sufficiente mostrare che i plurirettangoli aperti a lati razionali so-
no una base per la topologia usuale di R". La topologia standard di R™ ¢ a base
numerabile e dunque essa sara contenuta nella o-algebra generata, poiché ogni aper-
to ¢ unione numerabile di plurirettangoli.

Sara indicato come cubo di centro ¢ € R" e semilato € > 0 'insieme
Q(c) ={xz eR": |¢; — x| <eVi=1,..,n}
Dato €2 C R”, si ha che
0= U Q ()
e
per €, opportunamente piccolo. Precisamente, detta

d(xz,Q°) = miél lw—z| >0
welde

la distanza di = da Q€ si scelga 0 < €, < d(z, Q°).
Posto allora

Q= |J Q)

qeNQn

con €4 = d(q’QQ ), si ha che Q4 C €.

Viceversa, dato che 2 ¢ aperto, per ogni x € ) esiste una palla B(z)
Scelto allora ¢ € Q" ed € > 0 tale che |¢ — x| < § si avra che Be(q) e percio
€q > % e se ne conclude che Q C Qg  poiché avremo che x € Bg q) ed a sua volta

Be(q) € Q(q) € Qa. O

c Q.
cQ
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Osservazione 1.19. Si noti che il ragionamento fatto nella dimostrazione del teore-
ma precedente prescinde dal fatto che i cubi usati siano aperti o chiusi. Dato che
la proposizione richiede di mostrare che gli aperti sono unione numerabile di plu-
rirettangoli aperti, dovranno essere aperti. Tuttavia se nella stessa dimostrazione
fossero considerati chiusi, la costruzione fatta resterebbe ancora valida, e quindi e
stato anche mostrato che gli aperti di R™ con la topologia usuale possono scritti
come unione numerabile di (cubi) chiusi.

Nel seguito, quando si trattera di R” come spazio topologico, sara sempre con-
siderato con la topologia usuale.

Lemma 1.20. Sia v una misura Boreliana su R"™ e sia B una Boreliano.
(i) Sev(B) < oo, esiste per ogni e > 0 un chiuso C tale che C C B ev(B\C) < €.

(i) Se v e misura di Radon, esiste per ogni € > 0 un aperto U tale che B C U e
v(C\ B) <e.

Dimostrazione. Sia p:= vL B. Dato che v e di Borel ed v(B) < oo, v &€ una misura
di Borel. Sia:

F ={A C R": A sia v-misurabile e per ogni € > 0
esiste un chiuso C' C A tale che u(A\ C) < €}.
Banalmente F contiene tutti i chiusi.
Se {A;}ien C F, allora A = NienA; € F.

Si fissi € > 0. Dato che A; € F esiste un chiuso C; C A; con v(A; \ C;) < 57 ber
1 € N. Sia C := Njen. Allora C' e chiuso e

(AN C) = p <ﬂ Ai\ﬂ()i) <p (U(AACQ)) <Y AN Gy <e

1€eN 1€N 1€N €N

Quindi A € F.
Se {A;}ien C F, allora A = U;enA; € F.
Si fissi € > 0 e si scelgano C; come sopra. Dato che pu(A) < oo si ha

lim (A\ UQ) =p (U A4\ Ci) <n (U(AACQ) <D uANG) <e
i=1

€N 1€N 1€N 1€EN

Di conseguenza, esiste un intero m € N tale che

% <A\ 6@) <€
i—1

ma U™, C; & chiuso e quindi anche A € F.
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Come notato nell’osservazione [1.19] ogni aperto puo essere scritto come unione
numerabile di chiusi. Ma allora quanto provato sopra mostra che F contiene tutti
gli aperti. Si consideri ora

G={AeF:A°ecF}.

Banalmente per quanto sopra G contiene tutti gli aperti e i chiusi.

Se {Ag}reny C G, allora A = UgenA; € G. Infatti per quanto sopra A € F. Ma
allora pure {A¢};eny C F, che implica che A° = N;enAS € F.

Percio G & una o-algebra contenente gli aperti e quindi tutti i Boreliani. Questo
prova (i).

Posto U, = U(0,m), la palla aperta di centro 0 e raggio m. Allora U, \ B ¢ un
Boreliano con v(Uy,, \ B) < oo, e quindi possiamo applicare (i) per trovare C,, C
Un\ B tale che v((Up \Ci)\B) = v(Un\B)\C) < 5. Sia U = Uien(Un\Cn); U
¢ ovviamente aperto. Ora sia B C C¢,, e quindi U, N B C Uy, \ Cyy,. Di conseguenza:

m=1 m=1
Inoltre,
y(U\B):y(U((U \ Cpn) ) > v(Un \Cm) \ B) <€
m=1 m=1

Teorema 1.21. Sia v una misura di Radon di R™. Allora

(i) per ogni A C R™,

v(A) =inf{v(U) : A CU,U aperto},
(ii) per ogni v-misurabile A C R",
v(A) =sup{v(K): K C A, K compatto}.

Dimostrazione. Se v(A) = oo (i) € ovvia, e quindi si pud supporre senza perdita di
generalita v(A) < oco. Supponi innanzi tutto che A sia Boreliano. Si fissi € > 0,
allora per il Lemma esiste un aperto U 2O A con v(U \ A) < e. Dato che
v(U) =v(A)+v(U\ A) < oo, e quindi vale (7). Sia A un insieme arbitrario. Dato
che v & Borel regolare, esiste un Boreliano B O A con v(A) = v(B). Allora

v(A) =v(B) =inf{v(U) : B C U,U aperto} > inf{v(U) : A C U,U aperto}.
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La disuguaglianza opposta € ovvia. La (i) ¢ dimostrata.

Sia ora A v-misurabile, con v(A) < oo. Posto p := vL A; allora p & misura di
Radon in accordo al teorema Fissato € > 0, applicando (i) a v e a A°, si ottiene
un insieme aperto U con A° C U ed v(U) < e. Sia C := U€. C & chiuso e C C A.
Inoltre,

V(A C) = u(C%) = u(U) < e.

Allora
0<v(A)—v(C)<eg,

e quindi
v(A) = sup{v(C) : C C A,C chiuso}. (1.1)

Si supponga ora che v(A) = oco. Si definisca Dy, = {z € R" : k — 1 < {z} < k}.
Allora A = Jpen(Dr N A); quindi oo = Y7, V(A N Dy). Poiché v & misura di
Radon, v(Dy N A) < oo. Allora come sopra esistono dei chiusi Cy, € Di N A con
V(Ck) > V(Dk N A) — 2% Ora UgenCr C A e

limlj<00k>:v<©0k)zz Ck >Z[ DkﬂA 1k:|:OO
e ks k=1 keN keN 2

Ma U_,C}, & chiuso per ogni n, e quindi in questo caso abbiamo anche la (|1.1]).

Infine, considerata B,, = B(0,m), ovvero la palla chiusa di centro l'origine e
raggio m, si ponga C,, := C' N By,. Ogni C), € compatto e v(C) = limg_00 (Cpy).
Quindi per ogni insieme v-misurabile A,

sup{v(K) : K C A, K compatto} = sup{r(C) : C C A, C chiuso}.
O

Definizione 1.22. Si definisce misura di Lebesgue n-dimensionale, la funzione £ :
P(R™) — [0, o] tale che per A C R™:

LM(A) = inf{z L"(Ry): AC U Ry, con Ry plurirettangoli aperti},
keN keN

dove la misura n-dimensionale di Lebesgue di un plurirettangolo [[:"]a;, b;[ ¢ per
definizione £" ([]i]ai, bi]) :== [Ty (bi — ai).

E necessario ora mostrare che la precedente definizione ¢ ben data.

Proposizione 1.23. La funzione L™ : P(R™) — [0, 00| definita sopra é una misura.
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Dimostrazione. Poiché O C T[] — ¢, €[, allora £™()) < € per ogni € > 0, dunque
L™(0) = 0.

Sia ora A C | Jen Ak Se L7(Ag) = oo oppure L"(A) = oo allora la tesi ¢ banale.
Allora si puo supporre senza perdita di generalita che £"(Ay) < oo per ogni k € N
e che L*(A) < oo. Fissato e > 0, si considerino {R¥};en ricoprimento di rettangoli
aperti di Ay, tali che £"(Ag) > Yoy L"(RF) — 55+. Quindi dato che gli {RF}icn al
variare di ¢ e k in N ricoprono A:

)< S R =33 R <3 (ﬁ”(Ak) n 2,%) =3 LM(A) +e,

i,keEN keN ieN keN keN
per ogni € > 0 e quindi £"(A) <>, . £ (Ag). O

Teorema 1.24 (Criterio di Carathéodory). Sia v una misura su R". Se v(AUB) =
v(A)4v(B) per ogni A, B C R" con dist(A, B) > 0, allora v é una misura Boreliana.

Dimostrazione. Si supponga C' C R" chiuso. E sufficiente mostrare che
v(A) > v(ANC)+v(ANCe) (1.2)

poiche la disuguaglianza opposta ¢ garantita dalla subadditivita. Se v(A) = oo,
allora (1.2]) & ovvia, dunque si puo assumere senza perdita di generalita che v(A) <
00. Si definisca:

Cn = {x e R" : dist(z,C) < 1}

n

per n € N. Allora dist(A \ C,, ANC) > = > 0. Per ipotesi quindi

1
n

V(A\ Cp) + V(AN C) = v((A\ Cp) U (ANC)) < v(A). (1.3)

Si deve avere allora che lim,, oo (4 \ Cy) = v(A\ C). Infatti posto

1 1
= A:—— i < -
Ry, {me F < dist(z,C) < k}

con k € N, si ha che A\ C,, = (A\ Cp) U (U2, Ry), in modo tale che

V(A\ Cp) S V(A\C) S v(A\Cy) + > v(Ry).

k=n
Una volta mostrato che Y 7o v(Ry) < oo, allora si avra
lim v(A\C,) <v(A\C) < nlgrolo v(A\ Cy) + nhﬁr{.lo Z v(Ry) = nlgr;O v(A\ Cy),

n—00
k=n

il che proverebbe quanto voluto.
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Per definizione dist(R;, Rj) > 0 se j > i + 2. Quindi per induzione si trova che

I/(ng) =V <U R2k> < V(A)

k=1

m

k=1
ed analogamente

> v(Ropsr) = (U R21€+1> <v(4).

k=0 k=0
Unendo questi due fatti e facendo tendere m — oo, si ha che

v(Rg) < 2v(A) < oo.
k=1
Dunque:
v(A\C)+v(ANC) = le v(A\Cp) +v(ANC) <v(A),
in accordo con , se ne deduce che C' & v-misurabile. ]

Ora si enuncera e dimostrera un Lemma fondamentale nel seguito:

Lemma 1.25. Sia R = [[;_,]ak, bx[C R"™ un plurirettangolo aperto. Esiste una
costante C' > 0 indipendente da € tale che se R := [[;_4]ax — $n, by + 5[, allora
LR\ R) < Ce.

Dimostrazione. Si puo procedere per induzione sulla dimensione n dello spazio.
Se n =1 la tesi € ovvia con C' = 1. Altrimenti si supponga che la tesi valga in
dimensione n. Posto b, — ar = ;.

LMR\ R;) = LR — L*(R) = [l + ) H I
k=1

n+1

n+1 n
= H(lk—i-e) - Hlk(ln+1+e)+ Hlk(ln+1+€) — Hlk
k=1 k=1

k=1 k=1
:(ln+1+6)<H lp +¢€) — Hlk>+6Hlk,
k=1

applicando ora l'ipotesi induttiva si ottiene

(lnt1 +€) (H(lk—i—e)— Hlk> +6Hlk < e(ln+1+6)+eHlk
k=1

k=1 k=1 k=1
—e ((lnﬂ +eC+]] lk> .
k=1

Scelto € < 1 si ha che ((lnt1 +€)CT [[i1 ) < ((la1 + 1)C + [y k) = C'. O
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Definizione 1.26. Sia F C R". Fissato 6 > 0 si indica con Fjy la d-discretizzazione
di E, ovvero l'insieme definito nel seguente modo:

Es = {((2h1 +1)§/2,...,(2h, +1)§/2) € R" : h; € Z tali che EﬂH[hié, (hi+1)0] # @}.
i=1
FEs e I'insieme dei centri dei cubi

n

L1176, (hi + 1)8] = [116, (ha + 1)6] x ... X [ltnd, (i + 1)9]
=1

che intersecano E.

Con abuso di linguaggio si usera la parola discretizzazione, sia per l'insieme
FEs, sia per indicare il partizionamento di R™ nelle celle della Proposizione [1.2
[T [Rid, (h; + 1)0].

Proposizione 1.27. Per ogni A CR™ e ogni 6 > 0 si ha che

L'(A) = inf{z L'R;):AC U R, con R; rettangoli aperti e diam(R;) < (5}.
€N 1€EN

Dimostrazione. Per definizione di misura di Lebesgue, per ogni € > 0 esiste un rico-
primento numerabile di A con rettangoli aperti R; tali che ), . L"(R;)—§5 < L"(A).
Una volta determinato un ricoprimento di R; con rettangoli R;(¢) di diametro minore
di § tale per cui 3 ;o L7(R;(1) — 552 < L(R;), stavra L(A) > 30,y L7(Ri)—5 >

Y ieN (ZjEN L"(R;(i)) — 21%) — 5 = 2ijen £"(R;(i)) — €. Sara allora sufficiente
provare che dato un rettangolo aperto R = [\ ;]a;, b;

L"(R) = inf{z L"Qi): R C U Q;, con Q; cubi aperti con diam(Q);) < (5}.
€N €N
Sia allora, R; la e-discretizzazione di R con € < min{g, %} Supposto R limita-

to, R; ¢ finito, perche € un insieme discreto contenuto in un insieme limitato. Si
. . . . 6(%+%> . . . . 1 1

considerino allora i cubi Q 2 (x;) di centri z; € R; e di semilato ¢ (5 + W)

Tali QE(Q+2’+ I ) (x;) formano un ricoprimento di R. Infatti per ogni z € R esiste un

1y 1
z; € Re tale che [z — x;| <€, e quindi x € Q6<2+2”1)($¢). Applicando il Lemma

1, 1
1.25( ad ogni QE<2+2”1)(1’,~) si ottiene:

Z £”(Q€<%+ﬁ>($i))§ Z L (Qg(xi)—i-(j#) < Z E"(Qg(l‘i))-l-C'e,

z‘iER% JJ,‘ER% CCZ'ER%
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dove si e potuta scegliere la stessa costante C' perché essa e indipendente per tra-
slaz1on1 (si veda la dimostrazione del Lemma [1.25] D Inoltre per costruzione i cubi
Q2 (x;) sono disgiunti al variare di 7, e percio si ottiene:

S oGty <o | | Qi) | +ce

xlERe xiER%

Con le stesse notazioni usate nella dimostrazione del Lemma [[.25] si conclude che:

pA(e) 2”1)(300) <L |J Qi) |+Ce< LYR)+Ce < L(R)+(C+D)e.
:CZGRe T;€Re
2
Se R non & limitato, allora L™"(R) = oo quindi qualsiasi ricoprimento va bene. [

Proposizione 1.28. La misura di Lebesgue e una misura di Radon.

Dimostrazione. La misura L™ ¢ Boreliana, infatti, dati A, B C R™ due insiemi tali
che d(A, B) = § > 0, si ha per la Proposizione che:

L"(AUB) 1nf{z LM(R;): AUB C U R;, con R; rettangoli aperti e diam(R;) < j}
€N 1€EN
0
{Z L"R;): AC U R;, con R; rettangoli aperti e diam(R;) < 4}
1€EN €N
n( 4]
+ 1nf{2£ : B C U R;, con R; rettangoli aperti e diam(R;) < 4}
€N 1€N
=L"(A) + L"(B).

e dunque per il Teorema si ha che £" ¢ una misura Boreliana.
Che sia limitata sui compatti € ovvio, manca quindi da mostrare che ¢ Borel
regolare. Se A C R™ per ogni k € N esiste un ricoprimento di rettangoli aperti di A

tali che
£h(A) < £ (U Ri(k)> <3 £(Ri(k) < £7(4) + %

ieN ieN
Ma allora A C By Ujen R;(k) € aperto per ogni k € N, e dunque & Boreliano. Posto
allora B := Ngen By, si otterra ancora un Boreliano, tale per cui A C B e

£1(4) < £'(B) < £2(4) + .

per ogni k € N, e quindi £"(A) = L"(B)
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1.2 Discretizzazioni di insiemi di misura nulla

In questa sezione a meno che non venga specificato altrimenti, la o-algebra con-
siderata e quella dei Lebesgue misurabili di R™ e la misura considerata ¢ quella di
Lebesgue.

Proposizione 1.29. Sia E C R” insieme compatto e di misura di Lebesque nulla.
Sia Ej la §-discretizzazione di E, allora

lim 6" Card(Ej;) = 0.
6—0

Dimostrazione. Fissato € > 0 sara necessario trovare dy > 0 tale che se 0 < § < d,
allora si abbia ¢"Card(Ejs) < e. Poiche E ha misura nulla, dato € > 0 esistono degli

ipercubi {Qi};cqy ny tali che:

N
EclJ@s,
i=1

ed inoltre
N
> L) <e
i=1

Infatti per la Proposizione esiste un aperto contenente F di misura m(2) < €
tale che £ C . Ma nella dimostrazione della Proposizione [1.18] si & visto come
Q= U;en Qi con i Q; ipercubi aperti. Ma per la compattezza di E si puo estrarre
un sottoricoprimento finito che risponde alle richieste.

A questo punto vorrei sarebbe desiderabile che ogni ipercubo C? della discetiz-
zazione di R™ (ovvero del tipo [ [hid, (h; + 1)d] che interseca E, fosse contenuto
in un elemento del ricoprimento (); per ottenere una stima sulla cardinalita della
discretizzazione. Questo ¢ in generale falso. Quello che invece ¢ vero ¢ che esiste
un Q; tale che Q; N C% # (). Se perod le celle della discretizzazione hanno semilato
minore di §g allora si ha che:

QiNC’ #0=C’CQP,

dove Qfo e l'ipercubo aperto centrato nel centro di Q; e di semilato s(Q;)+ 24, dove
si indica con s(#) il semilato di un ipercubo #.

A questo punto si ¢ ottenuto un nuovo ricoprimento {Q?O}, coni=1,...N di

E. Per la Proposizione si ha che esistono C; € R tali che E"(Qfo \ Qi) < Cidp.
Posto allora M = max;—1 . n C; si ottiene che

N

N
> m(QP) < NMdo+ Y L"(Qi),

i=1 i=1
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Imponendo N My + sz\il L™(Q;) < e si ottiene il 09 > 0 desiderato. Scelto d < dg
sihache CONQ; #0 = Q C Q?O e quindi:

N
Card(Es)o" = > L'(C%) < Z (Q%) <

CSNE#D i=1



Capitolo 2

Struttura di insiemi di misura
nulla nel piano

In questo capitolo si dimostrera un teorema di struttura per insiemi di misura di
Lebesgue nulla nel piano. La prova si articolera in due momenti: la dimostrazione
di un teorema tecnico di calcolo combinatorico, ed il teorema di struttura.

2.1 Un risultato di ricoprimento per insiemi finiti di R?

Definizione 2.1. Si definisce x; —curva in R" ¢ = 1,..., n, il supporto di una curva
v : R — R"™ del tipo

Y(t) = tei+ Y ;(t)e;
J#
tale che la funzione f : R — R™~! definita da:
HOEDIRIGL
J#i
sia 1-Lipshitziana.

Teorema 2.2. Un insieme S di N punti in R? pud essere ricoperto usando al pit
VN z1 — curve e VN x5 — curve.

Dimostrazione. Si consideri il seguente ordine su S:
a=<b < b2 —a">[b" —a".

per ogni a,b € S con a = (a*',a"™) e b = (b",b"2). Di seguito si costruira un
procedimento induttivo per creare un opportuno partizionamento di S.

Se esiste una catena Cy di (S, <) tale che Card(C1) > v N si ponga S; := S\ Ch.
Se esiste una catena Cy di (57, <) tale che Card(Cy) > VN si ponga Sy := S; \ Cs.
Se al passo k-esimo non esistono catene in (S, <) con Card(Cy) > v/'N si ponga

17
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S’ := S}, altrimenti esiste una catena C}, di cardinalitd maggiore od uguale di v N
e quindi si ponga Sky1 := Sk \ Ck.

Si noti che il procedimento & ben definito perché I'insieme S & finito.

Se S’ # (), si consideri 'insieme M7 C S’ degli elementi massimali di S’, che esistono
perché ¢ finito, e si ponga S7 := 5"\ M.

Se S} # 0 si consideri M> I'insieme degli elementi massimali e Sy := S] \ Ms e cosi
via induttivamente fino a che al passo h + 1-esimo risulti S, 1= (). Per costruzione
gli insiemi C1,...,Cy, M1, ..., M} formano una partizione di S.

Si ha inoltre che k, h < v/N. Infatti N > Card(UfZIC’Z-) > kv/N e quindi kv/N < N
e allora k < v/N. Per quanto riguarda h, esso non puo superare v N poiché. Se cosi
fosse, si consideri un elemento aj di M. Esiste percido un elemento di Mj_; tale
che aj_1 = ag, poiché se cosi non fosse aj_1 sarebbe massimale per S,;. Cosi pero si
costruisce una catena di lunghezza maggiore di v/N, il che & assurdo.

Per concludere la dimostrazione si deve dimostrare che le catene sono contenute
in xo-curve e gli strati in x1-curve.

A tale scopo si fissi uno strato M. Per assurdo si abbiano due elementi di M
con la stessa coordinata x;. Infatti siano a,b € M distinti con a = (a™,a”?),
b = (b"1,0"2), a® = b™ e a™ < b*2. Allora b*2 — a®™ > 0 = |b™ — a™'| e quindi
a = b, il che e assurdo, perche a e b sono massimali. Quindi si puo scrivere M come:

M= {(aﬂfl,a;@),...,(a§1,a§2)}

con aj' <...<aj'.
Si consideri il luogo di punti formato dai segmenti in R? ad estremi (a}*,a}?) e
(afil, afjl) peri=1,...,5 — 1. Per mostrare che tale luogo di punti ¢ contenuto in

un grafico di una funzione 1-Lipschitziana di x; si definisca:

t—a’l
2 i T2 T2 . r1 T1
a;” + T —aT (aif; —a;®) sew € [aj, a;}]
 — 1 1
f(t) = ay set <aj
1 1
x X
a; set > a;

Chiaramente il luogo dei punti costruito & contenuto per costruzione nel grafico di
f- Rimane da provare che f sia 1-Lipschitziana. Infatti:

t1 — at to — bt
[F(01) = f(t2)] = |0 + (a3 — af?) = b + g (07 = )|
i+1 i i+1 %

assumendo che t;,%2 € [agfl,a;?l]. Procedendo con delle manipolazioni algebriche si
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ottiene:
t1 —a; ty — bt
|f(t1) - f(t2)| = CL - aerl + T (afil ) + aH—l - be pT1 beBl (bzzJer - bfz)
z+1 i i+1 i
tl — aml 2 — chl
S ) (0 —ai?)| — ity — b7 [+ | (b — b7)
Aip1 — G5 bit, —b;
lait, —a;| b7y — 07|
= [t1 — z+1|17_;1|+‘ z+1_bx2’+|t2 bx11| :

| z+1 |bz+1 bfl|

(2.1)
Ricordando che gli a;,a;+1,b; e biy1 sono massimali per l'ordine <, e quindi non
confrontabili, si ottengono le seguenti relazioni:

’az+1 - az2| < ‘az—&—l - ax1|
6721 — 07| < by — b5t ]
ottenendo quindi nella (2.1)):
[f(t1) = F(2)] < [t — ai |+ |azdy — 07| + [t2 — b4 [ = [t1 — ta,

che dimostra quanto voluto. Se t1,t2 ¢ [a]',a a; “1] la tesi e banale. Senza perdita
di generalita si pud considerare ¢1 ¢ [a7",aj'] e t2 > aj'. Allora [f(t1) — f(t2)| =
|f(t1) — f(ai')|- Ma per quanto mostrato sopra |f(t1) — f(t2)| = [f(t1) — f(a]")] <
[t1 — aj'| < [t1 — 2], il che termina la dimostrazione del fatto che gli strati sono
contenuti in xi-curve.

Rimane da dimostrare che le catene sono contenute in z9-curve. A tale scopo si
induca un nuovo ordine su S:

a <b se e solo se b — a® > |b™? — a™?|

con a = (a®,a") e b = (b™,b"2). Si provera ora che una catena per l'ordine < &

formata da elementi non confrontabili per I'ordine <. Si consideri C' = {(a1,...,a;)}
una catena, con a; =< a;41 per ogni i = 1,...,1 — 1. Allora dati i < j si avra che
a;? —a;* > |ai' —aj'|. Sesi avesse a; Ja; allora si avrebbe a;' —ai* > [a}? — a;?|,
ma allora
T2 2 1 T T 71 T2 T2
a; > lajt —ait| > aft — a7t > a7 — a7,

il che ¢ assurdo. Analogamente se si avesse a; < a;. Ma allora le catene di < sono
formate da elementi non confrontabili per <. Questo conclude la dimostrazione
del caso n = 2, perche la simmetria tra < e < assicura che le catene siano xs-curve
semplicemente ripercorrendo la dimostrazione degli strati scambiando z; con x2. [

2.2 Struttura di insiemi di misura nulla nel piano

Definizione 2.3. Si definisce x; — tubo di larghezza ¢ > 0 un insieme di R" della
forma

T =T%(S,9) = {x e R" : dist(z, S) < g}
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dove S e una x;-curva.

Teorema 2.4 (di struttura). Sia E C F C R2, con F un insieme F, di misura
nulla. Fissato € > 0 FE puo essere scritto come E*1 U E*2 con E% che soddisfano
alle sequente condizione: per ogni e > 0 e per i = 1,2 E* puo essere ricoperto da
un numero numerabile di x; — tubi Tfi di larghezza 5; tali che 2]21 5} <.

Dimostrazione. Si supponga per semplicita che E sia compatto. Si fissi un § > 0,
e si consideri la d-discretizzazione di E, Es introdotta nella Definizione Dato
che F & compatto e ha misura di Lebesgue nulla, si ha per la Proposizione che
Card(Es) = o () e quindi Card(Es) < %22 per una costante C' opportuna. Inoltre
per il Teorema h si ha che I'insieme Ej pud essere ricoperto da % xr1-curve 7;1 e
% To-curve 7;%2.

Considerati allora i tubi 7% (7% ,26) e T*1(v%,,25), si ha che

T (42, 20) U T7 (4, 26) > E.
i J

Inoltre la somma della larghezza delle strisce pud essere stimata con:

261/ Es = 25y |0 <512> = o(1),

per cui tale quantitd tende a 0 per 4 — 0 e quindi si pud scegliere § tale per cui
0(1) < €. Quindi ora si & provato il caso compatto. Sia C' C R? insieme chiuso.
Allora C = |J, C N [—Fk, k]? e quindi essendo C' N [—k, k]? compatto Vk € N si ha che
il risultato & ancora vero un gli insiemi chiusi. Infatti siano T} (x;) gli x; — tubi che
ricoprono C' N [k, k]? la cui somma degli spessori ¢ 5% € quindi l'insieme dei tubi
{T¥(x;) : k € N} ricoprono E (una volta fatta I'unione sui j) con spessore limitato
da 2e. Quindi il risultato € provato per insiemi chiusi. Analogamente a sopra si
dimostra per insiemi F,. ]

Nel lavoro [2] si enuncia il seguente teorema che estende il Teorema ad un
qualsiasi insieme di misura nulla nel piano e che rende indipendente da € la scelta
degli insiemi E{ ed E3:

Teorema 2.5. Un insieme di misura nulla E C R? puo essere scritto come E*1UE*2
con E* che soddisfano alle seqguente condizione: per ogni e > 0 e per i = 1,2 E%
puo essere ricoperto da un numero numerabile di x; — tubi Tfi di larghezza 5; tali

che Y ;5105 <e.



Capitolo 3

Spazi tangenti ad insiemi di
misura nulla nel piano

3.1 Misure di Hausdorff

Definizione 3.1. Sia A CR", se 0 < s < 00, 0 < < oco. Si definisca

H3(A) = inf{Za(s) (dm;(cf)> A C | ¢y, diam(Cy) < 5},

JEN JEN
dove .
T2
e T(s) == [;Pe®a*tdz, 0 < s < oo, & l'usuale funzione gamma di Eulero. Si
definisce poi
H?(A) :==sup H3(A). (3.1)
>0

H? si dice misura s-dimensionale di Hausdorff su R".
Teorema 3.2. H® ¢ una misura di Borel regolare (0 < s < 00).

Dimostrazione. Preliminarmente si procedera a mostrare che Hj ¢ una misura. In-
fatti, sia { Ag }ren una famiglia di sottoinsiemi di R™ e si supponga che Ay C UkeNCJ’?,
con diam(C’j’?) < §; allora {Cf}j’keN ¢ ricoprimento di UgenAg. Quindi

diam(C*)\°
H3 (U Ak> <Y Y () (2()> .

keN keN jeN

Prendendo I'inf ad ambo i membri su tutti i ricoprimenti che soddisfano alle richieste
imposte sopra si ottiene:

H; <U Ak) <D HH(AR).
keN keN

21
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Quindi H§ ¢ una misura. Ora si puo procedere a mostrare che H® ¢ una misura.
Infatti sia come sopra {Ag}reny C R™. Allora

Hs (U Ak) <D HHAR) <D HA(Ag).

keN keN keN

Facendo tendere 6 — 0 si ottiene la tesi. Si mostrera ora che H® ¢ misura di Borel.
Scelti A, B C R™, tali che dist(A, B) > 0, siscelga 0 < 6 < %dist(A, B). Si supponga
inoltre che AU B C UkenCy e diam(Cy) < 9.

Sia A:={C; : C;NA#0}eB:={C;: C;NB # 0}. Allora si avra che
A CUg;eaCy e B C Ug,epCj, ma per costruzione C; N Cj = DseCic AeC;€B.
Dunque:

Sals) (THO) > 7 ag (M) > o o () > g mgm,

jeN C;eA

Prendendo 'inf tra tutti questi ricoprimenti, si trova che H3(AU B) > H3(A) +
H3(B), se 0 < 46 < dist(A4, B). Facendo tendere § — 0 si ottiene H*(AU B) >
H*(A) + H?(B), il che con la subadditivita della misura ed il Teorema fa
concludere che ‘H?® ¢ misura di Borel.

Si noti che diam(C') = diam(cl(C)) per ogni C' C R", quindi

H5(A) := inf{z a(s) (dlaH;(Cj)> :AC U Cj,diam(C;) < 6,Cj chiusi}.
jEN jEN

Scelto A C R" tale che H*(A) < oo; allora H5(A) < oo
k € N si scelgano dei chiusi {C]’?}jeN tali che diam(C%) <

J
diam(C*)\*
Za s <j> <H

JjeN

per ogni § > 0. Per ogni
%7 A - UjENCJI‘C7 €

i
+
| =

Sia Aj := UjeNCJk, By, := UjenAy; B ¢ Boreliana. Inoltre A C Ay, per ogni k € N e
quindi A C B. Inoltre,

Facendo tendere k — oo, si ha che H*(B) < H*(A). Ma A C B, e quindi H*(B) =
He(A). O

Proposizione 3.3. Ogni insieme N C R"™ numerabile ha misura H® nulla per ogni
0<s<n.
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Dimostrazione. Per ogni € > 0 si ha:

NC [ B (@),

T, EN
Ma allora:
HI(N) < V<o L _ @
JN) <) als) <2i+1) <€) (25)F1 ~ 25 1
ieN iEN
Fissato § > 0, si avraa per quanto sopra che Hj(NN) = 0. Percio H*(N) = 0. O

3.2 Spazio tangente ad insiemi di misura nulla nel piano

Definizione 3.4. Sia P2(R) il piano proiettivo. Dato un Boreliano E C R2, si dice
spazio tangente debole ad E una mappa Boreliana 7 : E — P?(R)se

75(p) = 7(p) per H' — q.o. p € supp(S)N E (3.2)
per ogni curva S di classe C', dove 7g ¢ la retta tangente non orientata ad S.

Proposizione 3.5. Date due curve S1,Sy di classe C', gli spazi tangenti classici
corrispondenti coincidono su supp(S); Nsupp(S)a H' quasi ovunque.

Dimostrazione. Si consideri I'insieme

F = {z € supp(S)1 Nsupp(S)2 : 75, (z) # 75,(x)},

degli elementi di S; N Sy dove gli spazi tangenti alle due curve non coincidono. I
campi tangenti alle curve S1 ed S5 sono funzioni continue, quindi, dato = € F, esiste
un intorno U di = dove le curve hanno spazi tangenti sempre distinti, e possiamo
assumerli, senza perdita di generalita, linearmente indipendenti. Dato che S7 ed S
sono curve C!, se ne puo fare lo sviluppo di Taylor in z:

Si(t) = x + S1(0)t 4 o(t),
Sy(t) = x + S2(0)t + o(t),

Dove S1(0) ed S3(0) sono linearmente indipendenti. Sottraendo allora membro a
membro:

Si(t) = Sa(t) = (S1(0) — S2(0))t + o(t) = (51(0) — S2(0) + o(1))t.

Allora esiste un intorno V C U di z tale che |S;(0) — S2(0) + o(1)| > 0, e quindi
in V' \ {z} le curve S; ed Sz non coincidono. Quindi I'insieme F ¢ discreto, e ha
misura H! nulla. O

Osservazione 3.6. Dalla proposizione precedente segue che la nozione di spazio
tangente classico e debole coincidono nel caso di curve C!.
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Definizione 3.7. Un insieme E C R2 si dice:

(i) 1-rettificabile se & contenuto in un unione numerabile di curve C' a meno di
un insieme Fy di misura ! nulla.

(ii) puramente non rettificabile se per ogni curva S di classe C! si ha H}(SNE) = 0.

Osservazione 3.8. E chiaro che qualunque spazio tangente si definisca su un insieme
puramente non rettificabile, soddisfa alla condizione ((3.2)).

Proposizione 3.9. Lo spazio tangente debole ad un insieme E, se esiste, € unico a
meno di insiemi puramente non rettificabili.

Dimostrazione. Siano 71 e 1o due spazi tangenti deboli di F. Si consideri I'insieme
F:={z €R?:7(x) # m(x)} esi fissi una curva S € C'. Gli insiemi Fj := {z € S :
Ts(x) # 1i(z)} e Fo :={x € S : 79(z) # m2(x)} hanno misura di Hausdorff nulla,
quindi la loro unione ha misura nulla. Chiaramente pero F NS C Fy U Fy, che ha
quindi misura nulla, e percio F e puramente non rettificabile. 0

Proposizione 3.10. Un insieme misurabile E C R? con misura di Lebesgue positiva
non ammette alcuno spazio tangente debole.

Dimostrazione. Infatti, si fissi una direzione in P?(R). Usando come curve C! nel
test le rette parallele a tale direzione fissata, si ottiene per il teorema di Fubini-
Tonelli che lo spazio tangente ad E coincide £2 quasi ovunque con la direzione fissata.
Ma questo vale per ogni direzione in P?(R), e si ottiene un assurdo. O

Definizione 3.11. Dati e € R? con |e| = 1 ed un angolo « € [0, ], si definisce il
cono a due falde chiuso di asse e e ampiezza « l'insieme:

Cle,a) :={z € R*: |z -e| > |z|cos(a/2)}.

Si indichera Cone := {C(e,a) : e € R?,a € [0, 7]} I'insieme di tutti i coni centrati
nell’origine.

Definizione 3.12. Si dice spazio tangente conico una mappa C : E — Cone tale
che per ogni curva S di classe C!:

C(p) 2 75(p) per H' —q.o.p€ SNE, (3.3)

in perfetto parallelismo con la (3.2]).

Lemma 3.13. Intersezione numerabile di spazi tangenti conici ad E é ancora uno
spazio tangente conico.

Dimostrazione. Se {C;};cn sono spazi tangenti conici ad E si ha che per ogni i € N
e per ogni S curva di classe C! si ha 75(p) C Ci(p) per H! quasi ogni p € SN E.
Ma allora ovviamente 75(p) C M;enCi(p) per H' quasi ogni p € S N E (I'unione
degli insiemi dove l'inclusione non vale & numerabile e quindi ha ancora misura '
nulla). O
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Se si assume per vero il Teorema vale il seguente risultato:

Teorema 3.14. Ogni insieme E C R? di misura nulla ammette uno spazio tangente
debole.

Dimostrazione. Si fissino e** := (1,0) ed €™ := (0,1). Scrivendo F = E*1 U E*2
come nel Teorema si definisce il candidato spazio tangente conico ad F, preso
a €|n/2,ml:
Colp) = {C(ezl,a) se p € B
C(e*™,a) sepe E™2\ E¥.
Si verifichera ora che C,(p) € uno spazio tangente conico. A tale scopo si fissi
S € C!, e si definisca la funzione

S :supp(S) — [—o0, 7]
7s(p) - €
Ts(p) - e¥1

Si dimostrera che H'({p € S : |5’ (p)| > 1} N E*1) = 0 ed analogamente che H!({p €
S :1S'(p)| < 1}NE*2) = 0 e quindi la condizione (3.3)) & soddisfatta per Parbitrarieta
di S.

Si consideri allora p € {p € S : |S'(p)| > 1} N E*1. Per la continuita di 7¢ (S &
una curva C'), esiste un intorno B, (p) di p di raggio r > 0 tale che r = %sup{R >
0:sep € SN Bg(p) allora |S’(p)] > 1}. L’insieme E®' puo essere ricoperto con
x1-tubi Tj(e) di larghezza 2§; tali per cui ), d; < €.

Ora si procedera a stimare la quantita diam(7;(e) Nsupp(S) N B, (p)). L’insieme

Fi = U (C (e“, g) +p—|—tem2)

te [—25i ,251']

Z2

p—

contiene 1’ z1-tubo T;(e), per definizione stessa di zj-tubo. Inoltre posto m :=
inf,c 5B, (p) S'(p) si ha che S C p + C(e”,2(n/2 — arctan(m)) =: V. Quindi si ha
banalmente che diam(7;(e) NS N B,(p)) < diam(F; NV N By(p)). Per quest’ultimo
insieme la stima del diametro ¢ facile. Infatti per la regola dei seni si ottiene:

diam(F; NV N By(p) 26 2v/26; _20iV1 4 m?
2sen (27) ~sen(Z—0) cos(f) —sen(d) @ m—-1

da cui si segue che
40;vV1+m

C om—=1
Allora si puo stimare la misura ”;‘-ll(Egc1 NSNB.(p)) cone>3f>0:

diam(T;(e) N .S N By(p)) < diam(F; NV N B, (p)) =

HLE" N SN B, (p)) < Z diam(T;(e) N supp(S) N B, (p))
€N

45\/1+ Z5<2 \/ m?

€N
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Quindi per ogni § > 0 risulta che H%(Exl NS N B,(p)) =0 e quindi passando al sup
su § > 0 si ha che HY(E* NS N B,(p)) = 0.

Considero un insieme denso {p;}iey in {p € S : [S'(p)| > 1} N E*'. Allora si ha

che:
U Bu(p) 2 fpe s+ 18 ()| > 1} 0 B, (3.4
€N
Infatti, dato un p € {p € S : |S’(p)| > 1} N E*!, come osservato sopra esiste una
palla B,(p) dove S’(x) > 1 per ogni z € B,(p) NS. Ma per la densita di per ogni
€ > 0 in {p;}ien esiste un p; tale che |p; — p| < e. Ma allora si puo stimare r; con
ri > (2r —2¢)/2 = r —€ > 0, e quindi la ¢ dimostrata. Quindi risulta che
H' {pe S:|5(p)| <1} NE®)=0.

Si ruotino allora gli assi di un angolo 6 e si proceda con la stessa costruzione
dello spazio tangente conico con gli assi ruotati, ottenendo un nuovo spazio tangente
Ca,p che & uguale per ogni p € E ad C(ep',a) oppure a C(ep?,a), dove ep' =
(cos(f),sen(f)) ed ey® = (—sen(h), cos(h)).

Ponendo:
cp)= ) N Caolp)

a€lr/2,m]NQ H€[0,27]NQ

Si ottiene ancora uno spazio tangente conico per il Lemma [3.13

Sicuramente per ogni p € E si avra che p € C(p). Per assurdo C(p) contenga
due rette di direzioni 7! ed 72 distinte. Fissato a € [r/2,7] N Q sia v €]0,7/2]
I’angolo formato dalle due rette. Ma allora fissato C(ry, ), uno tra C(Ti,%ﬁé) e

C (ria L2 «) contiene una sola retta e di conseguenza si ottiene un assurdo. Percio
2

C(p) contiene una retta o un punto. Definendo ora 7 : E — P%(R) come:

) C(p) seC(p) € una retta
7(p) == .
b e1 altrimenti

si ottiene per come costruito 7 uno spazio tangente debole. O
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