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Introduzione

Lequazione che studieremo in questa tesi € la cosiddetta equazione di Yamabe. Si trat-
ta di una equazione differenziale alle derivate parziali definita in R”, n = 3, per funzioni non

negative u € €%(R") che ha la seguente forma:
Au=-n(n-2)uns. 1)

Questa equazione sorge nel contesto della Geometria Differenziale in relazione al problema di
Yamabe e ha anche un significato legato all’Analisi Funzionale e alla disuguaglianza di Sobolev
L? in R". Questi collegamenti verranno studiati nel Capitolo 1 con riferimento ai testi [SY] per
il significato geometrico e [LL] per quello funzionale.

L'equazione in sé e la classificazione delle sue soluzioni hanno un interesse intrinseco, che sara

quello su cui ci concentreremo in queste pagine. L'obiettivo € provare il seguente:

Teorema. (SOLUZIONI DELL'EQUAZIONE DI YAMABE)

Sia n = 3. Le soluzioni positive u € €>(R") dell'equazione
n+2
Au=-nn-2)unrz

sono tutte e sole le funzioni

n-2
A z
) , xeR",

u X)=|5——
A %o (AZ +|x = xp/%
conA>0exyeR".

La dimostrazione di questo risultato ci permettera di introdurre una serie di strumenti fon-
damentali e di vedere all’opera alcune efficaci tecniche di studio delle equazioni differenziali,
semplici nel livello di Matematica adoperata ma anche profonde nella loro capacita di cogliere
la questione centrale del problema.

Nel Capitolo 2 ci concentreremo sullo studio a priori delle proprieta di simmetria delle so-
luzioni e sulle trasformazioni che permettono di ottenere soluzioni a partire da altre soluzioni;
cercheremo anche di interpretare il significato geometrico dei passaggi di volta in volta ese-
guiti, traendone informazioni per la risoluzione. Parallelamente verificheremo come l'insieme
delle funzioni u, y, (x) sia chiuso rispetto alle trasformazioni proposte. Infine risolveremo I'e-

quazione sotto I'ipotesi di simmetria sferica. Questi passaggi serviranno a metterci nell’ottica
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di usare la simmetria rispetto all'inversione sferica delle soluzioni per determinarle. Vedremo
come una comprensione geometrica dell’equazione possa semplificare la sua risoluzione.

Il Capitolo 3 vertera sulla dimostrazione del risultato centrale nel metodo di risoluzione
di Li e Zhang in [LZ]. In principio introdurremo alcuni strumenti della Teoria delle Equazioni
Differenziali, in particolare il Principio del Massimo (Debole e Forte) e il Lemma di Hopf per
operatori differenziali del secondo ordine ellittici. Quindi, dopo aver tradotto questi teoremi
dalla loro forma generale in una piu adatta al nostro caso specifico, li sfrutteremo insieme al
Metodo delle Sfere Mobili per provare che le soluzioni sono simmetriche rispetto all'inversione
sferica.

Saremo dunque pronti ad affrontare il percorso di Li e Zhang per arrivare alla classifica-
zione delle soluzioni, cosa che faremo nel Capitolo 4 dopo aver osservato le buone proprieta
di integrabilita delle soluzioni. Questo metodo fa tesoro delle esperienze e dei tentativi prece-
denti di soluzioni di Gidas, Ni e Nirenberg in [GNN] e Caffarelli, Gidas e Spruck in [CGS] per

sviluppare una strategia piu brillante ed efficace.
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Capitolo 1

Origine dell’equazione di Yamabe

1.1 Legame con la disuguaglianza di Sobolev

Lequazione di Yamabe e I'equazione di Eulero-Lagrange associata alla disuguaglianza di
Sobolev L? in R":

n-2

2
n n 4 1 \»
( |72 dx) <C, | vu? dx, cnz—(—) , 1.1)
R” R” nn-2)\wy,

valida per funzioni u € L (R™) tali che [Vu| € I2(R™). A meno di un fattore moltiplicativo, le
funzioni che realizzano 1'uguaglianza in (1.1) sono tutte e sole le soluzioni dell’equazione di

Yamabe (1). Definiamo

f IVul2 dx 1
— > —>0. (1.2)

Rn
2n_ T C’l
| u| n-2 dx
Rn

Vogliamo ricavare una condizione sulle funzioni estremanti di J(-). Per prima cosa osserviamo

J(u) =

che tale funzionale non ammette massimo; basta notare che si puo “ingrandire” fortemente il
numeratore senza sostanzialmente variare il denominatore. Questo si ottiene “frastagliando”
una qualsiasi funzione nel dominio di definizione di J(-). In effetti le funzioni estremanti sono

tutti e soli i minimizzanti. Se una funzione u > 0 con regolarita opportuna € un minimo allora
2n
J(w)<J(v)  perognive L2 (R") tale che |[Vv| € L2([R").

Vogliamo dimostrare che questa condizione € equivalente a richiedere che la funzione u risolva
I’equazione
Au=-n(n- 2)u%
ameno di costanti moltiplicative.
Sia v € €2°(R™) una funzione arbitraria (notiamo allora che vale v € L2 (R™) e |Vu| € L2(R™)).
Per € = 0 definiamo

gle):=J(u+ev).




1.1 Legame con la disuguaglianza di Sobolev

Se per € = 0 si ha un minimo per g (:) per ogni v come sopra allora

Vu+eVol? dx
d Rn

= =0.
d£(

n-2

2n n
|u+evln2 dx
R” £=0
Procedendo con passaggi formali troviamo

n-2

[fen2(Vu+eVv)- (Vo) dx| (fRn|u+£U|% dx) 8

n-2

2n =
(fRn|u+€v|E dx)
2
2 n-2 2n n 2n n+2
[fan IVu+eVul dx]T(fRnlu+£v|n—2 dx) (fwmlu+£v|n—2vdx)

n-2

2n
(fRn|u+£v|ﬁ dx) §

=0.
e=0
Possiamo ora ignorare il denominatore dal momento che stiamo considerando le © non nega-

tive (e non banali, quindi u # 0) e di conseguenza per € — 0 questo risulta # 0.

Semplificando fattori moltiplicativi diversi da 0 otteniamo
2on
( f un-z dx) -

f (Vi) v) - v, do 2222
dB!

IVul? dx

f Vu-Vuv dx

(f u%g v dx) =0. (1.3)

Rﬂ

Osserviamo che

perché v € €®°(R"), quindi v(x) = 0 per |x| > R, per ogni R > 0 grande.

Ma per il Teorema della Divergenza risulta

f ((Vu)v)-vedazf V- (Vu)v) dx:f Vu-Vvdx+ (Auw) v dx.
0B B! B2

n
R BR

Passando al limite per R — +oo si ha allora

f VYu-Vvdx=- (Aw) v dx.
n Bﬁ

Sostituendo in (1.3) si ottiene

(Au) v dx ([ u% dx)+
Rn n

(f u%vdx)zo,

IVul? dx
Rn
da cui ricaviamo

/ v( (Au)([ unZHde) +

Ora nel dominio delle funzioni in esame risulta che I'insieme €7°(R") & denso, cioe ¢:°(R") =

L7z ®R") N I2(R"). Ma allora

n+2 2
Un-2 [Vul® dx

) dy=0 per ogniv € €°(R™).
[R}’l

12 2
+un-z [Vul|“ dx| =0,
Rn

n

2n n+2 5 —\ 1 2n
Auf un-z dx|+un-—2 [Vul|® dx e(%c"o([R”)) oAuf un-2 dx
n [Rn

2



CAPITOLO 1. Origine dell’equazione di Yamabe

dove il prodotto scalare € quello classico hermitiano ristretto al caso di funzioni a valori reali.

Ovvero I'equazione (1.3) valida per ogni v € equivalente a

Jpn \Vul? dx w2
Au=—-————un2
fIR" un—z dx

che e proprio (a meno di un fattore moltiplicativo) 'equazione di Yamabe.

1.2 Legame con il problema di Yamabe

Il termine equazione di Yamabe deriva dal problema di Yamabe.
Sia (M, g) una varieta di Riemann compatta 4 di dimensione n = 3. Ad essa si associa un
tensore di Riemann, dunque un tensore di Ricci e infine una curvatura scalare R. Ora ci si
chiede se esista una metrica § conforme con g tale che la curvatura scalare R associata a questa
nuova metrica sia costante. Sia g = = g la nuova metrica conforme, dove u € ¥°° (M) € una
funzione positiva. La curvatura scalare R di (M, g) e legata a R e a u tramite I'equazione (si

veda [SY] [5]):

_ n—-2
T 4amn-1)’

dove A é l'operatore di Laplace-Beltrami su M (ovvero estende il concetto di Laplaciano sulla

Au=vyy, (Ru—ﬁu%), Yn (1.4)

varieta di Riemann). Ci si chiede se 'equazione (1.4) abbia soluzioni u per qualsiasi R. Il pro-
blema di Yamabe sorge nell’ambito della congettura di Poincare e ha risposta affermativa (la
prova completa € dovuta a Schoen).

Consideriamo ora R", n = 3, dotato della metrica standard che chiameremo g. La curvatu-
ra scalare della varieta di Riemann (R”, g) @ R=0. Siaora § = i g una nuova metrica su R"
conforme con g, dove u >0 € una funzione %2 (R™). Ancora otteniamo che la curvatura scalare
Rdi(R", g)elegataa R e a u tramite I'equazione (si veda [SY] [5]):

Au:—ynﬁu%g, Yn:—n—Z .
4(n—1)

Pertanto u risolve ’equazione di Yamabe (1) se e solo se ([R", g) ha curvatura scalare costan-
te R = 4n(n—1). Di conseguenza le soluzioni dell’equazione non solo producono le funzio-
ni estremali per la disuguaglianza di Sobolev, ma individuano anche i cambiamenti confor-
mi della metrica standard su R” tali che la nuova varieta di Riemann abbia curvatura scalare

costante.







Capitolo 2

Proprieta delle soluzioni e soluzioni
radiali

Studieremo ora alcune proprieta della famiglia di funzioni u) x, (x) con A > 0 e xo € R".
Analizzeremo poi alcune trasformazioni che a partire da soluzioni forniscono ulteriori soluzio-
ni (verificando che I'insieme delle funzioni u, ) sia chiuso per tali trasformazioni); cerche-
remo di interpretarne anche il significato geometrico. Risolveremo infine 'equazione facen-
do delle ulteriori assunzioni sulla natura dell’equazione (simmetria sferica rispetto 1'origine)

riconducendola a un’equazione differenziale per funzioni definite su Rxo.

2.1 Proprieta delle funzioni u, ,, (x)

2.1.1 Le funzioni u, ,, (x) sono soluzioni dell’equazione di Yamabe (1)

Infatti dati A > 0, xo € R", siha

1 2
O
Da cui
0 y (x)——(n—Z)( A )in—xol'
ax; X A2 +|x— xo? A
0 (x) = — ( 2)( A )21 ( )2 ! +1]
— Uy () =—n-2)| ——| = |-nxi-xi)°—=—"" ,
o2x; Mo A2 +|x—x0l2) A PO 2 k= xo2
Auy . (x)=-n(n 2)( A )’51[ 2= xol =-n(n 2)( )"32_
Ay W20 A +x-x%) A A2+ |x—xol2| A% +|x — xol?

=-n(n-2)uyy, (X)n2

Quindi (1) e soddisfatta.




2.1 Proprieta delle funzioni v, ,, (x)

2.1.2 Le funzioni u, y, (x) realizzano I'uguaglianza nella disuguaglianza di Sobolev

LZinR" (1.1)

Verifichiamo ora che le funzioni del tipo u, y, (x) realizzano I'uguaglianza nella disuguaglian-

za di Sobolev (1.1), dunque sono minimizzanti. In particolare risulta che siano in L ®R™) e

con gradiente in L?(R"), cosa che si poteva sapere a priori dal momento che sono soluzioni

dell’equazione di Yamabe come illustreremo nel paragrafo [4.1]. Infatti

[ ()ﬂ"zd—f( A )nd—
o 0 X = Ja A2 +]x = xo|? e
X — Xo 1
z= — = — _dz=
A fR (1+122)"

1 n—1
_ffre(o,mo) —(1+r2)nr dr db =
n—1

Sk

+00 r d
_fr:o (1+r2)" Fn =

n-2

1 +00 RT
R=r2—>=—wn_1f — dR =

2 r=0 (1+R)

WATENE

nT(3) _

quindi come integrale & indipendente da A e xy

con w,_1 area della sfera sl

con B (+,-) funzione Beta di Eulero

con I' () funzione Gamma di Eulero

Wn r(nTH) r(g) _Wn

Si verifica poi

n _ 2
fqu(x)lzdx:(n—Z)z ( A ) X~ %ol
Rn Rn

L'(n) 2v7

T (n) Coon’

A2+ | x — xpl? A2
X—Xo 2 |zI? . . e
Z2=— —=(n-2) /R mdz: quindi come integrale & indipendente da A e xp
n z
) +00 n+l
=(n-2) ——drw,_1 =
rmo (1+72)" 0 0T
_22 +00 1.?ﬂ
R:r2—>:(n )wn_lf - dR =
2 r=0 (1+R)"
-2 +2 n-2 -2 (va)" (n+2 n-2
_ (o )wn—lB(n n ):(n )2(\/;) B(” n ):
2 2 2 2 " r(% 2 2
Cnay AT TR (v BT () (8
r3 I rg  rm
— wn
—n(n—2)2—n.
Pertanto si ha il risultato voluto
2n n2
(‘/;Rn'uﬂ,,)m(X)lﬁ dx) _(wn)"T—Z 1 27l _(wn)‘? 1 3 4 ( 1 )i_c
Jan iy 02dx — \27)  nn-2w, 27"/ nm-2) nn-2)\w,) "




CAPITOLO 2. Proprieta delle soluzioni e soluzioni radiali

2.2

Trasformazioni dell’insieme delle soluzioni

Analizzeremo ora una serie di trasformazioni che permettono, a partire da una soluzione

positiva u (x) € €?(R") dell’equazione (1), di ottenere altre soluzioni.

(1

2)

3

4

TRASLAZIONI
Sia u(x) € €*(R™) soluzione dell'’equazione (1), b € R". Allora la funzione v: R" — R"
cosi definita v (x) := u(x + b) & soluzione.

Questo significa che per 'equazione non ci sono “punti privilegiati”.

TRASFORMAZIONT ORTOGONALI

Sia u (x) € €2(R") soluzione dell’equazione (1), T € O, (cioe TTT=TTT =1,). Allora la
funzione v: R — R” cosi definita v (x) := u(Tx) & soluzione.

Questo significa che per I'equazione non ci sono “direzioni privilegiate” o “orientazioni

privilegiate”.

RISCALAMENTI

Sia u (x) € €%(R™) soluzione dell’equazione (1), A > R. Allora la funzione v: R" — R" cosi
definita v (x) =6 u (x) := A u (Ax) e soluzione.

Questo significa che, correggendo opportunamente con un fattore moltiplicativo, per

I'equazione non ci sono “scale privilegiate”.

INVERSIONE SFERICA RISPETTO ALLA SFERA UNITARIA $"1
Sia u(x) € €*(R") soluzione dell’equazione (1). Allora la funzione v : R"\ {0} — R”" cosi
definita v (x) = u* (x) := |x|* "u (ﬁ) ¢ soluzione.

Infatti vale:
Proposizione 2.2.1. Si ha:

M Au* (x) = le‘z‘”Au(i);

[x|?
(ID) se la funzione u(x) € ¢ 2(R™) risolve lequazione (1) allora la funzione u* (x) risolve

lequazione (1) suR".

Dimostrazione.

Si introducano le coordinate sferiche (r,0) con r >0e 0 € S™. Siano
1
o) =u(ro), gr0)=u*(ro) = rz_”f(;,(?).
Ora I'operatore di Laplace in coordinate sferiche &

n-1 1
ar + —2A§n—l,
r

A=0%+




2.2 Trasformazioni dell’insieme delle soluzioni

)

dove Agn1 & 'operatore di Laplace sulla sfera S$" .

Per semplificare i successivi calcolisiag=g (r,0) e h=h(r,0) := (%,0). Si ha:
0,g=2-nmr'""h—r""6,h,

0°g=2-mA-mr "h+2(n-1r "0, h+r ""?0%h,
A§n—1g = rz_nAgn—l h.
da cui
" 2 n—-1 1
Au” (x)=07g(r,0) + Targ(r,ﬁ) + ﬁAgn-lg(r,H) =

=(n-1)r""10,h(r,0)+1r " 20%h(r,0) + r "Agn1 h(1,0) =

=172 (2R (1,60) + (n—1) 10, h (1,0) + r*Asn-1 h (1,0)) =

1 1 1
dal momento che r = - e h(r,0)= f(;,@) = u(;@)

1 X
=r " 2Aul=-0|= x_"_zAu(—)= — questo prova (I
(r ) ol X2 questoprova (i
n+2 n+2
X n-2 X n—-2
:—|x|‘"‘2n(n—2)u(—) :—n(n—2)(|x|2_”u(—)) =
|x|? | x[2
n+2
=—-nn-2)u” (x)n2
Quindi anche (I) risulta provato. O

Questo significa che, correggendo opportunamente con un fattore moltiplicativo dipen-
dente da x (si noti che idealmente u* (x) = 0|21 (x)), per I'equazione l'interno della

sfera non e privilegiato rispetto l'esterno (né viceversa).

INVERSIONE SFERICA RISPETTO ALLA SFERA DI RAGGIO A

Sia u (x) € €% (R") soluzione dell’equazione (1), A > R. Allora la funzione v: R"\ {0} — R"
cosi definita v (x) = uy (x) := (%)n—Z u (Azﬁ) € soluzione.

Infatti questa si ottiene come uy (x) = 6 ps u* (x) ovvero attraverso due trasformazioni
(I'ordine ¢ indifferente) che si & visto conservare la proprieta di essere soluzione. Tut-
tavia é utile introdurla visto che verra ampiamente usata in seguito.

Si osserva che la funzione u) (x) € data dell’'inversione sferica di u (x) rispetto alla sfera di

raggio A. In particolare per ogni x tale che |x| = A si ha u (x) = u, (x).

Ora possiamo fare due osservazioni:

Oss. 1. La famiglia di funzioni u, y, risulta chiusa rispetto a queste trasformazioni. Infatti

1

TRASLAZIONI

Sia be R". Allora uy x, (x+ b) = uy, x,—p ().




CAPITOLO 2. Proprieta delle soluzioni e soluzioni radiali

(2) TRASFORMAZIONI ORTOGONALI

Sia T € Op. Allora uy, x, (TX) = uy, -1x, (X) = Uy 7y, (X).

(3) RISCALAMENTI
Sia > R. Allora 6 ,uy y, (x) = u%%o (x).
(4) INVERSIONE SFERICA RISPETTO ALLA SFERA UNITARIA $771

Vogliamo determinare > 0 e y € R" tali che ) () = Uy, (X) per x € R\ {0}, ovvero

n-2
K ) 2
u x)=|———"— =u (x) =
o (u2+|x—yo| Ao
n-2 n=2
2 2
-2
_|x|2—n A _ A,|X| _
X X
A2 + W—XO‘ A2+ W—XO’
n-2
2
A
= 2
A21x[2 + | & 1 x]xo|

Da cui risulta la condizione equivalente

2
)tlx—y0|2+u2/1=p)t2|x|2+u ﬁ—lxlxo 2.1)
X
Si osserva che deve valere per x = +e; per ogni i € {1,..., n} ovvero
Ale; — yol2 +p2/1 = ,uxlz + ule; — xol%, Al—e; — yol2 + ,ule = u/lz + ul—e; — Xol?.

Sottraendo il secondo al primo risulta

AYoi = UXoi VieR", Yo = %X().

In particolare u = /1:;’—‘;:, quindi sostituendo in (2.1) si ottiene
2 2
X
M= yol2+ 2320 qalol o a DO Xy
| X0l | %o | %ol | 1]

Semplificando e sviluppando si ha

2
DO = 4220 212 (14 Pl - 2 30).

|x01? |xol |xol

Il termine noto deve essere lo stesso quindi

|x|2+|y0|2—2x~y0+/12

1yol>  lyol |xol
lyol? + A2 = == Yol = ————.
Ix0l%> 1ol |x0l2 + A2
Quindi risulta
A 1
=, = ——-X
K 2+ 22 Y= 2™




2.3 Soluzioni sotto I'ipotesi di simmetria sferica

(5) INVERSIONE SFERICA RISPETTO ALLA SFERA DI RAGGIO u
Sia p1> R. Allora (uy,x,),, () = Uy, (x) con
2 A 2 1
Y A O ez
Oss. 2. L'equazione (1) risulta invariante rispetto alle traslazioni, trasformazioni ortogonali,
riscalamenti e inversioni sferiche. Queste, per il Teorema di Liouville, formano il gruppo delle
trasformazioni conformi di R" per n = 3. D’altra parte questo era prevedibile considerato il

significato geometrico dell’equazione.

2.3 Soluzioni sotto I'ipotesi di simmetria sferica

Aggiungiamo ora la condizione di simmetria sferica rispetto 'origine per le soluzioni. Ana-
lizzeremo come cambia I’equazione in coordinate polari e risolveremo il problema.

Dunquesihau(x)=¢(x])=¢@(r)conr>0e

i

ou  0p ~ 0p Or , X
0x; (x) = 0x; ()= ar (r) ox; =¢ ) r’

’u o (, xi\ 09 _orx , T—7F
—_— = — — = — _— 4+ =
dxl? (x) 0x; (('0 (") r ) 0x; (") ox; r ¢ r2
x2 r? — x?
:(p”(r)r—;+<p’(r) L

’

r3

n 5%y n x? r?
Au(x)=) 2 W= > ((p”(r)r—; +o' (1)

i=1 i i=1

- x? -1
> l):(p"(r)+n—(p’(r).
r r

Quindi 'equazione di Yamabe (1) diventa

/i n—1 / n+2
@Q (r)+T<p (N=-nn-2)¢@ ()2, conr>0. (2.2)

Sia¢(r)e %2(0,+00) con ¢ = 0 soluzione di quest’ultima equazione.
Sia poi y (1) € €2(0, +00) la funzione tale che ¢ (r) = r 2"y (—logr) (questa operazione si chia-

ma sostituzione di Emden-Fowler).

(I) Esiste una costante C € R tale che

v (0% = (n—Z)Z(iw(t)z—w(t))” +C, teR. 2.3)
Siha
ple)=e Ty, v =e7¢e)
Da cui
W' (1) = etz‘T"z_ n(p(e_t) —e_t%(p'(e_t),
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CAPITOLO 2. Proprieta delle soluzioni e soluzioni radiali

1D

(I1)

- 2 2-n n - n n+2
W' (1) = (ZT”) T e —e_tfz Zn(P,(e—r) 4 ge_ti(p/(e_t) re " (e,

Deriviamo '’equazione (2.3)
/ I 2 1 / 2n ntz
2 Dy (1) =(n-2) 51//(1‘)1# (t)—mw(t)n—zw 0]

Se v’ (1) = 0 allora vy () & costante quindi si pud determinare C. Altrimenti si pud sem-

plificare e ottenere
2’%n—m—m%1 m—iﬂ—(nﬁ)
vi= ¥ n—2" '
Sostituendo " (1) si ottiene

(n—2)2
2

(n—2)?
2

YD +@n-2e i (e7) +2e7 T P (e7!) = v -2n(n-2)w (0.

Sostituendo v (¢) e ricordando che (2.2) vale per ¢ si ottiene

n+2 n+2 n—1
-5 -5

¢"(e”) +—¢'(e7)],

@n—-2)e "2¢' (e7") +2e -

(pl! (e—t) =2¢

dove tutto si cancella. Quindi esiste la costante C € R.

Assumendo il fatto che ¢ (r) sia limitata vicino a r = 0 ne consegue che debba essere C = 0.
Infatti sotto questa ipotesi esiste D = 0 tale che ¢ (r) < D per r — 0. Quindi
e‘tZ_an(t)sD per t — +oo.

Da cui

() <De' 7 —0 per t — +oo.

Quindi ¢’ (f) — 0 per t — +oo (altrimenti non esiste il tlir+n ¥ (£). Questa € una contrad-
—+00

dizione). Di conseguenza valutando (2.3) per t — +oo si ottiene C = 0.

Siaora¢ (r) € €2 [0, +00) con ¢ = 0 soluzione dell’equazione (2.2). Sia poif (r) € € (0, +o0)

la funzione tale che ¢ (r) = (r 0 (r))%Tn. Allora 0 (r) risolve l'equazione di Eulero
20" (N +r0' (r-0()=0 (2.4)
e ¢ (r) risulta determinata.

Si ha che
O =g =ry(-logr)

2-n

Da cui 0 (e_t) 2 = (). Sostituendo in (2.3) (osservando che dal momento che ¢ (r) e

continua in r = 0 allora € limitata in un intorno e quindi per il punto (II) risulta C = 0)
2—-n 2

2

H(G‘t)‘ge’(e—f)e‘t) =(n—zf(ie(e-f)z-"—e(e—f)‘" ,
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2.3 Soluzioni sotto I'ipotesi di simmetria sferica

6(e )"0’ (e"‘)2 e 2t = H(e’t)z_n —40(e”))7".

Semplificando (se 6 (r) = 0 allora ¢ (r) risulta non continua in r = 0. Questa € una con-
traddizione) si ottiene

0'(n*r*=0(r)*-4.

Derivando e semplificando (se 6’ (r) = 0 allora 6 (r) risulta determinata come costan-
te diversa da 0, per cui ¢ (r) risulta non continua in r = 0. Contraddizione) si ottiene
I'equazione (2.4) voluta

r’0" (n+r6'(n=0(.

Determiniamo una base dello spazio delle soluzioni cercandole del tipo 8 () = r*. Sosti-
tuendo si ricava

PAA-1) A2 At A =,

Quindi A =+1e6;(r) = %, 0, (r) = r sono una base. La generica soluzione sara nella

forma

1 br?
H(r):a;+br:a+ r .

Pertanto

~ 2-n 2-n 1 nT_Z
$()=ro) T =(atbr’) * = m) |

Osserviamo infine che i coefficienti a e b non sono indipendenti. Sostituendo ¢ (r) in

(2.2) e semplificando si ottiene

v’r? —b(a+br?) = -1, ab=1.
Quindi
n-2
1 2 a %
</>(r):(a+ér2) :(_a2+r2)

che & proprio una funzione nella forma u,( (x). Inoltre si osserva che imponendo la
condizione di simmetria sferica centrata in un qualsiasi xy € R" (e la condizione di essere
definite continue su tutto R”, ovvero che ¢ (r) nel punto (III) sia continua in r = 0) si
ottengono tutte e sole le funzioni del tipo u, 4, (x). Quindi le soluzioni u € €? (R™) non
negative dell’equazione di Yamabe che ammettono una simmetria sferica rispetto a una

qualche origine sono tutte e sole del tipo voluto.

Ora siano n = 3 e 1 > 0. Vogliamo studiare il problema di Cauchy per funzioni continue non

negative
CP"(r)+"T_l(p'(r):—n(n—Z)cp(r)% conr>0
PO =a;=7A7"
@' (0)=0.

12



CAPITOLO 2. Proprieta delle soluzioni e soluzioni radiali

Questo problema ha come unica soluzione
n-2
=z

A
20 ()

Infatti
P0) =17,
Lon A 3
¢ (N=—(n 2)(12”2) =
¢ (0) =0,
v A)"z”r_z__(ﬁ)gl
¢ n=nin 2)(/12+r2 PR Fr= By

Per provare I'unicita si usa il Principio delle Contrazioni sull’'intervallo [0, €] con € > 0 da fissare.

Moltiplicando a destra e sinistra dell’equazione per il fattore r"~! e integrando si ottiene:
n-1_1 "o 2
"' (N=-nn-2)| s" @) ds,
0

da cui si osserva che per una data soluzione y (r) del problema di Cauchy si deve avere che la
funzione r"~'y/’ (r) sia negativa (non costantemente zero). Pertanto lo & anche v’ (r) e quindi
le soluzioni risultano essere strettamente decrescenti. Integrando ancora otteniamo un’equa-

zione integrale equivalente al problema di Cauchy in esame:

T rtogyn-l n+2
(P(r)=—n(n—2)f f (—) @ (s)n2 ds dt.
0o Jo ‘I

Ora consideriamo lo spazio di funzioni X := {f €% ([0,e]) | 0< f(r)<a, perognire (0,5)},
con € > 0 da fissare in seguito, dotato della norma del sup |-[loc. Abbiamo dunque uno spa-
zio di Banach. Definiamo quindi il funzionale T : X — X che agisce su una funzione f (r) € X
Cosl:

r ! n-1 n+2
Tf(r)::al—n(n—Z)f f (f) f($)n2 dsdt, conre€|[0,&].
o Jo \t

Si puo scegliere €1 > 0 in modo tale che T f € X; l'unica condizione da controllare in maniera
non banale e che come funzione essa risulti non negativa. Tuttavia sappiamo che 0 < f(s) = a;

con s € (0,¢€) dunque l'integrale si limita facilmente in valore assoluto:

r t S n-1 n+2 r t S n—-1 %
n(n—Z)fofo(;) f(s)n—2 dsdtsn(n—Z)fofO(;) a;* ds dt =

n+2 1 9 n—2 n+2 5
=(n—2)a1"’2§r sTalHel, conre[0,&].

Ora basta imporre la condizione che quest’ultima espressione sia < a;. Controlliamo poi che il

funzionale T sia una contrazione. Infatti:

Tt ogyn-1 n+2 n+2
n(n—z)f f (—) W(s)t —p(s)ns dsde| <
0o Jo ‘I

n—2 a2 o2 2
< > lyn=z — 2| €5 conrel0,e&s].

ITHr)-Tyr)l=

13



2.3 Soluzioni sotto I'ipotesi di simmetria sferica

Quest’ultima espressione si pud maggiorare sapendo che |x” — yP| < paf _1|x —ylper p>1se
0 < x,y < a;. Quindi con un opportuno ¢, > 0 si ha una contrazione. Di conseguenza possiamo
considerare € = min{ej, €2} e applicare il Principio delle Contrazioni. Pertanto abbiamo I'uni-
cita della soluzione dell’equazione integrale (e dunque del problema di Cauchy) in [0, €]. Per
concludere ci basta ora osservare che staccandosi da 0 'equazione differenziale risulta rego-
lare ordinaria e la soluzione deve essere limitata, dunque essa si estende con unicita su tutto
[0, +00).

Tutti questi passaggi evidenziano il fatto che I'insieme delle funzioni del tipo u, y, (x) possa

essere un buon candidato come insieme delle soluzioni dell’equazione di Yamabe.
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Capitolo 3

Simmetria rispetto 'inversione sferica

delle soluzioni

In questo capitolo dimostreremo il risultato introduttivo per la classificazione delle soluzio-
ni dell’equazione di Yamabe fatta da Li e Zhang e che costituisce una semplificazione rispetto
ai precedenti sforzi di [GNN] e [CGS] perché meglio di questi riesce a cogliere e a descrivere le

proprieta di simmetria delle soluzioni.

3.1 Principio del Massimo: versione standard

Dato n = 2 sia U € R” un aperto limitato. Data una funzione u : U — R si definisce un

operatore differenziale del secondo ordine che agisca su di essa cosi:

n .. n .
Lu:=— 3 a’ (x)uyx+ ) b (x)ug+c@u, (3.1
i,j=1 i=1

dove uy,y; indicano le derivate parziali seconde e uy, quelle prime; inoltre a'/ (x), b’ (x), ¢ (x)
sono funzioni continue e senza perdita di generalita assumiamo a'/ = a/!.

Loperatore L si dice ellittico se esiste 6 > 0 tale che

n P
Z a’ (x)¢&i¢; = 01&I? per ogni x € U e tutti gli ¢ € R”, (3.2)
ij=1

ovvero la matrice A(x) = (aif (x)) n e definita strettamente positiva con piu piccolo au-

i,jefl,...,
tovalore =6 > 0.

Teorema 3.1.1. (PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE)
SiaU € R", n = 3, un aperto limitato. Sia data una funzione u € €2 (U)NEU) eun operatore

differenziale del secondo ordine ellittico L tale che c =0 in U. Allora:
(D se Lu<0inU (in questo caso u viene detta sottosoluzione) allora

max u = max u;
T ouU

15



3.1 Principio del Massimo: versione standard

(ID) seLu =0 in U (in questo caso u viene detta soprasoluzione) allora

min © = min u.
U oU

Dimostrazione.

A. Supponiamo innanzitutto che valga
Lu<0 inU. 3.3)

Per il Teorema di Weierstrass esiste xy € U tale che u abbia massimo in xy. Proviamo che

Xo € 0U. Per assurdo sia xy € U. Quindi in xo dobbiamo avere:

[i] Du (xg) =0, — differenziale come mappa lineare =0
(3.4)
lii] D?u (xg) < 0. — Hessiano come matrice definita negativa

B. La matrice A= (a'/ (xo)) ¢ simmetrica e definita positiva. Quindi esiste una ma-

i,jell,...n}
trice ortogonale O = (Oij)i,je{l,...,n} (ovvero con la proprieta che oTo=00T = I, ) tale

che

OAOT:diag(dl,...,dn) condy>0perkell,.., n}. (3.5)

Sia y = x + O (x — xp) da cui x — xo = OT (y — x0) e quindi:

n
" ‘
Uy, = Y Uy 0 iefl,..n},
k=1
< ik jl
Ugx; = ) Uy 00! i,jefl,..,n}.
k=1

Pertanto in xy si ha
n .. n n .. . .
Z a’l Uxx; = Z Z a'’l quJ/lolkojl
i,j=1 kI=1i,j=1
n
per (3.5 — = ) diliy,y, <0« siccome di >0 € uy,y, (x0) <0, k€ {1,..., n} per (3.4)]ii]

k=1
(3.6)

C. In xg vale allora

n n n

_ ij i ij

Lu=— ) aVuyq+) b'uy=—) a’uy, =0
ij=1 i=1 ij=1

per (3.4[i]) e (3.6). Questa € una contraddizione. Quindi (3.3) e (3.4) sono incompatibili.
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CAPITOLO 3. Simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

D. Nel caso generale Lu < 0 definiamo

uf (x) = u(x) + e xeU

con A > 0 che sceglieremo in seguito ed € > 0.

Per la condizione di elliticita risulta a’’ (x) = 6 > 0 (basta scegliere ¢ = e;) e quindi
Lu®=Lu+eL (e“l) <eeM [-A2aM + A <
<ee™ =220 + Al bllo] <0 in U,

quest’ultima con la scelta di A sufficientemente grande. Per il ragionamento fatto prece-

dentemente risulta max u® = n;ax uf. Per € — 0 si ha allora max u = n;ax u.
T U T U

E. 1l caso del minimo discende dal caso appena dimostrato osservando che —u e sottosolu-

zione ogni qualvolta che u & soprasoluzione. O

Oss. 3. La dimostrazione del Teorema suggerisce che se u soddisfa le condizioni e non & co-

stante non ci sono punti di massimo (o minimo) interni.

Estendiamo il Teorema (3.1.1) al caso ¢ = 0. Definiamo u* := max(,0) e ¥~ := —min(u,0)

Teorema 3.1.2. (PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE CON ¢ = 0)
SiaU € R", n = 3 un aperto limitato. Sia data una funzione u € ¢* (U)n€ (U) e un operatore

differenziale del secondo ordine ellittico L tale che c = 0 in U. Allora:

(D seLu<0inU allora

max u<max u';
T oU

(D) seLu=0inU allora
min ¥ =—-min u .
T oU

Dimostrazione.

A. Sia uuna sottosoluzioneesia V:={xe U | u(x) > 0}. Si definiscal'operatore differenzia-
le del secondo ordine
Ku:=Lu-cu.
Siha
Ku<-cu<0 inV.

Loperatore K ha il termine di ordine zero (il “suo” ¢) = 0 e quindi si puo applicare il

Principio del Massimo Debole (3.1.1)

max ¥ =max ¥ =max u'.
v v oU

che fornisce il risultato nel caso V # @. Altrimenti u < 0 su tutto U e la tesi risulta ancora

verificata banalmente.
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3.1 Principio del Massimo: versione standard

B. Il caso del minimo discende dal caso appena dimostrato osservando che —u e sottosolu-

zione ogni qualvolta che u & soprasoluzione e (—u)* = u". ]

Si dimostrera ora un risultato importante che permetta di arrivare ad un rafforzamento del

risultato appena discusso.

Teorema 3.1.3. (LEMMA DI HOPF)
Sia U € R", n = 3 un aperto limitato. Sia data una funzione u € E2 U NEU) eun opera-
tore differenziale del secondo ordine ellittico L tale chec=0in U.

Si supponga poi Lu< 0 in U e che
esista x € 0U tale che u (%) > u (x) perognixeU. 3.7)
Si assuma poi che U soddisfi la condizione di palla interna in X, cioe
esista B c Upalla aperta tale che X € 0B.

(D) Allora si ha

a—u(fc)>0
ov

con v vettore unitario esternoa B in X.

(1) Sec =0 in U vale la stessa conclusione assumendo che u (%) = 0.

Dimostrazione.

A. Sia ¢ =0. Si puo assumere B = B°(0,r) con r > 0. Definiamo

-Axl? _ -Ar?

vix)i=e e perxeB

con A scelto succesivamente. Usando la condizione di uniforme ellitticita (3.2) si calcola
n .. n .
Lv==) alvy,y+) b'ug+cv=
ij=1 i=1

n .. n .
= g AN Y a'l (—4&2x,~xj +2A6;;) - oMl Y b (2Ax;) +¢ (e_’”xlz - e"w) <
ij=1 i=1

< e M (244201 x1% + 22 tr (A) + 2A1b]|x] - ¢)

Infatti si ha

Y a'l (-4A%xixj) = —4A* Y a'xix; < —4A%0|x)? per (3.2),
i,j=1 ij=1

n ..
Y a'l218;j=2A1(A),
i,j=1
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CAPITOLO 3. Simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

n .
- Z b' 2Ax;) = —2Ab-x <2A|b||x| per Cauchy-Schwarz,
i=1

e <.
Consideriamo la regione aperta anulare R := B°(0,7) — B (0, g) Abbiamo (dal momento

che 7 <|x| <)

Lv<e M (222072 427 tr (A) + 2A1blr — ¢) <0 (3.8)
in R, ameno di scegliere A > 0 sufficientemente grande.

. Conoscendo (3.7) esiste € > 0 costante sufficientemente piccola tale che
_ r
uX) =u(x)+ev(x) per x € 0B (0,5), (3.9)

perché 0B (0, %) € un compatto quindi v assume valori in un limitato (in particolare non

va a +oo). Osserviamo che
uX) zux)+ev(x) per x€ 6B (0,r), (3.10)
perché v=0in 0B (0, r).

. Da (3.8) segue che
n .. n .
Lu+ev-u®)=- ) a’(u+ev-—u®)gy+) b (u+ev—u®)y, +cu+ev—u®)
i,j=1 i=1
=Lu+elv—cu(X)<Lu—cu(X)<-cu(x) <

<0 in R,

perché Lv < 0 per (3.8), Lu < 0in R c U per ipotesi e u (X) = 0 per ipotesi (si osservi che
se si assume ¢ = 0 quest’ultima condizione risulta non necessaria). Da (3.9) e (3.10) si
deduce che

U+ev— (@) <0 su@RzaB(O,r)udB(O,g).

Per il Principio del Massimo Debole con ¢ = 0 (3.1.2) poiché L(u+ev—u (X)) <0in R si
ha

m};lx (u+ev—u(x)) =max (u+ev—u(x)) Sn;%x (u+ev—u@)* <o,

R
u+ev—u(x)<0 su R.
Main X si ha
U +evX)-uX)=¢cvXx =0 perché X € 0B(0,r).

Quindi se si fa la derivata direzionale con v vettore unitario esterno a B in X si ha

0
— WX +ev(x)—u(X)|x=x=0,
ov
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3.1 Principio del Massimo: versione standard

iu(ic)+£iv(5c)>0
ov ov -

7 9 = £ = = —Ar?
—u@)=z=—-e—vX=——Dv(X)-X=2Acre > 0.
ov ov r

perché in questo caso si ha v = % dove |X| = r e in generale a%f(fc) =Df (X)-v (e per

definizione D f (x) = (axif(x))izl - .

.....

Oss. 4. Si puo ovviamente enunciare e dimostrare un risultato del tutto analogo con c =0 e
Lu =0, X tale che u(¥) < u(x)perognixeUe g—if (X) <0 con v vettore unitario esterno a B in X.

Quindi se u & un vettore unitario interno a B in X si ha g—”f (x)>0.
Questo risultato introduce il seguente teorema:
Teorema 3.1.4. (PRINCIPIO DEL MASSIMO FORTE)

Sia U € R", n = 3 un aperto limitato e connesso. Sia data una funzione u€ € (U)n ¢ (U) e

un operatore differenziale del secondo ordine ellittico L tale che c =0 in U. Allora:
(D) seLu<0inU e u realizza il massimo su U in un punto interno allora u é costante in U;

(D) seLu=0 inU e u realizza il minimo su U in un punto interno allora u & costante in U.

Dimostrazione.

A. Definiamo M :=max u e C:={xe U | u(x)= M} che risulta chiuso. Ora se u # M sia
U

V:={xeU | u(x)<M}=U~C &non vuoto. Sia y un punto di V tale che dist (y,C) <
dist (y,0U) e B sia la palla pitl grande centrata in y tale che B° < V. Quindi esiste X € C
con X € 0B. La condizione di palla interna é verificata per V in X. Pertanto vale il Lemma
di Hopf:

ou _

v (x) > 0.
Ma in X c¢’¢ un massimo per u, quindi Du (X) = 0 e dunque

E(x) =0.

Questa e una contraddizione.

B. Il caso del minimo discende dal caso appena dimostrato osservando che —u e sottosolu-

zione ogni qualvolta che u € supersoluzione. O

Vale poi la naturale estensione:

Teorema 3.1.5. (PRINCIPIO DEL MASSIMO FORTE CON ¢ =0)
Sia U € R", n = 3 un aperto limitato e connesso. Sia data una funzione u € C2UHNEWU) e

un operatore differenziale del secondo ordine ellittico L tale che c =0 in U. Allora:
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CAPITOLO 3. Simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

(D se Lu <0 in U e u realizza il massimo non negativo su U in un punto interno allora u e

costante in U;

(II) se Lu=0in U eu realizza il minimo non positivo su U in un punto interno con un valore

allora u e costante in U.

Dimostrazione.
La dimostrazione & esattamente quella precedente, utilizzando il risultato (II) del Lemma

di Hopf. O

3.2 Principio del Massimo: versione utile

In questa sezione estenderemo i risultati appena visti in una forma utile nella dimostrazio-
ne del Teorema (0.0.1).
. s s e . . . . n 92
Prima di iniziare osserviamo che il Laplaciano A = Zi, j=13%,0%,

parziale del secondo ordine. Esso & inoltre ellittico in maniera del tutto banale perché gli cor-

& un operatore differenziale

risponde la matrice [, costante, dunque basta prendere 8 = 1. Infine il suo termine di ordine

zero & = 0. Per esempio riformuliamo il Principio del Massimo (3.1.1):

Teorema 3.2.1. Sia Q:={xeR" | |x| > A} per qualche A > 0. Sia w € ¢ (5) una funzione tale

che:
D Aw(x)<0 per x € Q);
) wx)=0 per x € 0Q);

(III) liminf w(x) =0.
|x|]—+00
Allora ci sono due possibilita:

(A) w=0 inQ, oppure:

B) w(x)>0 per x € Q.

Dimostrazione.

A. Definiamo Q, := {x€R" | A<|x| <A} con A > A. Si ha allora che Q, & aperto limi-
tato contenuto in R” e inoltre w € € (Q_A) per definizione. Consideriamo I'operatore

differenziale del secondo ordine L = —A, ovvero

aij:(?ij coni,jell,.., n}, bi=0 coniefl,.., n, c=0.
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3.2 Principio del Massimo: versione utile

Quindi Lw = —Aw = 0 in Q, per ipotesi e dunque:

min w =min w.
N 00
Ora 0Qp = {|x| = A} U {|x| = A}. Intanto osserviamo che w = 0 su Q4. Altrimenti esi-
sterebbe X € Q4 tale che w(X) < 0. Ma |li}rnin’f w (x) = 0 quindi esisterebbe R tale che
X|—+o00

w(x)

w(x) = >

per x tale che |x|] = R. Allora su Qp le ipotesi del Principio del Massimo

Debole sarebbero verificate ma la tesi risulterebbe falsa. Questa ¢ una contraddizione.

B. Supponiamo ora che esista X € Q tale che w (x) = 0. Allora X sarebbe punto di minimo
interno per w in Q per ogni A > |x|. Possiamo allora concludere per mezzo del Principio
del Massimo Forte che per ogni A > |X| la funzione sia costante, e dunque costantemente
zero su ), (che e connesso). Pertanto risulta w = 0 in Q perché quanto dimostrato prima

vale definitivamente per A. O

Facciamo la stessa cosa con il Lemma di Hopf

Teorema 3.2.2. Sia Q:={xeR" | |x| > A} per qualche A > 0. Sia w € ¢* (5) una funzione tale

che:
@D Aw(x)<0 per x €,
D w(x)>0 perx €Q,
1) w(xg)=0 per qualche xy € 0Q.

Allora si ha

0w ) >0
ov 0

con v vettore unitario interno a2 in xy.

Dimostrazione.

Come fatto precedentemente possiamo restringerci a Q5 con A > A fissato. Consideriamo
ancora I'operatore differenziale del secondo ordine L = —A. Abbiamo w € ¢ (Q_A) Orac=0
in Q) e Lw=—-Aw =0 in Q. Inoltre in Xo c¢’é banalmente la condizione di palla interna e

w (xp) =0 < w(x) per ogni x € Q. Segue che
W ) >0
v 0

e questo conclude la dimostrazione. O
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CAPITOLO 3. Simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

3.3 Dimostrazione del teorema sulla simmetria rispetto I'inversione

sferica delle soluzioni

Dimostriamo ora il risultato centrale sulla simmetria rispetto 'inversione sferica delle so-

luzioni dell’equazione di Yamabe.

Teorema 3.3.1. (SIMMETRIA RISPETTO L'INVERSIONE SFERICA DELLE SOLUZIONI DELL'EQUAZIO-
NE DI YAMABE)

Sia u € €? (R") una funzione positiva che risolve l'equazione
n+2

Au=-nn-2)unrz,

Allora esiste A > 0 tale che u = uy, dove u) é definita in R\ {0}.

Dimostrazione.

() Seue€?R"), u>0, risolve l'equazione allora esiste Ay > 0 tale che u) (x) < u(x) per tutti

glilx|=Aele(0,Ap).

Dimostrazione.
A. Definiamo la funzione ausiliaria
vy (x):=ulx)—uy(x), |x| #0.

Ora vy (x) =0 per |x| = A. Detto ¢4 (1) = vy (x) si ha:

n-2
0x (M) = u(x) - (i) u(AZi),
|x|?

| x|
A3 X A2 X X
(b s ()
CxW=-=2 ) WY ) R e
11)"—2 (Zx) A? (zx)x
=—[= —n-2Qu|A’—=|-2=vu[22=| =|.
A (le |x|2 x| 1xI12) |x]

Quindi esiste 1; > 0 tale che per 0 < A < A; e |x| = A sia ¢/ (1) < 0. Infatti si pud

fissare A > 0 e restringersi a studiare la derivata in | x| < A. Si osserva che

2
(n-2) u(/lzi +2A—vu(/121).i2
|x|2 | x| |x]2) x|

X A2 X X

>(n-2) u(/lz—)—Z— Vu(/lz—) Sy P
|x|? | x| 1x12 )] |1

>(n-2) u(Azi)—u Vu()tzi) .
|x|? |x|2
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3.3 Dimostrazione del teorema sulla simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

Quindi la condizione (,0; (1) < 0 equivale a richiedere che

’Vu /12 I;IZ)
A 5 <1
n-— 2
(1)
Siccome |x| < A siha ’/lzﬁ <|x| < A.
L |vu(a2 ) o s .
Quindi (/12—';“) ha un massimo in | x| = A. Dunque esiste A tale che la condizione
e

equivalente sopra esibita sia vera per A = A. Orasi prenda 1, = min {A, )1} ottenendo

la condizione voluta.

B. Da quanto appena dimostrato e poiché ¢ (1 = |x|) = 0 si deduce
©xA)=v,(x)=0, per0O<A<|x| <Ay,
cioe equivalentemente
uy (x) <u(x), per0<A<|x|<A;.
Ora si rimuovera la limitazione |x| < A1;. Consideriamo

/11 n-2
w(x):zu(x)—(m) min u(x)

[x]=241
che soddisfa
Aw(x) <0 per x| >0
w(x)=0 per |x|=A;

liminf w(x) =0.
| x|—+00

Infatti per la prima osserviamo che:

Au(x)=-n(n-2) wis (x)<0 perché u >0,

e e
| x| M | x| A \x]

Per la seconda:

w(x) = u(x)— min u(x)=0.
[x]=2y [x|=2y

Per la terza:

A n—-2
liminf w (x) = liminf u (x) — liminf ( 1) min u((x)=0
|x|—+o00 [x| =400 [x|—+oo \ | X| [x]=A4

perché il primo liminf & = 0 per ipotesi, il secondo € un limite ed € uguale a 0.

Dunque, sfruttando la versione del Principio del Massimo (3.2.1), risulta

w(x)=0 per ogni |x| = A;.
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CAPITOLO 3. Simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

Ora scegliamo 0 < Ay < 1; tale che

/1{)’_2 max u(x) < /1{’_2 min u(x).
|x|5//l/0 |x|:A/0
A% a2 A
PerA<Ape|x|=A;siha TElTm s < Ao. Pertanto:
A n-2 X A n-2
u;L(x):(—) u(/lz —2)5 (—0) max u(x) <
| x| | x| | x| 1xI=A
<12 min u) <
[x[=Ao
< u(x) per|x|=A; eA<Ay.
Abbiamo dunque provato la tesi del passaggio (I). O

Definiamo ora

A:=sup{Ao>0 | u(x) = uy (x) perogni|x|=Aede(0,1)}.

Nel passaggio (I) si € dimostrato che esiste almeno un Ay > 0, dunque la definizione € ben

posta. Puo essere 1 = +oo.

Im Sel < +oo allorae u= uje il Teorema sulla simmetria delle soluzioni e provato.

Dimostrazione.

A. Consideriamo la funzione

vz(x) =ulx)— ux(x).
Siccome se u e soluzione allora lo € anche Uy siha

n+2 n+2

Avg=Au-Auz=-n(n-2) (un—z - MI”)
vxsoddisfa
Avx(x)sO perlxlz%

vx(x) =0 per | x| =1

liminf vj(x) >0.
|x|—+00

Infatti per la prima osserviamo che:

n+2 n+2

un-2 —u%”‘2 >0 per | x| > A.
Ma per |x| = A si ha che
u(x)=uy(x) per ogni A € (0,¢), VAo,
u(x) = uy (%) Ve (o,i)
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3.3 Dimostrazione del teorema sulla simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

u(x)= uz(x),

passando al limite le disuguaglianze si conservano.
La seconda e la terza sono invece condizioni standard e di semplice verifica.

Allora per la versione del Principio del Massimo (3.2.1) si hanno due casi:
(a) I)IEO perlxlzz,
(b) vz(x)>0 per x| > A.

Per prima cosa osserviamo che il caso (a) si estende a tutto R”. Infatti sia x tale che
— -2 —
|x| = A e si consideri ¥ := l%x. Ora |%| = A e quindi

(|x|)n—2 X
— ux)=|—
A | X

n-2 2
A 5 5 3
u(—x) =u7 (X)) =u® = (uz7)5 (%) =

(dove e stato fondamentale il fatto che la simmetria rispetto alla sfera di raggio A
abbia periodo 2, ovvero ripetuta due volte a una funzione dia 'identita) pertanto

u(x) = uy (x) anche per |x| <.

. Proveremo ora che (b) € impossibile.

Per il Lemma di Hopf si ha aaif (x) > 0 per |x| = 1, con v il vettore unitario normale
esterno alla palla |x| < A (quindi interno a Q = {x eR” | |x|> i}).
Per continuita esiste € > 0 tale che

vy

a—j(x)>0 Z_Asx+£,/ls|x|s/1+£

con v = v (x) vettore esterno normale alla palla centrata in 0 di raggio | x|. Da questo
eda vy (x) =0 per |x| = Asegue vy (x) >0perA<A<A+eeld<|x|<A+e(d+e).
Se si rimuove la restrizione |x| < A + ¢ per qualche A <Ag < A+e siarriva a una
contraddizione con la definizione di A. Infatti si avrebbe 1 > A tale che u(x) =
uy (x) Ylx| =1ede(0,1g) (per A € [X, /10) per come si € costruito Ao, per A € (0,1)
per la definizione di A). Sia r = 1 + £ e consideriamo

n-2
z(x):= vx(x) — (é) lI)Ic}lzl’} vj(x)

e notiamo che questo minimo € > 0 perché v (x) >0 se |x| = r > A perché siamo nel

caso (b) (e questo tornera utile in seguito). Quindi

Az(x)<0 per|x|=r
z(x)=0 per|x|=r

liminf z(x) =0
|x|—+00
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CAPITOLO 3. Simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

come gia visto nei casi precedenti.

Per il Principio del Minimo segue z (x) = 0 per |x| = 0, cioé

n-2
U (x) = uy (x) - (| |) |n}l_n (ux) - ux(x)) =0 per |x| = r.
Quindi VA > 0si ha
r n-2
U (x) = up (X) = i (X) = uy (x) + (| I) |mll_n (u () uz (x)) per |x| = r.

Se si trova A < Ao < r tale che

n-2
|lug () ~ uao(x)l_l(lrl) min (u(x) - u (x)) per |x| =7

allora
u(x) = up, (x) = ( B ) I)ICu:r; (u ) = uz (0) = lug () = up, (0] =
%( ) min|x|=r (u(x)—ux(x))>0 per|x|=r

Quindi vy, >0 per |x| = r. Ora

i e e
X X

[ty (%) —up (0)| = W

—n-2 —2 X X
A A —]-A"7? (/12—) )
u( lez) “ | x|2

Infatti u assume valori in un limitato (perché continua e ’Az%

lim sup
AA |x|=r

<2A%e |A2ﬁ <

/1 < 12 dal momento che stiamo facendo il limite per 1| ). Pertanto il limite & = 0

per uniforme continuita. Quindi siccome |n}ln (u (%) uy (x)) > 0 siccome siamo nel
x|=r
caso (b), allora esiste A voluto.

Dunque risulta dimostrato il passaggio (II). O

Dato b € R" sia
u® xX):=u(x+Db).

Siccome u & soluzione allora lo & anche u?. Sia
Ap:=sup {)10 >0: u® (x)= uflb) (x)perognil|x|=lele (0,/10)},

dove uﬁlb) (x) e la funzione che si ottiene facendo la simmetria sferica per u (x) rispetto

alla sfera di raggio A centrata in b.

(III) Se esiste b € R" tale chezb =+oo alloraeu=0.

Dimostrazione.
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3.3 Dimostrazione del teorema sulla simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

A. Per prima cosa dimostreremo che se ZE = +oo per qualche ballora questa condizio-

ne deve valere per ogni b € R". Infatti se esiste b € R" tale che XE =400

VYA>0 u® (x)= uf) (x) per|x|= A,
cioe
_ A\ (_
VA>0 u(b+x)2(m) u(b+ﬂ2%) per x| = A,
n-2 (_ X—E _
VA>0 u(x)z( E) u(b+/12 52) per|x—b|=A.
|x— bl |x - b|

Quindi

Alx] \*72 (- -b
liminflxln_zu(x)zliminf( le_) u(lo+)t2 o ):

[X]—+o0 [x]—+o0 |x — bl |x — b|2
1 n-2 _ _E .
= lim ( 'xl) ulb+ A2 = 2" 2u(B) > 0
Ixl=+o0 \|x — b| |x — b|?
e questo vale per ogni A > 0. Pertanto
liminf |x|""u (x) = +oo. (3.11)
|x|—+00

Se ora esiste b € R" tale che 15 < 4oo allora per il passaggio (II) si ha

Ap
cioe
. n-2
u(5+x)=(ﬁ) u(f9+ﬁ7| |2) per x e R”,

X

— n-2 ~

Aj - —2 x-b

u(x) = — u(b+)L~—~) er x € R".
(|x—b|) Plx—bP P

Ma questo ¢ in contraddizione con (3.11). Quindi
Ap = +00 VbeR".

B. Dunque per ogni b fissato si ha

A\ (- -b
VYA>0 (pbyx(l)zu(x)—(—) u(b+)t2 s ) per|x—b| = A.
X

Ora

Ao\ - _b _b
—( ) Vu(b+/12 a )-u v
X |x — b2
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CAPITOLO 3. Simmetria rispetto I'inversione sferica delle soluzioni

Dal momento che ¢y, . (|x — b|) = 0 deve essere (poiché A < |x— b|)

@), Alx—bl) <0,

x—b

_Zzux)—Vu(m-za

- =<0.
|x — b |x— bl
Se ora si lascia |b| — +o00 in qualche direzione
Vu(x) x=b =0
lx—bl ~
Ma allora
—Vu(x)-¢{<0 vEeR", [€]=1.
Di conseguenza
Vu(x)=0 VxeR"

n+2
Dacuirisulta Au = 0 e pertanto u = 0 perchérisolvel’equazione Au = —n(n—2) =3

O

La dimostrazione del teorema di partenza € ora immediata.
Siccome cerchiamo soluzioni positive deve essere Aj, < +oo per ogni b € R" (per il pas-

saggio (III), in particolare per b = 0. Quindi dal passaggio (II) segue u = uy. O
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Capitolo 4

Classificazione delle soluzioni

dell’equazione di Yamabe

Sono stati sviluppati tutti gli strumenti necessari alla elegante dimostrazione di Li e Zhang
del Teorema enunciato nell’'Introduzione. Prima osserveremo come il risultato (3.3.1) fornisca

delle buone proprieta di integrabilita delle soluzioni.

4.1 Buone proprieta di integrabilita delle soluzioni

Dal Teorema 3.3.1 si possono derivare buone proprieta di integrabilita delle soluzioni po-
sitive u dell’equazione di Yamabe (che abbiamo provato essere valide per 'insieme di funzioni
U, x, (x) proposte come soluzioni). Nello specifico u € Lz R e [Vul| € L? (R™). Queste, in par-
ticolare il comportamento all’infinito, sono anche le ipotesi necessarie sulle funzioni coinvolte
nella disequazione di Sobolev studiata nel Capitolo 1, nonche I’assunzione aggiuntiva usata da
Gidas, Ni e Nirenberg per dimostrare il teorema sulla classificazione delle soluzioni in [GNN].

Vale il seguente risultato

Proposizione 4.1.1. Siau € €% (R™), u> 0 soluzione dell’equazione di Yamabe.

Allora esiste C > 0 tale che
u(x) =CQa+|xh*", IVu@)|=C Q+]xh'",

per tuttigli x e R™.

Dimostrazione.

Esiste A > 0 tale che u = u,, cioe

n-2
u(x) = (i) u(ﬂzi).
| x| | x|
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4.1 Buone proprieta di integrabilita delle soluzioni

Ora per |x| < A si ha che esiste una costante A; tale che u(x) < A; perché funzione continua su

un limitato. Invece per |x| = A vale

E N

X

aEl = A e dunque si sta valutando una

La costante A, esiste perché per |x| = A si ha che |)L2
funzione continua su un limitato.

Quindi detto A := max {Al 1+A)"2, Az%} si ha
u(x) < A(l+|x)>"

per tutti gli x € R". Ora
()l
| x| | x|
A3 1 X A2 x X;
=n-2)|=| Al-—=xi|u[A2=]+|= dy, AZ—)AZa.(—f)):
o )(|x|) (|x|3xl)”( |x|)+(|x|) ]Zl(”( E VT

AT 1 X A\ 2 X e; X
R
n )(|x|) Azx’”( <) A “Vian) e ™ g

Per | x| < A si ha che esiste una costante B tale che |Vu (x)| < By perché funzione continua su

axlu(x) :axi

un limitato. Per |x| = A si ha

X n 1 X e; X
Vux)|=]|..|<m-2)A"2 nlx| u(/lz—) + (/1" Vu()lz—) Lo_ox;— )s
| x| " x| ,zzl | x|"=2 lxl )] ]1x12 "l
X 1 X 1
2= /12—) <B
71 ”( |x|) P ”( il )| = P2

Nella prima maggiorazione infatti si nota che

e; X
"4

21 |xi|) 1
<Y |—=+22|<3n—,
,-zzl(lxl2 |x[3 |x|?

mentre nell'ultima esiste la costante B, per lo stesso motivo accennato sopra.
n-1
Quindi detto B := max {Bl 1+0)"*! B, 52)) } siha

An—l
IV ()] < B(1+[xp™"

per tutti gli x € R".

Basta allora definire C := max {A, B} e abbiamo la tesi voluta. |

Oss. 5. La funzione u, (x) a priori & definita per x # 0. D’altra parte se u € €2 (R") risolve
'equazione di Yamabe (1) allora si ha (a meno di traslazioni) u; = u. Dunque u, € €?([R") e

risolve (1) su tutto R”.
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CAPITOLO 4. Classificazione delle soluzioni dell’equazione di Yamabe

4.2 C(Classificazione secondo Li e Zhang

In questa sezione calcoleremo le soluzioni dell’equazione di Yamabe esibite nel Teorema
iniziale sfruttando il risultato sulla simmetria sferica delle soluzioni e le buone proprieta di in-
tegrabilita appena dimostrati.

Sia u € €2 (R™), u > 0, una soluzione di (1); per la proposizione appena illustrata si ha che
|x|li~HJ}oo u (x) = 0. Quindi esiste un punto di massimo xy € R” per u. A meno di traslazioni pos-

siamo assumere che sia xo = 0 e quindi Vu (0) = 0. Inoltre per il Teorema 3.3.1 si sa u = u;.

Ora la funzione u® (x) = u(x+b), b € R" risolve I'equazione (1) quindi esiste A; > 0 tale che

(A (P 2xb)
l“”‘(u—bJ ”@+A| e

u® =P cioe
Ab

Sapendo u (x) = uy (x) = (/1‘) (Azbﬁz)Siha
2 X \_(_Ao M)”‘Z ( ) x—b)
u(/l lez)—(|x_b| 1 u b+7tb—|x_b|2 : 4.1)
Per |x| — +oo si ha
Ab n-2
w0 =[] . 42)

Calcoliamo ora lo sviluppo di Taylor di entrambi i lati in (4.1).

A sinistra sappiamo che in 0 si ha Vu (0) = 0, quindi calcolando lo sviluppo intorno a 0 si ha
1
u(0)+0(I I) per | x| — +oo.

A destra calcolando lo sviluppo intorno a b si ha invece

A n-2 _bp 1
(|x—bb|%) { (b)+vu(b) /1 | |2+0(|x_b|)} Per|x|—’+00.

Usando (4.2) e riordinando otteniamo

|x| n-2 1 A'b n-2 |X| n-2 ) x—b
”wﬁl_(u—bJ }+°“ﬂ) (A) hx—bJ Vulb) Ay

Ora si moltiplica a destra e sinistra per x; e si passa al limite per x; — +oo.

Osserviamo che

i P LE R K G
x,-irf—loo i B |x— b| X;—+00

I
=
&
—_—A—
—
|
—_——
&
=
s
~——
T
[\S}
—_—
I

Xj—+00 (x _bl)”—z
Inoltre
b . (x—b)
hm xl(Vu(b) i _b|2):x,«1—l-quoo (Vu(b)-(xi b)| b|2)
(xi — bi)*
= 11m axlu(b)——axiu(b).

|x—bl?
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4.2 Classificazione secondo Li e Zhang

Da cui

n
2-n)u©)b; =A? (%) Oy, u(b).

Usando ancora (4.2) si ottiene

u(0)

MJ aXIU(b)

(2—n) u(0) b; =/12(
Pertanto si ha (il gradiente é fatto rispetto all'incognita b)
2 n

V(A2um= - u @ b = P u B V) - 1 (0)=7 2b=0.

Quindi

2 a1 1
u(b)on = 1 (0)2n |b|2ﬁ +K 5.

Se b=0siha %K =u (O)ﬁ. Di conseguenza

n-2
2

/12

Infine sostituendo in (1) siricavala condizione u(0) = A2 .
Infatti 'evidente simmetria sferica della soluzione mi permette di scriverla nella forma
n-2

2

/12

Derivando

, A2 )21
(P(r):_¢(0)(n—2)(m) ﬁr’

"o _ A2 V71 2 A2 B 1
¢ (N=¢p0)(n-2)n m FT’ -¢(0)(n-2) m F
Come gia visto nel Capitolo 2 '’equazione equivalente a quella di Yamabe in cordinate polari in

condizione di simmetria sferica risulta

_]. n+2
¢ )+ ——¢/ () =-n(n-2)p(r)7%.

n-2
2-n . 2
Dunque sostituendo risulta ¢ (0) =12 e di conseguenza u (b) = (ﬁlblz) 2,
Pertanto a meno di traslazioni dell’origine le soluzioni sono in questa forma e il Teorema ini-

ziale risulta dimostrato.
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Il riferimento principale per il paragrafo 1.1 & [LL] per quanto riguarda la disugualianza di So-

bolev [8.3] e il lavoro negli spazi LP [2].

Per la descrizione del problema di Yamabe abbiamo invece utilizzato [SY] [5].

I1lavoro sugli operatori differenziali, i Principi del Massimo (Debole e Forte) e il Lemma di Hopf

segue l'esposizione di tali argomenti in [E] [6.4] e [GT] [3].

Infine i paragrafi 3.3 e 4.2 ripercorrono i passaggi illustrati in [LZ] [1] e [2].
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