INTRODUZIONE ALLE EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI
Laurea Magistrale in Matematica- docente A. Cesaroni

Appello 11.07.2014. Soluzione degli esercizi.

Esercizio 1. 3 Sia u : R™ — R una funzione armonica tale che

=0.
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Mostrare allora che esistono a € R, b € R™ tali che u(z) =a+b-x.
Soluzione. Sia £ > 0. Allora esiste M. > 0 tale che
u(@)| < claf? V]| = M..
Sia K. = max|;<p. |u(z)], allora
lu(z)| < elz* + K. Vo eR™ (1)
Fissiamo zg € R™. Per le stime di Cauchy, esiste C' che dipende solo da n tale che, per ogni
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Da (1) e (2), otteniamo
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(267 + 2¢|z0* + K.) < 2Ce + 5
.

C
) VT>O

Ug,z,; (To)| <

| xzx]( 0)| =
Se mandiamo r — +00, otteniamo che [uy,, (x0)| < Ce e quindi per Parbitrarieta di e, D*u(z) = 0
per ogni . Da questo discende la tesi.

Esercizio 2. Sia Q un aperto limitato di R™ con bordo regolare. Considerare il problema di
Cauchy
ur(x,t) — Au(z,t) = f(xr) =z € Qx(0,400)
(H) S u(z,0) =1 e
u(z,t) = x € 00 x (0,+00)
con f € C(Q), f>0.

2 Mostrare che se u ¢ la soluzione di (H) allora per ogni = € Q, per ogni t > 0, per ogni h > 0
si ha che
u(z,t + h) > u(z,t).

3 Mostrare che se v € la soluzione del problema stazionario

v(x)=f(z) z€Q
(S){():l x € 0N

allora per ogni € €, per ogni ¢ > 0, si ha che

u(z,t) < wv(z).



Soluzione. 2 Dato che f > 0, notiamo che w(z,t) = 1 & una sottosoluzione di (H). Dunque
per il principio del confronto per operatori parabolici si ha che u(x,t) > 1 per ogni z € Q
et > 0. Sia h > 0 e definiamo up(z,t) := u(z,t + h). Allora up soddisfa 'equazione in
(H), inoltre up(z,t) = 1 per ogni x € 9N e up(x,0) = u(z,h) > 1 per quanto visto sopra.
Dunque up, & una soprasoluzione del problema (H), e possiamo concludere per il principio
del confronto.

3 Per il principio del confronto per operatori ellittici in aperti limitati, si ha che v(z) > 1 per
ogni z € Q. Dunque v & una soprasoluzione del problema (H). Si conclude per il principio
del confronto per operatori parabolici.

Esercizio 3.

2 Determinare una soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet

Upt — gy =0 z>0,t>0
u(0,t) =0 t>0

(W) _ 4
u(z,0) =log(l1+2z*) x>0

Studiare il comportamento della soluzione per ¢ — +oo.

Soluzione. 2 Risolviamo il problema con il metodo di riflessione. Consideriamo il problema
di Cauchy in R x (0, +00) con dati iniziali le estensioni dispari dei dati iniziali in (W):

Upt — CPUpy = 0 reR,t>0
(C) qu(z,0) = 5 log(l +2) z€eR
ut(ZC,O):O z € R.
Notiamo che i dati iniziali sono in C?(R). La soluzione di (C) ¢ data dalla formula di
d’Alembert
- 1/ x+ct 4 r—ct 4
t) == log(1 t log(1 —ct .
i) = 5 ([ 081+ (o)) + = S tog(1 + = t)))

Se restringo u alla semiretta z > 0 ottengo la soluzione di (W):

u(z,t) = {é log[(1 + (z + Ct)4)(1 + (z — Ct)4)} >t

1 14 (z4ct)?
5 log [71+Ex_ct§4] z < ct.

Utilizzando questa formula esplicita ¢ semplice mostrare che per ogni compatto K di R si
ha che

li )| =0.
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