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(Viene dato un cenno di soluzione del Tema 1. I Temi 2, 3 e 4 possono essere svolti in modo
del tutto simile)

TEMA ]_

Esercizio 1

Si consideri la funzione

B cos(3x) — 1 v
f(x) = arctan (cos(&r)—i—l) + 3

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Calcolare i limiti
di f’, se significativi.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Cenno della risoluzione
La funzione & definita in D = R\ {% + 2km, k € Z}.

E pari quindi si studia per gh x > 0 e poi si considera la simmetrica rispetto all’asse delle y.

E anche periodica di perlodo £, quindi basta studiarla in [0, §[.

f(x) > 0 se e solo se arctan (%) > —7%, che, essendo arctan(-) crescente, equivale a

% > tan(—%) = —v/3. Risolvendo, si ottiene che f(z) > 0 se e solo se z < z* =
3 arccos (} %) che ¢ un numero appartenente a |, T|.

hrna:—>0Jr f( ) ( ) %

lim, ( ) = —% (si noti che in questo caso cos(3z) — —1%).

Non c1 Sono asintoti. Si puo estendere la funzione ad una funzione continua in tutto R.
L’espressione della derivata prima e:

() = 1 cos(3z) — 1Y’ ~_ —3sin(3z)
- 14 (cos(Bx)—1>2 cos(3z)+1/) 7 cos?(3z) + 1
cos(3z)+1

Quindi f(z) & strettamente decrescente in [0, Z[. Il punto z = 0 (e tutti i punti z, = 2km, k € Z)
¢ un punto di massimo relativo ed assoluto, mentre x = § (e tutti i punti § + %lﬁr, ke€Z)eun
punto di minimo relativo ed assoluto.

L’ attacco di f"in § & limx_%_ f'(z) = 0.



Quindi f si puo estendere ad una funzione continua e derivabile con derivata continua in tutto
R.

no _ —9cos(3x)
fia) = (cos?(3x) +1)2

Quindi f & concava in [0, [ e convessa in |§, Z[ e ha un flesso in z = §.

(cos®(3z) + 1 + 2sin?(3x)).

Esercizio 2

Calcolare il seguente integrale definito

(tan1)/2
/ log (1 + arctan®(2z)) dzx.
0

1
1+ 422
Facoltativo: dimostrare che | ¢ € [0, (tan 1) /4] tale che foc log(1 + arctan®(2x)) H—ﬁ dr = 2.
Cenno della risoluzione
Con la sostituzione y = arctan(2x) (per cui dy = Hﬁ dr ey(0) =0, y((tan1)/2) = 1) 'integrale
diventa

1t 2 1 2171 by 1 2 1
3 log(1+y)dy:§ ylog(l—i—y)}O—Q dy ¢ = {ylog(l—l—y)—2y+2arctany]0}:
0 0
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1 T
=—-log2+——1
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dove nel primo passaggio si e integrato per parti.

Esercizio 3
Si consideri la successione

2.0’ +5n-2" +n!
n"tllog(l+ 2) 4+ n- (—1)nt1

QAp =

(a) Calcolare il limite lim, o0 ap.

(b) Studiare la convergenza della serie

+o0

> o

n=1

Cenno della risoluzione
Per la scala delle successioni infinite, 2-n°, 5n-2" = o(n!). Inoltre usando Mac-Laurin e la scala
delle successioni infinite, n"*!-log(1+ 2) = n"*1(2 4 0(2)) = 3n" +0o(n") e n- (—1)" = o(n™).
Quindi
n!

Ay ~ ——
3nm

e lim,, a,, = 0 sempre per la scala. Inoltre per il teorema di confronto asintotico la serie Z:{g an

converge se e solo se converge la serie % ZZS& % Usando il criterio del rapporto per quest’ultima:
(n+1)! n" n' 1 1
_— = = = —_ —
i T .
(n+1)7tL nl (n+1)"  (1+2) e

Poiche % < 1, la serie data converge.



