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Introduzione a Chebfun

Proposito.

In questa nota, descriveremo i comandi di base dell'ambiente Chebfun,
di rilevante importanza per I'analisi numerica ed in particolare per la
teoria dell’approssimazione.

Utilizzeremo tale ambiente per studiare in particolare alcuni problemi
quali:

m interpolazione in nodi equispaziati;

m interpolazione in nodi di Chebyshev;

m migliore approssimazione con algoritmo di Remez.
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Introduzione a Chebfun: Matlab

Importante. (Installazione Matlab)

Le persone che non hanno installato Matlab sul proprio computer, possono farlo
come segue:

m registrarsi all'account di Mathworks
https://www.mathworks.com/mwaccount/register,

® andare al link https://www.mathworks.com/academia/tah-portal/
universita-degli-studi-di-padova-31194939.html,

m andare al frame Desktop. Online. Mobile. Free through your
school’s license. e cliccare sign to get started,

m inserire il proprio nome utente e password dell'universita’ (SSO);
B si accettano o rifiutano delle regole;

m si clicca il bottone nel frame Sign in to your existing MathWorks
Account;

m si inseriscono il proprio account/password di Mathworks;
m si scarica l'installer Matlab;

m si lancia l'installer Matlab seguendo le indicazioni.
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Introduzione a Chebfun

Importante. (Installazione Chebfun)

Per installare I'ambiente Chebfun in Matlab sul proprio computer, si
suggerisce di digitare su shell Matlab

unzip(’https://github.com/chebfun/chebfun/archive/master.zip’)
movefile(’chebfun-master’, ’chebfun’),
addpath(fullfile(cd,’chebfun’)),savepath

Se si copia e incolla tale codice, modificare gli accenti’ in verticali e
dritti, come da tastiera. Alternativamente si copi e incolli direttamente
il codice dalla homepage http://www.chebfun.org/download/ senza
modifiche.

Importante. (Guida Chebfun)

Per una guida su Chebfun si consulti

http://www.chebfun.org/docs/guide/
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Introduzione a Chebfun

Quanto faremo di seguito, & tratto ed adattato da

http://www.chebfun.org/docs/guide/guide0l.html

Proposito. (Chebfun e funzioni)

Lidea di Chebfun consiste nellidea che per rappresentare funzioni
regolari spesso basta interpolare in 20 o 30 nodi di Chebyshev, ma
che tale processo, qualora implementato adeguatamente, rimane
stabile anche con migliaia o milioni di nodi di Chebyshev.

Avendo questo in mente, nella prima versione di Chebfun, ad una
funzione f, 'ambiente chebfun, tramite procedure adattative,
determinava il numero di punti n 41 di Chebyshev per cui
l'interpolante p,, era tale da approssimare f con un errore relativo di
10",
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Introduzione a Chebfun

Nelle versioni successive, I'ambiente € stato adeguato per poter
trattare adeguatamente funzioni regolari a pezzi, determinando
automaticamente i punti in cui suddividere I'approssimazione.

Per capire questo punto, consideriamo la funzione

f(x) = x— 03]

Digitiamo

f = chebfun( 'abs(x-.3)");

e otteniamo quale risposta

Warning: Function not resolved using 65537 pts.
Have you tried 'splitting on’?

col significato che troppi punti vengono utilizzati per studiare la

funzione f.
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Introduzione a Chebfun

Se invece chiediamo all’ambiente chebfun di suddividere il
dominio, il risultato migliora. Infatti

f = chebfun('abs(x-.3) ", splitting’, 'on’);

non da’ problemi. Per capire cosa sia successo e quali punti abbia
usato chebfun, digitiamo

>> f
f =

chebfun column (2 smooth pieces)

interval length endpoint values
[ -1, 0.3] 2 1.3 0
[ 0.3, 1] 2 0 0.7
vertical scale = 1.3 Total length = 4

>>

Evidentemente chebfun ha trovato il punto critico 0.3, e utilizzato
I'interpolazione su due punti di Chebyshev scalati negli intervalli per

determinare un approssimazione della funzione f. 735



Esempio 1. Interpolazione in nodi equispaziati.

Consideriamo la funzione di Runge

1
f(x) = T525:2 x € [-1,1].

e digitiamo
>> f=0(x) 1./(1+25*%x."2)
>> F=chebfun(f)
E =

chebfun column (1 smooth piece)

interval length endpoint values

[ -1, 1] 189 0.038 0.038
vertical scale = 1
>>

La funzione di Runge & stata approssimata con un errore relativo di
10~ utilizzando 189 nodi di Chebyshev.
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Digitiamo nel file esempiol.m

function [eequi,echeb]=esempiol

d = [-1, 1]; % INTERVALLO.

£ff = @(x) 1./(1+25*%x."2); % FZ. RUNGE

f=chebfun (ff,d);

eequi =[];

echeb=[];

nn=1:1:100;

for n=nn
x = linspace(d(1), d(2), n+1); % (n+1) NODI EQUISPAZIATI.
p = chebfun.interpl(x, ££f(x)); % INTERPOLAZIONE NEI NODI x.
fc = chebfun(ff, n+1); % INTERPOLAZIONE IN (n+1) NODI DI

CHEBYSHEV .

eequi=[eequi norm(f-p,inf)
echeb=[echeb norm(f-fc,inf

end

clf;

semilogy (nn,eequi, 'r-"); pause; semilogy(nn,echeb, 'r-");

1;
)1

e di seguito

>> [eequi,echeb]=esempiol;
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Quale risultato abbiamo le seguenti figure.

Figura: Grafico in scala semilogaritmica degli errori delle interpolanti in
nodi equispaziati, al crescere del numero di nodi.

10/35



Figura: Grafico in scala semilogaritmica degli errori delle interpolanti in
nodi di Chebyshev al crescere del numero di nodi.
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Esempio 1. Interpolazione in nodi equispaziati.

Commento

| grafici mostrano che

m [interpolazione in n+ 1 nodi equispaziati fornisce polinomi p, che
non convergono alla funzione di Runge f;

m l'interpolazione in n+ 1 nodi di Chebyshev fornisce polinomi p,,
che convergono alla funzione di Runge f.

Dal punto di vista della programmazione si noti che

m nella chiamata f=chebfun(£f,d) ; si puo dire in quale
intervallo approssimare ff tramite funzioni polinomiali a tratti di
tipo chebfun.

m nella chiamata fc = chebfun(ff, n+1); si determina il
polinomio di Chebyshev di grado n che interpola ff.

m nella chiamata norm (f-p,inf) ; si approssima l'errore in norma
infinito tra f e p.
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Esercizio 1.

Esercizio (1)

Mediante Chebfun, si approssimino in [—1,1]
B f(x)=|x—03|;
B f(x) = exp(2);
f(x) = exp(x);
B f(x) = sin(x);
B f(x) = sinc(x) dove sinc(x) = w sex#0,1sex=0.
m Serve ’splitting’, ’on’?
m Qual’e” il numero di punti di Chebyshev dffinché la funzione sia
approssimata alla precisione di macchina in ogni esempio?

m La funzione sinc é predefinita, se installato il Signal
Processing toolbox. Lo é pure in Chebfun, ma risulta
sinc(x) = w Nel nostro esempio, definire:
fO=chebfun(’pi*x’); f=sinc(£0); In alternativa, definire

f=0(x) (sin(pi*x)+(x == 0))./(pi*x+(x == 0)); 13/35



Esempio 2. Miglior approssimante in norma infinito.

I comando minimax di una funzione f definita tramite chebfun fornisce la miglior
approssimante in norma infinito di f (algoritmo di Remez). La routine remez é
utilizzabile ma non suggerita. Vediamo la routine esempio2.m.

function esempio2

d =[-1, 1]; % INTERVALLO.

ff = @e(x) 1./(1+425*x.72);

f=chebfun(ff,d, 'splitting ', 'on’);

n=10;

p = minimax(f,n); % MIGLIOR APPROX GRADO n
fc = chebfun(ff, n+1); % INTP. CHEB.
erem=norm(f-p,inf); echeb=norm(f-fc,inf);
fprintf (’\n\t REMEZ: %1.5e¢’ ,erenm);

fprintf (’\n\t CHEBYSHEV: %1.5e’,echeb);

Sia Ao la costante di Lebesgue nei nodi di Chebyshev {xi }k=o,....10 utili per
interpolare a grado 10. Da 2.42 < Ny < 2.43, detto pyo il polinomio interpolatore le
coppie {(xk, f(x«)) }k=o,...,10, ricaviamo

IIf = Prolloe < (14 Mio)Eio(f) < 3.43 - Eio(f)

dove ['errore di miglior approssimazione Eo(f) é numericamente quello compiuto dal

polinomio fornito dall’algoritmo di Remez, a grado 10. .


http://www.math.unipd.it/~alvise/AN/LABORATORI/CHEBFUN_2025/MATLAB/esempio3.m

Esempio 2. Miglior approssimante in norma infinito.

Digitiamo quindi in workspace

>> esempio2

REMEZ: 6.59229e-02
CHEBYSHEV: 1.32197e-01

>> % (1+lambda_n)E_n(f) e’ circa 3.43%¥6.59229e-02, ovvero
circa 2.261e-01.

m Come previsto la miglior approssimante di grado n offre risultati
migliori dell'interpolante in n+ 1 nodi di Chebyshev.

m D’altro canto la differenza non & molta, relativamente agli errori
assoluti compiuti.

m Si noti che nella chiamata
"f=chebfun(ff,d,’ ’splitting’,’on’);” si puo dire in quale
intervallo approssimare ff tramite funzioni polinomiali a tratti.

m Si noti che nella chiamata fc = chebfun(ff, n+1); si determina il
polinomio di Chebyshev di grado n che interpola ff.
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Approssimazione con polinomi trigonometrici e Chebfun.

Dalla release di Chebfun 5, Chebfun € in grado di trattare polinomi trigonometrici
invece di algebrici, come descritto nella guida Periodic Chebfuns.

Si approssima una generica funzione “u” (di default in [—, 7]), tramite

Z(N % /2 Ckexp(ikt), se N dispari,
gn(t) =
Zk —ny2 Gk exp(ikt) + cny2 COS( t), se N pari,

dove

N—

Z u(ty) exp(—ikt), tj = —m + 2mj/N.
j=0

con ¢ calcolati in O(N log(N)) operazioni con la Fast Fourier Transform (cf. [4,
p.557]).
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Approssimazione con polinomi trigonometrici e Chebfun.

Quale esempio trattiamo la funzione tanh(3sin(t)) — sin (t + 3).

>> f=chebfun(@(t) tanh(3*sin(t))-sin(t+1/2), [-pi pil)

f =
chebfun column (1 smooth piece)
interval length endpoint values
[ -3.1, 3.1] 226 0.48 0.48
vertical scale = 0.92

>> format long e

>> f£(-pi)

ans =
4.794255386042027e-01

>> f£(pi)

ans =
4.794255386042033e-01

>> plot (£, 'LineWidth’ ,1.6)

E’ stato quindi necessario determinare un certo polinomio algebrico

di grado 225 (interpolante 226 punti di Chebyshev), per avere un
errore dell’ordine della precisione di macchina.
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Figura: Grafico della funzione periodica u(x) = tanh(3sin(t)) — sin (t + 1) in cui
u(=7) = u(m) ~ 4.794255386042033¢ — O1.
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Approssimazione con polinomi trigonometrici e Chebfun.

Approssimiamo ora con polinomi trigonometrici, aggiungendo alla
chiamata chebfun, la preferenza *trig’.

>> f=chebfun(@(t) tanh(3*sin(t))-sin(t+1/2), [-pi pil, trig’)
f =
chebfun column (1 smooth piece)
interval length endpoint values trig
[ -3.1, 3.11] 147 0.48 0.48
vertical scale = 0.92

>>

E’ stato quindi necessario determinare un certo polinomio:

m trigonometrico interpolante la funzione in 147 punti
equispaziati di [—, 7], per avere un errore dell’ordine della
precisione di macchina,

m algebrico interpolante la funzione in 226 punti di Chebyshev in
[—7, 7]

In effetti 147 - /2 = 230.9071 = 226.

19/35



Approssimazione con polinomi trigonometrici e Chebfun.

Si noti che per funzioni periodiche regolari, questo fattore /2 deriva
dal fatto che

m interpolanti trigonometriche hanno un potere risolutivo di 2 punti
per lunghezza d’onda,

m e interpolanti di Chebyshev hanno un potere risolutivo di w punti
per lunghezza d’'onda,

che tradotto altrimenti dice che con polinomi trigonometrici ci si
aspetta meno campionamenti rispetto alle classiche chebfuns.
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Approssimazione con polinomi trigonometrici e Chebfun.

Cambiamo funzione, e consideriamo f(x) = 5sin(3t) 4 6 cos(2t).

>> f=chebfun(@(t) 5%*sin(3*t)+6*cos(2*t), [-pi pil, trig’)
f =
chebfun column (1 smooth piece)
interval length endpoint values trig
[ -3.1, 3.1] 7 6 6
vertical scale = 9.3
>>

Viene da domandarsi quale sia il polinomio trigonometrico
ottenuto. Essendo facilmente dall'identita di Eulero

i (exp(—iktz) - exp(ikt))’ os(kt) = exp(ikt) +2exp(—il<t)

sin(kt) =

abbiamo che

() 5sin(3 - t) + 6cos(2 - t)
_ s exp(—i3t)2— exp(i3t) 16 exp(i2t) +2exp(—i2t)

(5i/2) exp(—i3t) + 3exp(—i2t) + 3exp(i2t) — (5i/2) exp(i3t).
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Approssimazione con polinomi trigonometrici e Chebfun.

Utilizzando il comando trigcoeffs, che determina i coefficienti di
Fourier ¢ = c_m_11« (attenzione all'ordine!), con M = (N —1)/2 se
N dispario M = N/2 se N pari,

>> trigcoeffs(f)

ans =
4.762103912697982¢-18

+ 2.500000000000000e+001
2.999999999999999e+00 - 4.598694340586186e-171
7.446384377092827e-16 + 1.360023205165817e-151
7.216449660063518e-16 + 0.000000000000000e+00i
7.446384377092827e-16 - 1.360023205165817e-151i
2.999999999999999e+00 + 4.598694340586186e-171i
4.762103912697982e-18 - 2.500000000000000e+00i

>>

e quindi i coefficienti sono, tolte le quantita quasi nulle,
[2.5/,3,0,0,0,3,—-2.5i]

come richiesto, in quanto

f(t) = (5i/2) exp(—i3t) + 3exp(—i2t) + 3exp(i2t) — (5i/2) exp(i3t).
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Approssimazione con polinomi trigonometrici e Chebfun.

m Utilizzando un comando del tipo

fi=chebfun(@(t) -sign(abs(t)-pi/2),[-pi pil, trunc’, KN,
trig’);

si calcola una certa approssimazione di una particolare onda
quadra mediante serie trigonometriche troncate con N
coefficienti (cf. [2]).

m Utilizzando un comando del tipo

‘flzchebfun(@(t) -sign(abs(t)-pi/2) ., [-pi pil,N, "trig’);

si calcola I'interpolante polinomiale trigonometrica di grado
(N —1)/2, mediante FFT (cf. [2]).

In generale useremo valori N dispari, anche se Chebfun permette N
pari.
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051

Figura: Grafico della funzione discontinua —sign(|t| — 7/2) in [—7, 7].
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Esempio 3. Fenomeno di Gibbs.

Si consideri la funzione -sign(abs(t)-pi/2) e la si approssimi
con polinomi trigonometrici. Utilizziamo il codice esempio3.m

function esempio3

warning off;

N1=11;fi=chebfun(@(t) -sign(abs(t)-pi/2),.[-pi pil, trunc’ N1, trig’);maxNi=max(£f1);
N2=31;f2=chebfun(@(t) -sign(abs(t)-pi/2),[-pi pil, trunc’ N2, trig’);maxN2=max(£f2);
N3=5001;f3=chebfun(@(t) -sign(abs(t)-pi/2).,[-pi pil, trunc’,N3, trig’');maxN3=max(£3);
fprintf ('\n \t GIBBS SIZE (%3.0f): %I1.5e’,N1,maxN1)

fprintf ('\n \t GIBBS SIZE (%3.0f): %I1.5e¢’,N2,maxN2)

fprintf ('\n \t GIBBS SIZE (%3.0f): %I1.5¢’,N3,maxN3)

hold on;

xx=linspace(-pi,pi,1000); yy=-sign(abs(xx)-pi/2);

clf; hold on; plot(xx,yy, r-"); plot(f1, 'k-", LineWidth’, 2); hold off;

fprintf (’'\n \t PAUSE’); pause;

clf;hold on; plot(xx,yy, r-"); plot(£f2, k-, LineWidth’, 2);

hold off; fprintf(’'\n \t PAUSE’); pause;

clf; hold on; plot(xx,yy, r-"); plot(£3, 'k-", LineWidth’, 2); hold off;
fprintf('\n \t PAUSE’); pause;

fprintf('\n \n’");

Si osservi che in GIBBS SIZE mostriamo il massimo valore della
approssimante, da paragonare col massimo valore dell'onda quadra che é 1.
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Esempio 3. Fenomeno di Gibbs.

Otteniamo

>> esempiod
GIBBS SIZE ( 11): 1.18836e+00
GIBBS SIZE ( 31): 1.18028e+00
GIBBS SIZE (5001): 1.17801e+00
PAUSE
PAUSE
PAUSE

>>

e tre grafici con delle gobbette sorprendenti, circa della stessa
altezza (appunto 1.18836e + 00, 1.18028e + 00 e 1.17801e + 00 per
interpolanti trigonometriche in cui N =11, N =31, N = 51).

Si osservi che in questo codice si calcola una certa approssimazione
mediante serie trigonometriche troncate con N coefficienti e non
I'interpolante polinomiale trigonometrica di grado (N — 1) /2.
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Figura: Grafico della funzione —sign(|t| — 7/2) in [—, 7] e approssimante
trigonometrica con N =11.
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Figura: Grafico della funzione —sign(|t| — 7/2) in [—, 7] e approssimante
trigonometrica con N = 31.
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051

Figura: Grafico della funzione —sign(|t| — 7/2) in [—, 7] e approssimante
trigonometrica con N = 5001.
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Esempio 3. Fenomeno di Gibbs.

Questo fenomeno, detto di Gibbs (1899) anche se scoperto nel 1848
da Wilbraham, mostra un problema nell’approssimare mediante
serie di Fourier funzioni con salti, pur essendo in Ly(—m, 7).

Problema. (Convergenza in norma oo e 2)

m Se cosi fosse, al variare dei nodi, si pud avere la convergenza in
norma infinito?

m se cosi fosse, al variare dei nodi, si puo avere la convergenza in
norma 2?7
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Esempio 3. Fenomeno di Gibbs.

Commento (Sull’errore compiuto in norma o)

La teoria stabilisce che per

ma=2
m xp = +7/2,
mL=2m,

asintoticamente in N la serie di Fourier presenterd
m in x3 + o valore circa f(xg') + a- 0.089490;
m in xg — 5 valore circa f(xy ) — a- 0.089490.

e quindi I'errore assoluto compiuto é approssimativamente. e
asintoticamente, tanto leggermente a sinistra quanto leggermente a
destra di ogni discontinuitd

2-0.089490 ~ 0.1790
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Esempio 3. Fenomeno di Gibbs.

Commento (Sull’errore compiuto in norma 2)

Siccome ['onda quadra é facilmente in Ly(—m.7), dalla teoria
sappiamo le proprieta di convergenza dell’approssimante in norma L;.

In effetti I'errore compiuto risulta come da questa tabella:

N_TIF — swlloe 17 — sl
N 1.2e+00 6.5e-01
31 1.2e+00 4.0e-01

5001 | 1.2e+00 | 2.9e-02

10001| 1.2e+00 | 1.8e-02

20001| 1.2e+00 1.0e-02

40001, 1.2e+00 | 3.3e-03
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Esercizio 3. Fenomeno di Gibbs.

Esercizio (2)

Riprovare I'esempio precedente utilizzando I'interpolante trigonometrica polinomiale di grado
N =1,31,5001.

m Si noti che ci6 implica assegnare 2xN+1,’trig’ invece di ’trunc’,N,’trig’;

m per completezza, la valutiamo nei punti =" + ﬁ = " + §, essendo L = 2.

Svolgimento.

Dal codice seguente otteniamo che le quantitd ottenute prossime ai valori previsti in teoria.

function esercizio2
N=[11 31 5001]; f=0@(t) -sign(abs(t)-pi/2);
for k=1:length(N)
n=N(k); ftrig=chebfun(f,[-pi pil,2*n+1, ’trig’);
val=-pi/2+pi/n;
fprintf(’\n \t GIBBS SIZE (%3.0f): %1.5e \n ’,n,ftrig(val))
end

>> esercizio?2
GIBBS SIZE ( 11): 1.15961e+00
GIBBS SIZE ( 31): 1.16206e+00
GIBBS SIZE (5001): 1.16132e+00
>>
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Esercizio 3.

Esercizio (3)

Cosa succede se invece di polinomi trigonometrici, si approssima la
funzione

f(t) = —sign(|t| — 7/2)
in [—m, m] con il polinomio algebrico interpolante in nodi di Chebyshev
scalati, a grado 5, 30, 5000 via Chebfun?
Suggerimento:

H utilizzare quanto fatto in un esercizio precedente (anche
relativamente all’intervallo da usarel),

osservare quanti nodi bisogna richiedere per avere una
interpolante di grado richiesto.

La soluzione al problema é disponibile nel file
esercizio5_correzione.m

34/35


http://www.math.unipd.it/~alvise/AN/LABORATORI/CHEBFUN/MATLAB_CORREZIONE/esercizio3_correzione.m

Pl

K. Atkinson, An Introduction to Numerical Analysis, Wiley, 1989.

Periodic Chebfuns,
https://www.chebfun.org/docs/guide/guidell.html.

A. Quarteroni, R. Sacco e F. Saleri Matematica Numerica,
Springer, 1998.

G.B. Wright, M. Javed, H. Montanelli, L.N. Trefethen, Extension of
Chebfun to periodic functions, SIAM J. Sci. Comp., 2015.

Wikipedia, (Fourier Series),
http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier _series.

35/35


https://www.chebfun.org/docs/guide/guide11.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series

