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Problema di Cauchy

Problema. ( )

Si determini la funzione y tale che

{ Y'(x) = f(x,y(x)), x> x0
y(x0) = yo

(1)

dove f & a valori in R" e definita in un sottoinsieme Q2 di R x R”",

con (xo, yo) € Q2.

Nota.

Di seguito supporremo che tale problema abbia una sola soluzione.
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https://it.wikipedia.org/wiki/Problema_di_Cauchy

Esempi

Esempio (Equazione differenziale ordinaria)

y(0) =1
la cui soluzione é exp (x), & un problema di Cauchy con
F(x,y(x)) = y(x).

{ yI(X) :)/(X)v x>0 (2)

y1(x)
¥52(x) = y1(x), x >0 (3)
y1(0)

la cui soluzione & y(x) = (y1(x), y2(x)) = (cos (x),sin(x)), & un
problema di Cauchy con y = (y1,¥2), xo =0, y(x0) = (1,0) e

Fx,y(x) = £(x, y1(x), y2(x)) = (=y2(x), y1(x))-
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Teorema di Picard-Lindelof

Teorema ( )
Sia D = [ty — e, to + €] x R". Dato il problema ai valori iniziali
{ y'(t) = f(t,y(t), t€[to—e,to+¢]
y(t0) = yo
se

m f: D — R é una funzione lipschitziana in y cioé

If(t,y1) — f(t,y2)| < Klly1 — y2l|, (t.y1), (t,y2) € D

m f é continua in t allora per qualche € > 0,

allora esiste un'unica soluzione y al problema ai valori iniziali
sull’intervallo [ty — €, ty + €].
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https://it.wikipedia.org/wiki/Teorema_di_esistenza_e_unicità_per_un_problema_di_Cauchy

Teorema di Cauchy in piccolo

Teorema (Cauchy in piccolo, [2, p.7])
Si supponga che

m D sia un aperto connesso di R x R";

m f: D — R sia una funzione continua in D;
m (to, yo) un punto interno a D;
n

la funzione f verifichi la condizione di Lipschitz

1£(t,y1) — (£, y2)l| < Kllyr — y2[, (£, ¥1), (¢, y2) € D.
per qualche K > 0.

Allora esiste una unica funzione'y definita su un intervallo
[to — a, to + ], per qualche o« > O tale che

y'(t) = f(t,y(t)), t € [to —a,to+a]
{ y(to) = yo @
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Teorema di Cauchy in grande

Teorema (Cauchy in grande, [5, p.331])

Sia f :[a, b] x R" — R tale che
m f(t,y), t € [a, b], y € R" continua nella prima variabile,

m soddisfi rispetto alla seconda variabile la condizione di
Lipschitz

Hf(tayl) - f(ta YZ)” < KHYI - YZH> te [aa b];Yl,YZ e R".

per qualche norma vettoriale || - || e K > 0.
Allora il problema di Cauchy
y'(t) = f(t,y(t)), t€[a,b
{ (t) = f(t,y(1)) [a, b] (5)

y(a) = yo
ha una e una sola soluzione'y in [a, b], per un arbitrario yg € R".
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Teoremi di Cauchy

m Nel teorema di Cauchy in piccolo si fornisce un teorema di esistenza e
unicita locale.

m Nel teorema di Cauchy in grande si fornisce un teorema di esistenza e
unicita globale.

Nota. (Soluzioni multiple)

Esistono casi in cui il problema di Cauchy ha soluzioni multiple. Ad esempio, il
problema

'(x) =2y/y(x), x>0
{ );(Xo) =0 ’ (©)

ha per soluzioni, per o € R
— y(X):(X—a)Z,Xza
v = { y(x) =0, altrimenti. (7)
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Metodo di Eulero esplicito

Indichiamo con Z(x,X) il piu piccolo intervallo aperto contenente x
e x (cioe (x,x) oppure (X, x)). Assumendo che la soluzione sia
sufficientemente regolare, abbiamo dalla formula di Taylor per
x~X, £e€I(xx)e (1)

V) = v +y R -7 + O

y(X) + ¥ (X)(x = %) = y(x) + f(X, y (X)) (x = %) (8)

Q

cioe

y(¥) = y(®) + F(Xy (X)) (x = %) |
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Metodo di Eulero esplicito

Metodo ( , 1768-1770)

Tale metodo consiste nell’approssimare y(xx+1) con uyyy1 dove

(9)

|k =+ b i k), wo = y(xo);

ove h = Xk+1 — Xk-

Supponiamo di voler determinare una approssimazione della
soluzione nei punti equispaziati x,11 = xp + kh = xx + h con k > 0.
Da

y(x) = y(x) + f(x, y(X))(x — %)

ponendo x = Xj11, X = Xk

y(xkv1) =~ y(x) +h- f(xk, y(x))- (10)
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https://it.wikipedia.org/wiki/Metodo_di_Eulero

Metodo di Eulero implicito

Similmente, supposto xx+1 = Xp + kh = xx + h con k > 0, da

y(x) = y(x) + £(x, y(x))(x = %)

scelti x = xx, X = xx41 abbiamo

y(x) = y(xis1) + F(xuq1 Y (1)) (e — Xes1)s (11)
e quindi portato il termine f(xkt+1, Y (Xk+1))(Xk — Xk+1) nel membro di
sinistra
y(Xk+1) = y(xk) + h- F(Xua1, y(Xes1))- (12)
Metodo ( )

Tale metodo consiste nell’approssimare y(xx+1) con uyy1 definito da

’ Ukt = Uk + h- f(Xk+1, Uk+1), Up = Y(XO) ‘ (13)
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https://it.wikipedia.org/wiki/Metodo_di_Eulero_all'indietro

Eulero implicito

Nota. (Risoluzione equazioni nonlineari)

Evidentemente ad ogni iterazione del metodo di Eulero implicito

U1 = Uk + h - F(Xeq1, Ukt1), o = y(x0)

si richiede di risolvere un’equazione nonlineare nella variabile z del
tipo

‘z:uk+h-f(xk+1,z)‘

la cui soluzione puo essere calcolata utilizzando ad esempio
m col metodo di Newton o
m del punto fisso o

m delle secanti.
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Osservazione

Nota. (Metodi di Eulero e sistemi di equazioni differenziali)

Il problema di Cauchy é definito da

{ .y/(X) = f(X7 y(X))7 X Z X0 (14)
y(x) =y

dove f & a valori in R" e definita in un sottoinsieme Q di R x R”, con

(x0,y0) € Q.

Nei casi multivariati con n > 1, indipendentemente dalla derivazione dovuta
alla espansione di Taylor, i metodi

m Eulero esplicito: ugy1 = uk + h - f(xx, uk), uo = y(xo)
m Eulero implicito: uxy1 = uk + h - f(Xkt1, Ukt1), to = y(x0),

possono essere utilizzati, in quanto la sequenza € ben definita.
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Linear Multistep Methods

Definizione ( )

| metodi Linear Multistep (abbreviati con LMM) approssimano
y(xn) con up, dove x, = xo + nh e

p p
Upt+1 = Z djup—j + h Z bjf(Xn,j./ u,,,j)
Jj=0 j=—1

Si osservi che

m Sono metodi per cui se voglio calcolare uny1 necessitano up—p, ..., un (Si
chiamano metodi a p + 1 passi). Siccome inizialmente si dispone solo di
up, per calcolare uy, ..., up, necessari ad innescare il metodo, si utilizzano

di solito altre strategie (come ad esempio applicare piti volte metodi a un
passo, cioé in cui p =0, come ad esempio Eulero implicito).

m Se b_1 = 0 allora il metodo e esplicito, altrimenti e implicito.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_multistep_method

Linear Multistep Methods

Osserviamo che il metodo di Eulero esplicito

Unt1 = Up + h - (Xn, Un)

e Eulero implicito

Upt1 = Up + h - f(Xn+1, un+1)

hanno la forma

p p
Un+1 = Zajunfj +h Z bjf(anj, u,,,j)
j=0

j=—1
ponendo rispettivamente
m Eulero esplicito: p=0, ap=1, b_; =0, by =1,
m Eulero implicito: p=0, ap =1, b_1 =1, by =0.
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Metodi basati sull'integrazione numerica ([8, 125])

Si supponga di dover studiare il problema di Cauchy
/
= >
{ y (X) f(ny(X))a X Z X0 (15)
y(x0) = yo

e di dover approssimare la sua soluzione y nei punti equispaziati xx = xo + kh.
Osserviamo che

yous) = o)+ [ Y (e (16)

n—j

yoa)+ [ ey o) a7)

Sostituiamo ora l'integranda con il polinomio di grado al pit p

7o(x) = 3 F(omis y (o) )Li()

i=0
che interpola le coppie (xi, f(xi, y(xi)) per | =n,n—1,...,n— p, dove
P
X — Xn—k
L; = _
(X) H . Xn—i — Xn—k
k=0, ki
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Metodi basati sull'integrazione numerica ([8, 125])

Ricaviamo cosf, da f(x, y(x)) = mp(x) = D7 o f(xn—i, ¥(xa—i))Li(x), posto
. Xn\k
55){‘;”:%/ t)dt = / H s+md5170717.”’
—J m=0 ,m#i
i metodi di tipo LMM, a piu passi
Xn+k
Vo) = oo+ [ fevo)de
Xp—j
Xnik P
= vl [ F v L
Xn—j i=0

= () +fon wvbao)) [ Lieyet

Xp—j

= y(xoj) +th f(xo—i y (Xn—i))- (18)
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Metodi di Adams-Bashforth (1883)

Ponendo k=1, j =0 in

P
Y0mik) & y () +h D BYDF i, y (i)

i=0

otteniamo la famiglia di metodi espliciti di Adams-Bashforth (1883)
Unt1 = Up + Z 5(1 D (Xt Uni)y Un—i = y(Xnoi)-

Alcuni esempi sono i metodi a p + 1 passi:

m Adams-Bashforth (p=0): upt1 = un + hf, (Eulero esplicito);

m Adams-Bashforth (p=1): unt1 = un + g(3fn — foo1);

m Adams-Bashforth (p=2): uns1 = up + 15(23f, — 16fo_1 + 5f,_2);

m Adams-Bashforth (p=3): uns1 = Un + 25 (55f, — 59fn_1 + 37fa—2 — 9fo_3).
dove fn—3 - f(Xn—37 Un—3)y fn—2 = f(Xn—2, Un—2)y fn—l = f(Xn—h Un—l)y
fo = f(Xn, Un).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_multistep_method#Adams.Bashforth_methods

Metodi di Adams-Moulton (1926)

Ponendo k=0, j=11in

P
Y0mik) & y () +h D BYDF i, y (i)

i=0

otteniamo la famiglia di metodi impliciti di Adams-Moulton (1926)

P
Up = Up_1 + hZﬂff}l)f(xn_;, Un—i)s Un—i = y(Xa—i).
i=0

Sostituendo n+ 1 al posto di n, abbiamo cosi

P
U = upt hZ BV (xpa1-is tns1 1)

= u+h Z BOVF (X, tnj). (19)

j=—1
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https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_multistep_method#Adams.Moulton_methods

Metodi di Adams-Moulton (1926)

Alcuni esempi di metodi di Adams-Moulton sono i metodi impliciti

dove

Adams-Moulton (p=0): un+1 = up + hfar1 (Eulero implicito);
Adams-Moulton (p=1): uns1 = up + 2(fo1 + f,) (Crank-Nicolson);
Adams-Moulton (p=2): Uns1 = tn + 1 (5fas1 + 8fn — fa_1);
Adams-Moulton (p=3): Uns1 = tp + 2 (Ifas1 + 19, — 5fu_1 + fo_2).

fo2 = f(Xn—27 Un—2), fo1= f(Xn—17 Un—l)y fo= f(Xny Un),

fop1 = f(Xn+17 Un+1)-

Si verifica facilmente che tanto i metodi Adams-Bashforth quanto gli
Adams-Moulton sono di tipo Linear Multistep Methods.

The Adams-Bashforth methods were designed by John Couch Adams to solve a
differential equation modelling capillary action due to Francis Bashforth.
Bashforth (1883) published his theory and Adams’'numerical method (Goldstine
1977).

The Adams-Moulton methods are solely due to John Couch Adams, like the
Adams-Bashforth methods. The name of Forest Ray Moulton became
associated with these methods because he realized that they could be used in
tandem with the Adams-Bashforth methods as a predictor-corrector pair.
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Metodi di Nystrom (1925)

Ponendo k =1, j=1in

P .
Ynii) 2 y(nmg) + b > BYD (i, y (xai).
i=0

otteniamo la famiglia di metodi di Nystrém (1925)

Upt1l = Up—1 + hz/g(l l)f Xn—i7 Un—i)v Up—j = Y(Xn—i)'
i=0

Un esempio & il metodo del punto medio up11 = up—1 + 2hf,.

m Un metodo molto noto in questa famiglia é quello di Milne

Upt1 = Up—1 + (h/3) (fa—1 + 4fa + foi1)

ottenuto ponendo in (18) i parametri k =0, j = 2, p = 2 e sostituendo n con
n+1,

m Esistono altre grandi famiglie di metodi LMM, come i metodi BDF (cf. [6,
p-437]), utili in problemi stiff.
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Consistenza

Definizione (Errori di troncamento, [2], p.112)

Si risolva un problema dl Cauchy (1) ne/ compatto [xo, b] con il metodo LMM

Upt1 = Zajun_J—i-h Z bif (Xn—j, Un—j), ug = y(xk)
j=-—1

con y soluzione di (1), xx = xo + kh, k=0,...,N, b— h< xy < b, e sia

1
T"(h) o= ; . y Xn+1 Zaj.y Xn—j + h Z b f(Xn j7y(Xn j)))
Jj=0 j=-—1

m La quantita 7,(h) chiama errore locale di troncamento del metodo.

m La quantita 7(h) = max,—q,... |7n(h)|, assunto che sia stato commesso errore
nullo nei passi iniziali, si chiama errore globale di troncamento del metodo.

m Un metodo per cui 7(h) tende a 0, quando h — 0 si dice consistente.

m Se 7(h) = O(h¥) allora il metodo ha ordine di consistenza "k”.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_methods_for_ordinary_differential_equations#Convergence

Analisi convergenza: consistenza

La consistenza rende conto di come la soluzione y del problema di
Cauchy verifichi lo schema discreto del metodo linear multistep

p p
Uni1 =) ajun—j+h Y bif (xnj, tn-y).
j=0 j=—1

Osserviamo inoltre che per metodi espliciti la quantita detta
residuo

y(Xnt1) Zajy Xn—j +hz bif(xn—j, y(Xn—j)))
j=-1

non & altro che I'errore dello schema numerico, qualora si supponga
Un—j =y(xn—j), j=0,....p
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Consistenza Eulero esplicito

Teorema (Errore locale di troncamento di Eulero esplicito)

Sia 'y € C?([a, b]) I'unica soluzione del problema di Cauchy (1) in [a, b] e
siano x, = a+ kh, b — h < xy < b. Allora I'errore locale di troncamento
di Eulero esplicito risulta

per qualche & € (xk,xk+1), k€0,...,N—1.

Nota.
Sey € C?(a,b), allora per M = max,ca 5 ly” (x)]
1"

(ﬁk)h‘ < Mh

7(h) = maxN\Tk(h)| L e 5

n=u,..., n=u,...,

ovvero il metodo di Eulero esplicito € consistente.
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Consistenza Eulero esplicito

Dimostrazione.

Osserviamo che se y € C?([a, b]), dalla formula di Taylor
V") (1 — %)

y(xkt1) = y(xx) + ¥ (k) (k1 — xk) + >
per qualche £ € (Xp, X11) ovvero da h = xi1 — Xk, ¥'(xk) = F(xk, y(X))
1(£Vh2
y(xer1) = y(x) = - Fxe y(xe)) = - (g)

Di conseguenza,

n(h) = 1 O0n) — y0) — sk, ()
_LYMER (e
T h o2 2 (20)
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Consistenza Eulero implicito

Teorema (Errore locale di troncamento di Eulero implicito)

Sia 'y € C?([a, b]) I'unica soluzione del problema di Cauchy (1) in [a, b] e
siano x, = a+ kh, b — h < xy < b. Allora I'errore locale di troncamento
di Eulero implicito risulta

per qualche £ € (xk, Xk+1), k=0,...,N —1.

Sey € C?(a,b), allora per M = max,ca 5 ly” (x)]

—y"(&k)h

(h) :

= max |m(h)]= max
n=0,...,N k=0,...,N—1

)

ovvero il metodo di Eulero implicito é consistente.
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Consistenza Eulero implicito

Dimostrazione.

Osserviamo che se y € C?([a, b)), dalla formula di Taylor

y(x) = y (1) + ¥ (1) Ok — Xar1) + yn(gk)(x’;_ X+1)”

per qualche & € (xk, Xk+1) ovvero da h = xx41 — Xk,
Y () = (%, y (x))
y// 5 I h2
Y(Xi1) = y (%) = - F(Xier1, ¥y (xuq1)) = _%

Di conseguenza,

rlh) = 7 (rsen) — y(%) — Af(xe,y ()
- 2 _y"fk)hz =2l (22)
A
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Consistenza LMM

Teorema ([6, p.437])

Un metodo linear multistep

m & consistente se e solo se

P P P
Zaj:L —Zjaj+zbj:17
j=0 Jj=0

j=—1

m sey € C9 per g > 1, ha ordine di consistenza q se e solo se &
consistente e

P

P
DN a+id (=) Th=1i=2,..,q.

j=0 j=-1
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Consistenza LMM

m |l metodo di Eulero Esplicito ha parametriap =1, b-.1 =0e by =1,
p = 0 ed é immediato vedere che vale formula relativa alla consistenza di
ordine 1.

m /| metodo di Eulero Implicito ha parametri ap =1, b_.1 =1 e by =0,
p = 0 ed é immediato vedere che vale formula relativa alla consistenza di
ordine 1.

m /| metodo di Crank-Nicolson ha parametri ap =1, b1 =1/2, by = 1/2,
p =0, ed é immediato vedere che vale formula relativa alla consistenza di
ordine 1. Inoltre per i = 2 si ha

S(=i)ai+2> (=) h=...=2b,=1

=0 j=-1

e quindi se y € C3([a, b]) ha consistenza di ordine 2.
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Stabilita di un metodo LMM

Definizione (Zero stabile, [9, p.332])

Si consideri un metodo numerico LMM a p passi per la soluzione di problemi di
Cauchy (1) nell intervallo [a, b]. Siano xx = a+ khy con hy = (b — a)/N,
k=0,...,N. Tale metodo si dice zero-stabile se qualsiasi siano le sequenze
{u,(f"v 1, {vﬁh’v )} che sono state generate dal metodo con dati iniziali

(hn) (hn) | (hn) (hn) lsiaine

rispettivamente uy ™', ..., U, T, Vo U, e, VY

‘max |u,(<hrv) _ V[EhN)| <K hn) Vs(hlv)|)

(
5=0,...,N :0,..?,),(;—1(|us

per hy < h*, con K indipendente da hy.

m Questo concetto di stabilita viene detto zero-stabilita, in quanto
determinato esclusivamente dallo studio relativo al problema (1) con
f(x,y) =0 (cf. [7, p.440]).

m In queste note ci interesseremo alla convergenza e consistenza di metodi
LMM, ma esistono definizioni che permettono I'analisi di altri metodi pitd
generali.
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Stabilita di un metodo LMM

In generale risulta tedioso studiare caso per caso la stabilita dei
LMM

P P
Upy1 = Z ajup—j + h Z bjf(X,,_j, Un—j)
Jj=0 j=-1

Risulta pit semplice studiare la cosidetta root-condition che & un
concetto equivalente.

In particolare questa ¢ verificata se e solo se il polinomio
caratteristico

P
o) = 27 =Y et
k=0

ha tutte le radici nel disco B(0,1) C C e quelle in 9B(0, 1) hanno
molteplicita 1.
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Stabilita di un metodo LMM

Esempio

Nel caso di

m Eulero esplicito: upy1 = u, + hf,,
m Eulero implicito: up+1 = up + hfyi,

m Crank-Nicolson: uns1 = up+ 2(for1 + ),

abbiamo

Unt1 = Zajun_J +h Z bif (Xn—j, Un—j)

Jj=—1
conag =1, p=0, da cui

1
p(z) = 2" — E azk=z-1

che ha quale unica soluzione z* = 1 che ovviamente é in 9B(0,1) e ha

molteplicita 1. Quindi tali metodi sono zero-stabili.
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Convergenza di un metodo LMM

Definizione (

Supponiamo di analizzare il problema di Cauchy nell’intervallo compatto
= [Xo, Xﬁn]' Siano xs = xg + shy, con Nhy = Xsin — Xo,

m y") = {y(x)}keo....n la soluzione esatta di un fissato problema di
Cauchy,

m ") = {u}k—o....n dove uy & I'approssimazione di y(xy) fornita nei
punti xx da un metodo numerico a p + 1 passi.

Un metodo Linear Multistep a p + 1 passi si dice convergente se

o oo oo g h h o
qualora i passi iniziali u(() "’), e u,(, ) sono tali che

n(hy) = max [y — u"™)| - 0 per hy — 0

0<k<p

si ha che
[y ") — u)|| o — 0 per hy — 0.

Qualora n(hy) < Cih9 si ha |ly"™) — (™) < Gh?, con Ci, G, indipendenti
da h, allora il metodo si dice convergente con ordine q.
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Analisi convergenza

Importante.

Un teorema dovuto a Lax e Richtmyer (1956), mostra che un
metodo é convergente se e solo se consistente e stabile.
Di conseguenza, se vengono verificate

m /e condizioni di consistenza

m /a root condition,

un metodo é convergente.

Corollario

I metodi di Eulero esplicito ed Eulero implicito sono convergenti.
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Esempio: Convergenza di Eulero esplicito

Figura: Si consideri il problema di Cauchy y’(x) = y(x) in [0, 1] con dato iniziale
y(0) = 1, avente soluzione y(x) = exp(x) e si applichi il metodo di Eulero Esplicito
Unt+1 = Un + hif(Xn, un) per approssimare la soluzione nei punti x, = nhy,
n=0,..., Nk ove hy = 1/Ny, con dato iniziale up = 1 + hy per i valori N; =8,

N, =16, N3 = 32, Ny = 64, N5 = 128. Nel grafico in figura sono illustrati gli errori
rispetto alla soluzione esatta, e il metodo sembra essere convergente.
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Esempio: un metodo consistente ma non stabile

Metodo non convergente, ma consistente (Dahiquist, 1956)

Figura: Si consideri il problema di Cauchy y’(x) = y(x) in [0,1] con dato iniziale
y(0) = 1, avente soluzione y(x) = exp(x) e si applichi il metodo consistente

Upt2 = —4Upy1 + 5un + he(4F (Xnt1, Unt1) + 2f (Xn, un)) per approssimare la soluzione
nei punti x, = nhx, n=20,..., Nx ove hy = 1/Ny, con dato iniziale up = 1,

up = exp(hy) per i valori Ny = 2k=1.10. Nel grafico in figura sono illustrati gli errori
rispetto alla soluzione esatta. Gli esperimenti mostrano che il metodo, suggerito quale
esempio da Dahlquist nel 1956 in [4, p.37], non sembra convergere (anzi, al crescere di

N diverge maggiormente).
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Convergenza di un metodo LMM

Teorema (Convergenza LMM (cf.[2, p.116]), facoltativo)

Sia upt1 = ZJ’.’:O ajup—j+ hY2_ | bif(xp—j, up—;j) e si supponga

si debba studiare il problema di Cauchy (1) in [xo, Xfj,], che
f: [Xo,Xﬁn] X R — R sia continua e L-lipschitziana, rispetto la seconda variabile
e che la soluzione y € C(l)([Xo,Xﬁn]),

i dati iniziali siano calcolati in modo che

n(h) = max ly(xi) — uijl| = 0, per h — 0;
i=0,...,p

il metodo sia consistente;

320, j=0,...,p;

il passo di discretizzazione h sia tale che h < h* = 1/(2c), dove
c=LY" | |bj| eL é&la costante di Lipschitz di f.

Allora il metodo LMM converge ed inoltre esistono C;, Co positive tali che per ogni n

ly(xn) — un| < Gin(h) + Go7(h).

Se y € Clmt1)([xo, Xfinl), il metodo ha ordine di consistenza m e gli errori iniziali
soddisfano n(h) = O(h™) allora il metodo & di ordine m.
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Convergenza di un metodo LMM

Nelle ipotesi del teorema precedente, per ricavare la convergenza chiedavamo:

m | dati iniziali siano calcolati in modo che

i) = e lbs) —ay| =0, i

m il metodo sia consistente;

ma>0, j=0,...,p;

m il passo di discretizzazione h sia tale che h < 1/(2c), dove c = L Zj‘.’:71 |bj| e L

& la costante di Lipschitz di f.

1. Se prendiamo un metodo di Adams-Bashforth o Adams-Moulton di quelli esposti,
sono tutti consistenti con ordine p + 1. Inoltre ag = 1,a;1 =0,...,a, =0. Di

conseguenza, essendo gli zeri del polinomio caratteristico zPT' — 1 = 0 uguali alle
radici p + 1-esime primitive dell’unita, tutti i metodi esposti sono convergenti.

2. Se la soluzione & p + 2 volte derivabile con continuita, il metodo ha ordine di
consistenza p + 1 e gli errori iniziali soddisfano n(h) = O(h™) allora il metodo é di
ordine p + 1.
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Convergenza di un metodo LMM

|
In particolare, nelle ipotesi richieste,

m il metodo di Eulero esplicito, avendo ordine di consistenza 1, &
convergente con ordine di convergenza 1;

m il metodo di Eulero implicito, avendo ordine di consistenza 1, &
convergente con ordine di convergenza 1;

m il metodo di Crank-Nicolson, avendo ordine di consistenza 2, &
convergente con ordine di convergenza 2.
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Regione di assoluta stabilita

Nell’ambito delle equazioni differenziali ordinarie, esistono vari
criteri di stabilitd. Un classico problema & quello di vedere se un
metodo & assolutamente stabile (spesso A-stabile).

Definito il problema di Cauchy

e w

per un certo A € C con R(A) < 0, visto che I'unica soluzione &
y(x) = exp (Ax) si cerca di definire il passo h cosicche il metodo
numerico per la soluzione del problema di Cauchy (1) abbia lo
stesso comportamento asintotico di exp (Ax).

La regione di assoluta stabilita & composta dagli h\, per cui il
metodo numerico con passo h é tale da avere lo stesso
comportamento asintotico del problema di Cauchy (23) relativo al
parametro A (con R(\) < 0).
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A-stabilita. Una nota.

Nota. (Dahlquist, 1979)

I didn't like all these strong, perfect, absolute, generalized, super,
hyper, complete and so on in mathematical definitions, | wanted
something neutral; and having been impressed by David Young's
property A, | chose the term A-stable.
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Regione di assoluta stabilita

Stabilire la stabilita per il problema di Cauchy

Y'(x) = Fx,y(x), x>0 -
y(x0) = yo
e in generale complicato. Se invece consideriamo
/
Y'(x) = Ay(x) +&(x), x=0
L6 (29)

la questione é pill semplice.
Ricordiamo che la soluzione di (25) é

o) = e (P / “exp (A(x — £))g(t)dt

(cf. [1, p.369]).
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Regione di assoluta stabilita

____________________________________________________________________________|]
Sia y la soluzione di

"(x) = Ay(x) + g(x), x>0
{ i(o) = yoy ¢ (26)
e Ye quella di
'(x) = Ay(x) + g(x), x>0
{ YO —yore 27

Posto z. = y. — y, da (26), (27),

{ zl(x) = Aze(x), x>0
y(0) =€

la cui soluzione é z. = € - exp (Ax).

Di solito nelle applicazioni ci si interessa al caso A < 0 o complesso con parte
reale negativa. In questi casi zz — 0 per n — oo e quindi I'effetto delle
perturbazioni si annulla per valori grandi di x.

Si desidera che il metodo numerico goda delle stesse proprieta e la risposta la si
ha nuovamente dallo studio della regione di stabilita.

(28)
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Regione di assoluta stabilita

Ricordiamo a tal proposito che dalla formula di Eulero, se
z=a+ib=R(z)+ iI(z) allora

exp (z) = exp(a) - (cos (b) + isin (b)).

Quindi, visto che per qualsiasi b si ha che |cos(b) + isin(b)| =1,
se R(A) <0
lexp (Ax)] = |exp(R(Ax))(cos (I(Ax)) + isin (S(Ax)))|
lexp(R(Ax))]|| cos (F(Ax)) + isin (I(Ax))|
= |exp (R(Ax))| — 0, per x — oo.
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Problema stiff

Definizione (Problema stiff (Curtiss-Hirschfelder, 1952))

Un problema di Cauchy

(e

si dice stiff, quando R(\) < 0 (cioé R(\) é molto grande in valore
assoluto).
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Regione di assoluta stabilita: Eulero esplicito

Nel caso del metodo di Eulero esplicito,
Up = Up—1+ hf(xp—1,un—1) = (1 + hA\)up—1, up = 1.
Visto che
up = (1+h\)up_1 = (1+hN) U0 = ... = (1+hN)"up = (1+hN)",

necessariamente

Lup = (1+h\)"

e quindi
up — 0seesolose |1+ hA <1

il che significa che la regione di assoluta stabilitd consiste del disco
aperto del piano complesso di centro —1 e raggio 1.
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Regione di assoluta stabilita: Eulero esplicito

Di conseguenza,

m fissato A, il metodo risulta stabile se e solo se si sceglie un
passo sufficientemente piccolo;

m se A € R7, allora bisognera scegliere un passo minore di
h* = 2/|Al.

m nel caso di problemi stiff, cioe con R(A\) < 0, si deve scegliere
un passo h molto piccolo affinche la soluzione di Eulero
esplicito tenda a 0.
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Regione di assoluta stabilita: Eulero esplicito

-3

. . . . . .
-4 -3 -2 -1 [ 1 2

Figura: In magenta: regione di assoluta stabilita di Eulero esplicito: disco
unitario centrato in (—1,0).
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Regione di assoluta stabilita: Eulero implicito

Nel caso del metodo di Eulero implicito,
Up = Up—1 + hf(Xn, up) = Up—1 + hAup, up = 1.

Portando a primo membro hAu,, dividendo i membri per 1 — hA

U = Un—1
T 1—hN
da cui postoC:ﬁ,
1 n
up=Cup1=C%upo=...=Cug=C" = (1_ h)\>
ovvero
1
:Cn’ p—
i C C=1Tm
e quindi
1
un%OseesoIosem<1.
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Regione di assoluta stabilita: Eulero implicito

Essendo R(\) < 0, si vede facilmente che |1 | < 1 per qualsiasi
h. Infatti, hA = a—+ ib con a < 0, cio & vero se e solo se

1
m<1<:>1<|1—h)\’: (1—3)2+b2

ovvero, elevando ai quadrati entrambi i membri, se e solo se
1< (1—a)?+b?

ovviamente verificata in quanto a < 0, a, b € R. La regione di ass.
stabilita & tutto il semipiano negativo R(h\) < 0.

Questa proprieta suggerisce di applicare Eulero implicito invece di Eulero
esplicito per risolvere numericamente un problema di Cauchy di tipo stiff.

Alvise Sommariva Equazioni differenziali ordinarie 49/ 76



Regione di assoluta stabilita: Eulero implicito

Figura: In magenta: regione di assoluta stabilita di Eulero implicito,
semipiano negativo R(hA) < 0.
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Regione di assoluta stabilita: Crank-Nicolson

Nel caso del metodo di Crank-Nicolson, da f(x,y) = Ay

up = up—1+ (h/2)(f(xn, un) + f(Xn—1, Un—1))
= uUp—1+ (h/2)N(up + up—1), up =1 (30)
Quindi, A A
(1 - ?)\)Un = Up—1+ %Unfl
cioe
2 — h\ 2+ hA
> Un = 5 Un—1

e di conseguenza
2+ hA

Un = 5yt
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Regione di assoluta stabilita: Crank-Nicolson

Posto C = % essendo u, = Cu,_1, otteniamo come in precedenza

Up = Cup_1 = C?up_p=...= C"up = C" e quindi
(24 A\
=2
da cui
u—>05eeso|ose|2+h)\|<1
" 2—h\ 7
Da R(\) <0, [Z2| < 1 per h > 0. Infatti, se hA = a+ib, a <0
2+ hX |2+ (a+ib)]  [(2+a)+ib] (2+a)2+b2<1
2—hX  [2—(a+ib)| [2—a)+ib] /(2—a)+ b2

in quanto (2 + a)? < (2 — a)?, qualora a < 0.
Ne segue che la regione di assoluta stabilita & tutto il semipiano negativo
R(hN) < 0.
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Regione di assoluta stabilita di Crank-Nicolson

Figura: In magenta: regione di assoluta stabilita di Crank-Nicolson,
semipiano negativo R(hA) < 0.
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A-stabilita e Barriere LMM

Definizione
Un metodo numerico é detto A-stabile se la sua regione di stabilita
assoluta contiene tutto il semipiano negativo.

Valgono le seguenti barriere di stabilita (Dahlquist, 1963)

Teorema
Nessun metodo LMM esplicito & A-stabile.

Teorema

Nessun metodo LMM implicito di ordine maggiore di 2 é A-stabile.
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Runge-Kutta

Sia h = (Xfi, — x0)/Nh, Xn = xo +nh, n =0,..., Np, e supponiamo che y
sufficientemente regolare sia la soluzione del problema di Cauchy (1)
nell'intervallo [xo, Xf;,], ed f continua e L-lipschitziana rispetto la
seconda variabile.

Consideriamo un metodo numerico, che diremo di Runge-Kutta, che
definisca una sequenza u, t.c.

y(Xn+1) = Upy1 = Up + hF(Xm Up, h)
con
F(x,yih) = nf(x,y) +v2f(x + ah,y + Bhf(x,y)).
Determiniamo i parametri 71, ¥2, «, 3 cosi da ottenere un metodo del
second’ordine ciog

7(h) = max(|7,(h)]) = O(h?)

dove

Xn _Un —
Tn(h) = %? Upt1 = Yn+ hF(men; h)

Alvise Sommariva Equazioni differenziali ordinarie 55/ 76


https://it.wikipedia.org/wiki/Metodi_di_Runge-Kutta

Runge-Kutta

Per ottenere questo risultato usiamo la formula di Taylor bivariata, ovvero se
g:Q CR? =R ediclasse C?, Q aperto contenente (Xo,¥o), (Xo + h, Vo + k),

- T = T _ — —\T — —\T -2 =2
g(x0 + h,¥o + k) = g(x0,¥,) + &.(X0,¥0)h + &, (X0, ¥o)k + O(h™ + k°).
Denotate con £/, fy’ le derivate parziali rispetto al primo e secondo argomento di f,
abbiamo per Xo = xn, Yo = ¥n, h=ah, k= Bhf(xn, yn),

f(xn + cth, yn + Bhf (xn, yn)) = f(xn, yn) + ahfy(xn, yn) + Bhfy/(xm yn)f(xn, ¥n) + O(h2)

e quindi
F(xn,ynih)  := mf(xn,yn) +72f (xn + ah, yn + Bhf(xn, yn))
= nf(xn,yn) +72(F(xn, yn) + ahfy (xn, yn) + BhE) (Xn, yn)f (xa, yn))
+  O(H?). (31)
da cui
Unt1 = Yo+ hF(Xn, yn; ) = yn + h(71f (Xn, yn) + v2(f (Xn, yn)

+

ahf;:(x,,, ¥n) + /Bhf;(xmyn)f(xmyn))) + O(ha)
Yo+ h(v1 + 72)f (xn, yn) + h272(04f;</(xn7)/n) + Bf;,'(x,,, ¥n)f(xn, ¥n)))
o(h*)
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Runge-Kutta

Facilmente, dalla formula di Taylor, se y & sufficientemente regolare,

Yorr = v+ hyW(xa) + (B /2)y® (xa) + O(h®)
Yo+ b (xn, yn) + (b /2)(F (xa, yn) + £ (X, yn) f (Xn, ya)) + O(h)

Quindi affinche y,11 — Tny1 = O(h®), per confronto con

Unyt = Yo+ h(71 +92)F (Xn, yn) + W 72(f (Xn, Ya) + BE (Xn, Ya) F (Xn, ¥n)))
+ O(h)
basta richiedere
Mm+tr=1
Yoo =1/2,
’\,’2‘3 = 1/2.
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Runge-Kutta

Vediamo alcuni metodi in cui

’71+72 =1, na=1/2, = 1/2-‘

Metodo di Heun (a = 1), (scoperto nel 1900):

h
Upy1 = Up + E(f(xna Un) + f(Xn + h,u, + hf(X,,, un)))'

Metodo di Eulero modificato (v = 1/2):

h h
Upt1 = Up + hf(x, + 5 up + 51‘()(,,7 up))-
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Runge-Kutta

La scelta particolare di un maggior numero di vincoli permette, con
qualche fatica, di calcolare un metodo di ordine 4 (scoperto da
Kutta nel 1901). Posto

h+2h+2(B+1

Upy1 = Un+ h-

6
ove
i = f(xn un)
h h-f
f2 = f(Xn+§,Un+T1)
h h
i = f(Xn+§aun+§f2)
fa = f(xn+hu,+h-f) (32)

si ottiene un metodo del quart'ordine.
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Parte facoltativa

Gli argomenti che seguono sono facoltativi. Servono a dare una
immagine piu completa sul tema dell’analisi numerica per la
risoluzione di problemi di Cauchy.
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Convergenza Eulero esplicito, caso Lipschitziano

Di seguito intendiamo mostrare, sotto opportune ipotesi e senza usare i teoremi
precedenti, la convergenza del metodo di Eulero esplicito.

Consideriamo il metodo di Eulero esplicito, con x, = xo + nh per un prefissato
passo h = (xg, — x0)/N. Sia y € C*([x0, xgi,]) soluzione di (1), e

Hn - y(xn—l) + h- f(Xﬂ,17y(Xn71))7

Up = Up—1+ h- f(Xn,17 unfl).
Osserviamo che

m la prima sequenza ot = {Tn}, ha il generico T, ottenuto applicando il
metodo di Eulero esplicito partendo dal valore assunto dalla soluzione y
in ogni Xp_1,

m la seconda sequenza ut" = {un}, ha il generico u, ottenuto applicando il
metodo di Eulero esplicito partendo dal valore assunto u,—1, che a priori
non coincide con y(xp—1).
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Convergenza Eulero esplicito, caso Lipschitziano

Sketch della dimostrazione: Basta mostrare che
len] < (14 (1+hL)4 ...+ (1+hL)"hAr(h) + (1 + AL)"|eo
(1+ AL)" < exp(L(xfin — x0));
1+ (1+hL)+ ...+ (1 + hL)r—t < oobm=o)),

Infatti ne consegue che

exp(L(xfin —

len| < L XO))T(/’) + exp(L(xtin — x0))|eol-

Da y € C*([x0, Xg]), POSto M := maxee sy s ¥ ()| € (0, +00), per quanto
visto sulla consistenza di Eulero Esplicito in (21)

7(h) = max |ra(h)| < Mh/2.
Di conseguenza maxn(|en|) — O per h — 0, perché il secondo membro &

indipendente da n, infinitesimo per h — 0 visto che 7(h) < Mh?/2 e |e| — 0
per h — 0.

Alvise Sommariva Equazioni differenziali ordinarie 62/ 76



Convergenza Eulero esplicito, caso Lipschitziano

Punto 1. Se f & L-Lipschitziana (rispetto al secondo argomento) allora

[£(x, 1) = £(x, y2)| < Liya — yal.
Mostriamo per prima cosa che da e, := y(xn) — un,

[ — ual < (1+ hL)lesa]. |

Infatti da

Tn = y(xn—1) + h- f(Xn—1,¥(xn=1)), Un = tp—1+ h- F(Xa—1, Un—1)
ricaviamo dalla L-lipschitzianita

Un—tn| = |(y(xo-1) + h- f(xa—-1,y(xn-1))) = (tn-1 + h - F(Xn-1, Un-1))|
|(y(Xn-1) = un—1) + h - (f(xn-1, y (Xn-1)) = F(Xn-1, Un-1))|

|y (xn—1) = un—1| + hlf (xa—1, y (Xn-1)) — f(Xn—1, Un—1))|
ly(Xn-1) = tn—1| 4+ hL|y(xn—1) — tn—1]

(1 + hL)|y(xa—1) = tun—1] = (1 + hL)|en—1]. (33)

IAIA
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Convergenza Eulero esplicito, caso Lipschitziano

Da
B ey = y(xn) — un = (y(xn) — Un) + (Un — un),
= [y() = Tl = hlra(B)| < hr(h),
m U, — un| < (14 hL)|en—1]

si deduce

lenl = [(y(xn) =Tn)+(@n = un)| < |y(xa) =Un|+[Un—un| < h7(h)+(1+hL)€n1|

e quindi
lea] < h7(h)+ (14 hL)|en—1]
< hr(h) + (1 + AL)(h7(h) + (1 + hL)|en—2|)
= (14 (14 hL)hr(h) + (1 + hL)’|es—| < ...
< A+ @+hL)+ ...+ (2 +AL)"HYAr(h) + (1 + AL)"|eo]
e cioe

len| < (14 (14 AL) + ...+ (1 + hL)" " hr(h) 4 (1 4 hL)"|eo].
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Convergenza Eulero esplicito, caso Lipschitziano

Punto 2. Notiamo che per v > 0
1 ’yk oo 7
Zﬂng—exp(v (34)
k=0 k=0
e quindi (14 7)" < (exp(y))" = exp(ny) implica che per v = hL, essendo
nh = x, — xo,
‘ (1+ hL)" < exp(nhL) = exp (L(xn — x0)) < exp (L(xfin — x0)) ‘
Punto 3. Ricordando che
1— Sk+1)
1 s
+s+...+s 1—9
posto s = 1 + hL deduciamo che
—(1+hL)" (14 AL)"—
1+(1+hL)+...+(1+hL = =
A Fh) A+ (1AL 1 (1+ hL) m
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Convergenza Eulero esplicito, caso Lipschitziano

Da
m 14+ (1+h)+.. .+ A +h)" = 11:<(11++th2)" = (rh)-1

m (1+ hL)" < exp(L(xfin — x0)),

concludiamo che

(14+hL)"—1 _ exp(L(xin—x0)) —1

14+ (1+hL)+...+(1+h)"" = i < i
exp (L(xfin — x0))
S (35)

Quindi, per quanto detto in precedenza, il metodo di Eulero esplicito &

convergente. A
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Convergenza Eulero implicito, caso Lipschitziano

Sia h = (X, — x0)/Nn, xo = x0 +nh, n=0, ..., Nj, e supponiamo che y sia la
soluzione del problema di Cauchy (1) nell'intervallo [xo, x¢;,], ed f continua e
L-lipschitziana rispetto la seconda variabile, con L > 0.

Consideriamo il metodo di Eulero implicito
Un = Up—1 + hf(tn, up), to = %0

con u, che si desidera approssimi y, := y(x»). Di seguito richiederemo

2
yecC ([X07Xfin])'
Dalla definizione di errore locale di troncamento, posto

up = Yn—1+ hf(tmy")
abbiamo
Yn — Un = h1p(h)

con Ta(h) = —hy"(£n)/2, &n € [x0, X5;,]. Di conseguenza, visto che il teorema
di Weierstrass esiste M finito tale che M = MaXye g x ] ly” (x)],

necessariamente
T(h) := max |7a(h)| < Mh/2.
n=0,...,Nj,
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Convergenza Eulero implicito, caso Lipschitziano

Per prima cosa notiamo che per la disuguaglianza triangolare, posto
€n = Yn — Up

lenl = lyn = tnl = |(yo — Tn) + (Tn — tn)| < yn — Tn| + [T — ]
hlTa(h)| + [Tn — un| < h7(h) + [Tnh — ual. (36)

IN

Dalla lipschitzianita (rispetto la seconda variabile)

[Tn — un] = |ya—1+ hf(tn, ¥n) — tn—1 — hf (tn, un)|
|Yn—1 — tn—1+ hf(tn, yn) — hf(ta, us)]
|¥n—1 — tn—1| + h|f(tn,yn) — f(tn, un)]
Yot = tnoal + hLIYs = o] = len-s| + hllesl.  (37)

INIA

Quindi, per h < h* = 1/L abbiamo 0 < 1 — hL < 1 e quindi posto
~v:=1/(1 — hL) > 1, da (36), portando hL|e,| a primo membro e dividendo
ambo i membri per 1 — hL, ricaviamo con facili conti

|en| < h7(h) + [en—1] + hL|en| < |en| < vh7(h) +|en-].
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Convergenza Eulero implicito, caso Lipschitziano

Di conseguenza, da |es| < vh7(h) + v|en—1] si ha

len| < vh7(h) + vlen—1]
< yhr(h) 4+ y(vhr(h) +vlen—2|) = vhr(h)(1 +7) + 7*|en—2|

n—1
o S ahT(h) > AR+ el
k=0

IN

(38)

Osserviamo che da (1 + x)¥ < exp(kx), ¥ —1 = hL/(1 — hL) > 0, nh = x, — xo,

~1

' = (1+(v—1))" <exp(n(y — 1)) = exp(nhL/(1 — hL))
= exp((xn —x0)L/(1 — hL)) < exp((Xﬂn — x0)L/(1 — hL)), (39)
per cui, vistocheda 0 < y—1

i Svk _ "1 , A1 1 1-hL (Xfin — X0)L
= v—1 y—1"1-—hL hL 1-ht
(Xfin — x0)L
L 40
n P ( 1—hL (40)
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Convergenza Eulero implicito, caso Lipschitziano

Quindi da
m |en| < yh(h) Z"ié <+ 4"eol,
(xg; —x0)L
m YRG0 < g exp (%)
m "< eXP((Xﬁn —xo)L/(1 — hL)),

ricaviamo per n =0,..., Ny

leal < vhT(h) DA+ el

< hr(h) hlL_ exp (W) +exp (W) el
= ( s +|e°|) (%) (41)

Visto che per h — 0, abbiamo che 7(h) — 0 e g — 0, e che I'ultimo membro di (41)
non dipende da n, deduciamo per il teorema del confronto che

lim max len] =0,
h—0n=0,...,Ny

ossia il metodo di Eulero implicito & convergente.
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Facoltativo: Analisi convergenza Eulero esplicito, caso
dissipativo

Se f non & L-Lipschitziana ma & L-dissipativa, cioeé
of
—L<——(§) <0, £€Q:=(x0,xin) xR
dy
abbiamo da
B U= }/(anl) +h- f(anl,)/(anl)),
B Uy, =Up_1+h- f(Xn—17 un—l)y
(o1, 1) = F(xa-1, ¥ (3n-1)) + () (Un1 — y(x0-1)),
che per qualche £ € (xp—1,x,) X RC Q

Up—Un = (Un-1+h- f(Xo1,n-1)) = (Y(Xo—1) + h - F(Xo—1, y(xn-1)))
= (U1 =y00-1)) + h- (F(xo-1, un-1) = F(Xn-1, y (xo-1)))
= (= y002) + HE (€)1 — ylxe1))

of

= (@ hg (8) - (U1 = y(a-1)).
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Facoltativo: Analisi convergenza Eulero esplicito, caso
dissipativo

Da
=8 = (14 DGO (s~ yOsra)) (42)

abbiamo che se 0 < h < 2/L (non restrittivo per mostrare la conv.
visto che si studia il comportamento per h — 0) allora da

of
of
“l=1-2L/L<1-hL<1+hs (6 <1
Y
e quindi |1 + hg—;(f)\ < 1 da cui
.
o il = [ B (O] a1~ yxr-0)
< ’Un—l _y(Xn—l)‘ = ‘enfl‘- (43)
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Facoltativo: Analisi convergenza Eulero esplicito, caso
dissipativo

Da
m e, = y(xn) — un,
m |y(x) — Tl < hr(h),
u ‘Hn - Un| < ‘en—1|y
m |ey| < hr(h) + [T, — up| < hr(h) + |eq—1]
ricaviamo, essendo h7(h) >0, eg =0, n < N, Nh = x5, — X0

len—1| < h7(h) + |en—1]
hr(h) + (hr(h) + |en—2])
2h7(h) + |en—2|
2h7(h) + (hr(h) + |en—3])
3h7(h) + |en—3| <.

(h) + |eo| = "hT(h)

[Un — up

VARVAN

IA

IN

nht

e () = (i — o) () < Coin M0,
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Predictor-corrector

In generale un metodo LMM implicito ha proprieta di stabilita
migliori rispetto ad un LMM esplicito e questo ne suggerisce
I'utilizzo.

Purtroppo ad ogni iterazione bisogna risolvere una equazione
nonlineare.

Un approccio comunemente utilizzato € quello del
predictor-corrector. Consiste nell'utilizzare il metodo di punto fisso
con una certa scelta del punto iniziale.

Nel caso di un metodo di Adams implicito (detto corrector), si
utilizza ad esempio un metodo di Adams esplicito (detto predictor).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Predictor–corrector_method

Esempio Predictor-corrector

Consideriamo i seguenti metodi di Adams (porremo f; = f(x;, u;)).
. h
Predictor: uj11 = uj + 5(3f,- —fi_1)

h
Corrector: wuj41 = uj + E(fi-',-l +£;).

Posto f,-(") = f(x;, u,(”)) abbiamo

h
Pl =P+ 5660 — 1)

0 0
E: D) = fxien )

h
G = SED )

B ) = e u))
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