POLINOMI ORTOGONALI *

A. SOMMARIVAT
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dellelemento di miglior approssimazione in spazi euclidei. Condizionamento di una matrice. Polinomi.

Conoscenze ottenute. Problema ai minimi quadrati (nel continuo). Funzione peso. Soluzione
analitica del problema ai minimi quadrati (rispetto una funzione peso). Matrice di Hilbert. Pro-
blema ai minimi quadrati (nel continuo) e polinomi ortogonali. Proprieta delle radici dei polinomi
ortogonali.

1. Il problema ai minimi quadrati. Cominciamo la nostra analisi dalla defi-
nizione di spazio di Hilbert.

DEFINIZIONE 1.1 (Spazio di Hilbert). Uno spazio di Hilbert é uno spazio euclideo
che é
e completo,
e separabile,
o infinito dimensionale (cf. [6, p.155]).

NotA. 1.1. Al variare del testo la definizione di spazio di Hilbert puo essere
leggermente diversa, ad esempio uno spazio di Hilbert é uno spazio euclideo completo

(cf- [2]).

EsEMPIO 1.1. Consideriamo lo spazio normato delle funzioni reali misurabili (cf.
[6, p.284]) quadrato integrabili (L*(a,b),|| - ||2) dove (a,b) & un intervallo della retta
reale, non necessariamente limitato (cf. [6, p.386], ricordando [6, p.308]), e

b
l9l = (9.9), (F.9)2 = [ (@) gla)do.
a
Si dimostra (non facile!) che questo spazio euclideo é un esempio di spazio di
Hilbert (cf. [6, p.388]).

ESEMPIO 1.2. Pit in generale se w : (a,b) — R & una funzione misurabile positiva
allora lo spazio (L2 (a,b),| - ||2.w) definito come

b
L2 (a,b) = { f misurabili t.c. / |f(2)]?w(z) der < oo

a

e uno spazio di Hilbert dotato del prodotto scalare

b
(. 9)200 = / f(z) - g(x) w(z) de
(cf. [2, p.25]).

DEFINIZIONE 1.2 (Funzione peso). Supponiamo sia w : (a,b) — R una funzione
tale che
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o wé nonnegativa con (a,b) non necessariamente limitato,

. f |x|” x) dr < +oo per tutti gli n € N;
) f g(z)w(z)dx = 0 per qualche funzione continua e non negativa g implica
g= O in (a b).

Una tal w st dice funzione peso.

ESEMPIO 1.3. Le funzioni peso pit, comuni sono (cf. [1, p.206])

w(z) =1 con x € [-1,1] (peso di Legendre);
\/1177 con x € (—1,1) (peso di Chebyshev));
=1 —22)7W2 conx e (=1,1), v > (=1/2) (peso di Gegenbauer));
=(1- ) -(14+2)% conz € (-1,1), a > —1, B > —1 (peso di Jacobi));
ex
=ex

xp (— ) con x € (0,+00) (peso di Laguerre));
xp (—22) con x € (—o0,+00) (peso di Hermite);
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TEOREMA 1.1. Lo spazio vettoriale L2 (a,b) contiene lo spazio dei polinomi P,
di grado n (con n € N arbitrario).

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se p,(z) = >}, apz® allora per la disuguaglianza
triangolare e il fatto che per ogni & si ha

l*|2., = / j2]?* w(a) dr < +oo

necessariamente

[Pnll2w =

n
<Y lawll#" 2w < +oo,
k=0

2w
e quindi p, € L2 (a,b). O
NoTA. 1.2. Si osservi che se "a” e "b” sono finiti, dal teorema di Weierstrass
[0 = max |z|" < 400
z€la,b

ricordando che w > 0,

b
/ |z|™ w dx<||a:"||oo/ w(z) dz

b
/ w(z) dr < +00

automaticamente, per tutti gli n € N,

da cui se

b
|z|" w(z) dx < 4o0.

a

PROBLEMA. 1.1. Fissats
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o feLi([a]),

e neN,
il problema ai minimi quadrati (nel continuo) consiste nel determinare il polinomio
pr di grado n tale che sia minima la quantita (cf. [1, p.204-207])

b
I1f = pnll2,w = / If () — pn(2)]? w(z) de.

Essendo L2 ([a,b]) uno spazio euclideo, e (¢x)x=o.....n» una base di P,, abbiamo visto

che la soluzione del problema

.....

- f* = min —
1= Pl =i 7= gl

e fr= Z;L:O 7v; ¢; dove i coefficienti v} verificano le cosidette equazioni normali

n

> (65 08)2wi = (b5, F2w, §=0,...,n.

k=0

La soluzione e caratterizzata dalla proprieta di ortogonalita cioe che f*— f & ortogonale
a tutti gli ¢x, con k =1,...,n, ovvero

(.fa ¢k)2,w = (f*a¢k)2,w; k= 07' -

DEFINIZIONE 1.3 (Polinomi ortogonali). Una tal famiglia triangolare di polinoms
{Px}th=0,...n (cioé tale che deg(¢pr) = k) si dice ortogonale rispetto alla funzione peso
w nell’intervallo di riferimento se e solo se

(his &j)2,w = €i 05 5

con
® 0;; il delta di Kronecker,
©ec¢;>0,7,j=0,...,n.

Si puo dimostrare
e usando la procedura di Gram-Schmidt che una tal famiglia triangolare di
polinomi esiste e con la stessa procedura costruirla direttamente;
e inoltre ¢ immediato osservare che ogni polinomio di grado n si puo scrivere
univocamente come combinazione lineare di ¢g, ..., ¢,.
Di conseguenza se p, = ZZ:O ax®r, allora per la bilinearita del prodotto scalare

(., ')Z,w

(an—&—lapn)Q,w = (¢n+17 Z ak‘¢k)2,’w = Z ak((bn—i-lv ¢k)2,w = 0.
k=0

k=0
Inoltre (cf. [4, p.978], [1, p.213])

TEOREMA 1.2 (Zeri di polinomi ortogonali). Sia {¢x}r=0,....n una famiglia trian-
golare di polinomi ortogonali in (a,b) rispetto ad una funzione peso "w”. Allora gli
zeri del polinomio ortogonale ¢,


https://it.wikipedia.org/wiki/Polinomi_ortogonali

® sono esattamente n,
e hanno molteplicita 1,
e appartengono all’intervallo aperto (a,b).

DIMOSTRAZIONE. 1.1. Siano x1,...,x, (con m < n) tutti e soli gli zeri di ¢y,
interni ad (a,b) con molteplicita rispettivamente o, . . ., Q.
Di consequenza, per qualche numero a, abbiamo

m

Pn (1) = an <H($ - ffk)‘“) r(x)

k=1
avendo supposto [[j—,(x — x)* =1 se non ci sono zeri interni ad (a,b).

1l polinomio T per costruzione non ha zeri in (a,b) e quindi non si annulla mai
ed essendo una funzione continua ha segno costante.
Da x1, ..., nodi in (a,b) € Tmi1,...,2n € C\(a,d) e

dn(z) = an (H(x — xk)o"“> r(x)

k=1

st evince che

N

r(z) = H (x — z)

k=m+1

ha segno costante in (a,b). Infatti
e se x € R\(a,b) allora x —x; con j € {m+1,...,N} ha banalmente segno

costante in (a,b);
o sex; = s+ it cont # 0, allora pure il coniugio ¢ uno zero di ¢,, diciamo

Zj11 = s — it e quindi offrono il contributo

(@ — a)) (@ — 2y01) = (@ — (s +iD))(@ — (s — it) = & — 52 — (s + 12)

che avendo discriminante A < 0, ha segno costante in (a,b).
Consideriamo il polinomio

q(z) = (H(w - xk)mOdz(ak)> .

k=1

e Se uno zero di ¢, ha molteplicita dispari ma maggiore di 1 o uno almeno ha
molteplicita pari o esiste uno zero complesso non in (a,b), é facile osservare
che il grado di ¢ € minore di n.

e Qualsiasi sia un numero naturale, ay + moda(ay) € un numero pari.

Poiche

=

dn(x)q(z) = ay, ( (x — wk)ak+mod2(ak)> r(2)

k

1
4



e ha segno costante e grado almeno n,
e non coincide col polinomio nullo,
abbiamo una contraddizione in quanto se per assurdo q € P, 4

b

0=(¢n,q) = [ on(2)q(z)w(z)ds

a

b m m
= / (an H(z - :ck)o‘kr(x)> H(aj - :Ek)mOdQ(o‘k) w(z) dx

k=1 k=1
b m
= / an, (H(m - xk)a"‘"‘m()da(a’“)) r(z)g(z) w(x) dr # 0.
e k=1

NoTa. 1.3.
Potrebbe venire il dubbio su perché qualche zero non possa essere "a” o 7b”.

Nella dimostrazione avrebbe quale unico effetto che r si annulla in "a” o "b”,
rimanendo di segno costante in (a,b).
La conclusione é che il polinomio ortogonale p,, han radici distinte e semplict, interne

ad (a,b).

TEOREMA 1.3 (Ricorsione a 3 termini). Sia {¢i =0, .. n una famiglia triangolare
di polinoms ortogonali in [a,b] rispetto ad una funzione peso w. Allora per n > 1

n+1(z) = an(z — Bp)dn(z) — Yndn-1(x)

dove, detto ay, il coefficiente di grado massimo di ¢y, si ha

o Gp41
Q= - (1.1)
_ (:C(bna(bn)lw
P . (1.2)
- an(x¢nflv¢n)2,w (13)

(¢n—17 ¢n—1)2,w

NotA. 1.4. Notiamo che
e scelti i polinomi ortogonali ¢g e ¢1, la procedura determina la famiglia trian-
golare di polinomi ortogonali di grado superiore, non appena sono disponibili
1 coefficienti o, Br, V-
o Se ¢, ¢ tale che (¢, dr)= 0 per k = 0,...,n — 1 allora per T # 0 pure
an = T¢, € tale che

(q;nﬂ(bk) = (T¢n7¢k) = T((b'nm(bk) = 07 k= 07 e, — 1
e quindi potrebbe essere considerato quale polinomio ortogonale di grado n.

NoTA. 1.5. In pratica spesso si sceglie
® oy = 1:



e i polinomi ¢o(z) =1, ¢1(z) =z — f; zw(z)dz/ f;w(:r)d:c
cosiccheé i polinomi ortogonali siano monici cioé con coefficiente di grado massimo
uguale a 1.

In molti altri casi, come nelle routines Matlab di W. Gautschi, si pone
i p*l(m) = 0;
e po(z) =1,
e quindi si applica la formula ricorsiva con ax =1 per k > 0.
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