Alcuni esperimenti in Matlab relativi alla teoria degli errori
(corso di Ingegneria dell’Energia) !
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Abstract

Stabilita del calcolo delle radici di secondo grado. Calcolo di 7. Una successione ricorrente. Algoritmo di Horner.

Ultima revisione: 22 aprile 2020

1. Stabilita : radici secondo grado

Dato 22 + 2px — ¢, con \/p2 + ¢ > 0 eseguiamo un pri-
mo algoritmo Matlab che valuta la radice positiva mediante la

formula
y=-p+Vp*tgq )]
Osserviamo che
* +/p? + g > 0 implica radici reali.

 La valutazione diretta ¢ potenzialmente instabile per p >
q a causa della sottrazione tra p e v/p? + ¢ (fenomeno
della cancellazione).

Valutiamo radice con un secondo algoritmo stabile via raziona-
lizzazione di (1):

b+ VT
(—p+ VPP +9(p+Vp*+9)
(p+vVp?+9q)

9
(p+vp*+q)

1.1. Un primo algoritmo

y =

(@)

Salviamo il seguente codice in radicesecgrado.m.

1.2. Un secondo algoritmo

Di seguito, sullo stesso file scriviamo il secondo algoritmo,
come descritto in (2),

% ALGORITMO 2
s=p"2;

u=sqrt (t);
else
fprintf ('\n \t [RADICI COMPLESSE]');
end
v=p+u;
tl=q/v;

e infine, stampiamo risultati ed errori relativi.

p=1000; g=0.018000000081; s01=0.9%10" (-5);

% ALGORITMO 1
s=p~2;

fprintf ('\n \t [RADICI COMPLESSE]');

% Soluzione fornita dal primo algoritmo.
fprintf ('\n \t [ALG.1]: %$10.19f',sl);

% Soluzione fornita dal secondo algoritmo.
fprintf('\n \t [ALG.2]: %10.19f',tl);

if length(sol) > 0 & (sol # 0)
$ Errore relativo del primo algoritmo.

rerrl =abs(sl-sol)/abs (sol);

% Errore relativo del secondo algoritmo.

rerr2=abs (tl-sol) /abs (sol);

% Stampa risultati.

fprintf ('\n \t [REL.ERR.ALG.1]: %2.2e',rerrl);

fprintf ('\n \t [REL.ERR.ALG.2]: %2.2e',rerr2);

end

fprintf('\n \n');

1.3. Test

Come previsto, il secondo algoritmo si comporta notevol-
mente meglio del primo, che compie un errore relativo dell’or-
dine di circa 10~?. Infatti:

>> radicesecgrado
[ALG.1]: 0.0000001000007614493
[ALG.2]: 0.0000001000000000000




[REL.ERR.ALG.1]: 7.61le-06
[REL.ERR.ALG.2]: 1.32e-16
>>

Seppure ’errore relativo sembri piccolo, ¢ significativo e
non & dovuto al problema ma esclusivamente all’algoritmo uti-
lizzato.

2. Calcolo di 7

Eseguiamo un codice Matlab che valuti le successioni {uy, },
{zn}, definite rispettivamente come

S1 = 1, S9 = 1 + i

— _ 1
Uy = 1, Ug = 1+ 1
Sn41 = Sn + Gy

Un41 = \/6 Sn+1

zZ1 = 1, Z9 = 2
3
zn+1:2n*%\/1ﬂ/1f417n-zg ©)

che teoricamente convergono a .

Implementiamo poi una terza successione, diciamo {y,},
che si ottiene razionalizzando (3), cio¢ moltiplicando numera-
tore e denominatore di

Zng1 = 2”—%\/1 —/1—4=n 2

per

\/1+ 1—4t-m. 22

e calcoliamo U, Zm € Ym per m = 2,3, ...,40 (che teorica-
mente dovrebbero approssimare 7).

Infine disegniamo in un unico grafico I’andamento dell’errore
relativo di u,, 2, € y, rispetto a m aiutandoci con I’help di
Matlab relativo al comando semilogy.

2.1. La prima successione

Di seguito scriviamo un’implementazione di quanto richie-
sto commentando i risultati. Si salvi in un file pigreco.mil
codice

2.2. La seconda successione

Sempre sullo stesso file, scriviamo il codice relativo alla
seconda successione,

$ METODO 2.

format long

z(1)=1;

z(2)=2;

for n=2:40
c=(4"(1-n)) * (z(n))"2; inner_sqgrt=sqrt (l-c);
z(n+l)=(2"(n-0.5)) *xsqgrt ( l-inner_sqrt );

end

rel_err_z=abs (z-pi) /pi;

fprintf ('\n');

2.3. La terza successione

Di seguito, implementiamo la terza successione

% METODO 3

y(1)=1;

y(2)=2;

for n=2:40
num= (2" (1/2)) % abs(y(n));
c=(4"(1-n)) » (z(n))"2;
inner_sqrt=sqgrt (1-c);
den=sqrt ( l+inner_sqgrt );
y (n+1) =num/den;

end

rel_err_y=abs (y-pi) /pi;

e infine i relativi grafici

% SEMILOGY PLOT.
semilogy(l:length(u), rel _err u,'k."', ...
l:length(z),rel_err_z, 'mt+',...

l:length(y),rel_err_y, 'ro');

% SEQUENZE CONVERGENTI "PI GRECO".

% METODO 1.

s(1)=1; u(l)=1;

s(2)=1.25; u(2)=s(2);

for n=2:40
s(n+l)=s(n)+ (n+l) "~ (-2);
u(n+l)=sgrt (6xs (n+l));

end

rel_err_u=abs (u-pi)/pi;

fprintf('\n');

Per concludere si digiti nella command window pigreco.
Nella figura descriviamo i risultati.
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Figura 1: Grafico che illustra le 3 successioni, rappresentate rispettivamente da
., +teo.




2.4. Discussione risultati.

* La prima successione converge molto lentamente a 7, la
seconda diverge mentre la terza converge velocemente a
.

* Per alcuni valori {z,} e {y,} coincidono per alcune ite-
razioni per poi rispettivamente divergere e convergere a
m. Tutto cid € naturale poiche le due sequenze sono ana-
liticamente (ma non numericamente) equivalenti.

 Dal grafico dell’errore relativo, la terza successione, dopo
aver raggiunto errori relativi prossimi alla precisione di
macchina, si assesta ad un errore relativo di circa 10~ 1°
(dovuti alla precisione di macchina).

2.5. Una successione ricorrente

Consideriamo la successione {1,,} definita da

1
I, = 6_1/ z" e dx
0

e n=20: 1 :e’lfol e“dr=e et —1)=1-e}

“

* integrando per parti

1
et <x”+1 e b —(n+ 1)/ x" e’ dz)
0
1—(n+1)I,.

I
In particolare [y =1 —I,, =1 — (1 —e" 1) = e~ L.
I, > 0, decrescente e si prova che I,, — 0 come 1/n.
Sinotiche se I,41 =1 — (n+ 1) I, allora
Iy =(1—=1In41)/(n+1)
equindi I,,_1 = (1 — I,)/n.
Calcoliamo [, pern =1,...,99:

¢ mediante la successione in avanti

-1
si1=e =1
5
{an:l—(n—l—l)snmlnH )
conn=1,...,99;

* mediante la successione all’indietro

t1000 = 0
tho1 = (1 — tn)/n ~ Infl.
conn = 1000,999,...,2.

Scriviamo il codice in un file succricorrente.m.

% cancelliamo variabili e funzioni precedentemente
definite.
clear all;
% successione "s_n".
s(l)=exp(-1); % valore che approssima $I_1$
for n=1:99
$ valore che approssima $I_{n+1}$
s(n+l)=1-(n+1l) *s (n);
end

% successione
M=1000;
t=zeros (1,M); %
for n=M:-1:2
$ valore che approssima $I_{n-1}$
t(n-1)=(1-t(n))/n;
end

"eonw,

inizializzazione "t" come vettore riga.

% plot semilogaritmico

@llitp

semilogy (l:length(s),abs(s), 'k-",...
l:length(s),abs(t(l:1length(s))), 'm-");

legend('s', 't")

Quindi digitiamo sulla shell di Matlab/Octave
succricorrente

Otteniamo il grafico in figura, che mostra come la prima suc-
cessione non converge a 0 per una cattiva propagazione de-
gli errori, mentre la seconda, quella all’indietro fornisce buoni
risultati.
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Figura 2: Grafico che illustra i valori assoluti assunti dalla successione in avanti
(in nero) e all’indietro (in rosa magenta).

2.6. Commento

Osserviamo per prima cosa che exp(—1) non & un nume-
ro macchina e quindi verra approssimato, compiendo un certo
errore assoluto € < exp(—1) - eps =~ 8.2e — 17 (ricordare la
definizione di precisione di macchina).



La successione in avanti amplifica gli errori. Infatti se

jz ZZIi +e€

In+1 =1- (TL+].)In

allora
I, = 1-2L1=1-2(I1 +e)=L—2-1-¢
73 = 1—372:1—3(124-26)213—3-2-1~€
Iy = 1—4I3=1-4(I3+3¢)=1,—-4-3-2-1-¢

e in generale B
I,=IL+(-1)"nl €
OVVero

I, —I,| =n!-¢

con il termine n! - € che tende velocemente a 400 al crescere di
n.
La successione all’indietro invece smorza gli errori. Infatti,
se
I,=1,+c¢

I,.1=(01-1,)/n
allora si vede con qualche conto che

In1,1 ——e/rn
m—2 = Imo—€/((m—1)-m)

k
Imk = Imx—¢/][(m—s)
s=0

ovvero si compie un errore assoluto
k
T = I =€/ [J(m = 5)
s=0

con il termine €/ H’;:O(m — s) che tende velocemente a 0 al
crescere di k.
Si tenga conto che relativamente all’esperimento

T1000 =~ 9.980049850517696e — 04

e quindi nell’approssimarlo con ¢100p = 0 si compie un’errore
assoluto di circa 9e — 04.
Di conseguenza

9e — 04/1000 = 9e — 07,

€/(999 - 1000) ~ 9e — 10,

[Tog7 — Iog7| €/(998 - 999 - 1000) ~ 9e — 13,
[Toos — Toos| =~ €/(997-998 - 999 - 1000) ~ 9e — 16,

[Togy — Ioge| =~

Q

[Toos — I99s]

Q

e quindi gia Iggg € calcolato con estrema accuratezza.

2.7. L’algoritmo di Horner
Ci poniamo il problema di valutare il polinomio

plx)=ap+ar-z+...+a, " 6)

in un punto z.
Osserviamo che

p(x)=ao+z- (a1 +z-(aa+...+2-(ap_1+7-0a,))) (7)

Supponiamo sia a = (ayg, . . ., a, ) il vettore di dimensione
n + 1 delle componenti del polinomio. Possiamo valutare il
polinomio tramite i seguenti due algoritmi, il primo che valu-
ta direttamente il polinomio secondo quanto descritto in (6), il
secondo che effettua la stessa operazione come descritto in (7)
calcolando dapprima s1 = ay—1 4T Gy, POi S3 = Ap_o+T- 51
e cosl via.

Di seguito salviamo nella function algoritmo_horner
il codice

clear all;

% il polinomio 1+2x+3x"2+4x"3 e' codificato con [1 2 3 ...
4].

a=[1 2 3 4];

x=pi;

yl=algoritmol (a, x);

y2=algoritmo2 (a, x) ;

fprintf ('\n \t algoritmo 1: %1.15e',yl);
fprintf ('\n \t algoritmo 2: %1.15e',y2);

fprintf('\n \n');

Di seguito, sempre in algoritmo_horner scriviamo le
function algoritmol

function s=algoritmol (a, x)
xk=1; s=a(l);
for i=2:1length(a)
xk=xk+*x;
s=s+a (i) »xk;
end

e la function algoritmo?2

function s=algoritmo2 (a, x)
L=length(a);
s=a(L); % COMPONENTE a_n IMMAGAZZINATA IN a(n+l).
for i=L-1:-1:1
s=a (i) +x*s;

end

Matlab permette di scrivere all’interno di una function, nel
nostro caso algoritmo_horner altre functions utilizzato dal-
lo stesso, ovvero algoritmol, algoritmo2.

Nota. 2.1. Siosservi che questo non vale per uno script Matlab
che non sia una function.

Quindi lanciamo il codice algoritmo_horner per la va-
lutazione di p(z) = 1 +2-2+3-22 +4-23inz =7e
ricaviamo



>> algoritmo_horner
algoritmo 1: 1.609171052316469e+02
algoritmo 2: 1.609171052316469e+02
>>

La differenza sta nella complessita computazionale e non
nel risultato numerico. Il primo codice richiede 2n moltiplica-
zioni e n somme, mentre il secondo algoritmo n moltiplicazioni
e n somme.
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