NUMERI MACCHINA *

A. SOMMARIVA

Conoscenze richieste. Equazioni di secondo grado, successioni, formula di Taylauna e due variabili,
integrali di Riemann.

Conoscenze ottenuteln questa sezione analizziamo la rappresentazione flgadiimg di un numero. Di seguito
introduciamo il concetto di errore assoluto e relativo,disionamento, stabilita e complessita computazionate ¢
esempi in Matlab.

1. Numeri macchina e loro proprieta. Fissato un numero naturgle> 1 & possibile
vedere che ogni numero reate# 0 ha una unica rappresentazione del tipo

+oo
z=sign@)p* Y i, 0<d,0<dy <B-1ec
k=1

dove
1, y>0
sign(y) =<¢ -1, y<0
0, y=0.

e la funzione segno. La particolarita della sommator@eiamente tale che potrebbe
essere non rappresentabile esattamente dal calcolatesésteno infinitid;, > 0, in quanto
il calcolatore & capace di immagazzinare solo un numertofdiitali d;. A tal proposito,
definiamo il sottoinsiemé’(5,¢, L, U) di R, costituito da quei numegj che sond oppure
sono rappresentati condistema a virgola mobile normalizzata o floating point ndizaato
da

t
y = sign(y) - (0.ds ... d,) 3" = signly) - 5° S %, dy>0,0<d < f -1

k=1

conf > 1 numero naturale dettbaset numero prefissato di cifre dnantissae I'esponente
interoe € Z tale cheL < e < U. Ogni elemento dF'(53,t, L, U) e dettonumero macchina
La parolanormalizzatasottolinea chel; > 0. Si puo provare chg‘;:l dp3~% < 1 e quindi
e = floor(1l + logg(z)).

Vediamo un esempio. Supponiamo di voler vederé(eappartiene &(10, 6, —6, 8).
Essendo I'esponente correto= floor(1l + log,,(100)) = 3, si vede subito ché00 =
103 - 0.1 = 10% - (0.100000)5°.

La base utilizzata dalla maggior parte dei computer attudli= 2, ma fino a non molti
anni fa alcuni calcolatori usavano ancora la base 10 come I'HP-15C & 1980) 0 3 = 16
nel caso dell'lBM 30334 1977) .

Di ogni numero macchina si immagazzinano una cifra per iheetg cifre della man-
tissa e le cifre dell'esponente. Ognuna di queste cifretiad. Ogni numero & registrato
in vettore dettgparoladi un certo numero di\/ bits. FissatoM per la precisioneingolg
nel caso di precisiondoppiaquesto € usualmente composto da 2 parol&/diits. Classici
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esempi sono per la precisione singdlé2, 24, —126, 128) in cui ogni numero macchina oc-
cupa 32 bit (o 4 byte essendo un byte pari a 8 bit) e per la dap@as3, —1022,1024) in
cui ogni numero macchina occugpé bit. Per capirlo, vediamo cosa serva immagazzinare in
precisione doppia. Essendo un numero non nullo di segho —1, basta un solo bit per il
segno. Delle 53 cifre della mantissa, solo 52 devono esaenelate (la prima per forza®
in virt della normalizzazione). Infine, per I'esponentista una trattazione particolare che
tiene conto anche di possibili problemi, servono 11 bit.

Osserviamo che per > t cont numero di cifre della mantissa, essengla> 1 un
numero naturale, allora

t t
£0°Y TP = £ dpet
k=1 k=1

€ un numero intero, essendo- £ > 0. Di conseguenza i numeri macchina pit grandi in
valore assoluto sono interi. Si vede facilmente che tuitth¢gri in valore assoluto inferiori o
ugualiag? - (1 — 87t) sono in particolare nell'insiemeg(3,t, L, U).

Linsieme dei numeri macchin&(3,t, L,U) ha un numero finito di elementi e si pud
dimostrare che la sua cardinalita &

208 -1 YU - L+1)+1.

Di conseguenza in singola precisione i numeri sono clt2@89 - 10° mentre in precisione
doppia sono circa.8438 - 1012, Sex & il numero reale

+oo
x =sign(z)(0.dy,...dy,...)3° = sign(@)p° Y " di7*, dy >0

k=1

allora con f(z) denotiamo

t—1
fl(x) = sign(@)(0.dy, . .., di—1,dy)3° = sign(a)3°(>_ dpB~" + dip ")

k=1

in cui se si effettua itroncamento
d_t = dt, di >0
mentre se viene effettuatalrotondamento

d_* dt, dt+1 < ﬂ/2
T de 1, di > B8/2

La scelta tra troncamento o arrotondamento € eseguitar gai sistema numerico utilizzato
dal calcolatore. Attualmente la scelta di arrotondaregitaiffusa.

Se I'esponente del numerar € minore diL si commette un’errore dinderflow men-
tre se & maggiore di/ si commette un’errore doverflow. Se invecee € [L,U], z =
43¢ ',:;"i dp3~" e per qualche* > t si had,- > 0 allora si commette un errore di
troncament® arrotondamenta seconda si effettui I'uno o I'altro.

Essendo un numero macchina del tipo

t
r =) dif"
k=1
2



cond; > 0e0 < d, < — 1 sivede subito che

t t
| =B dBF <pe> (B-1)87F
k=1

= k=1
t _ a—(t+1)
—F@-1)> =B -1) (L - 1)

51
(1 p0)
< -1 1>
<6(1 ) (- 1))
8—1
_ - < 5 (1.1)

In altri termini & minore di 1 la somma relativa alla margissio ", _, dy3~* < 1.
Poiché , dai calcoli eseguiti si vede ch&(1 — 37*) € un numero macchina, si deduce
che il massimo numero macchina rappresentabile &€ quindi

BY(1—p7h.

Si vede facilmente che il piu piccolo numero macchina (endunormalizzato!) positivo
rappresentabile 8“1,

Si dice precisione di macchinajuel numerd,, che rappresenta la distanza trad |l
successivo numero in virgola mobile. Calcoliamo tale valoNecessariamente il numero
successivo d ha per mantissd; = 0,...,d;—; = 0,d; = 1 e esponente = 1 (perche
derivada {.1)?) e quindi & = 8! - 3" = ' ~*. Si sottolinea che la precisione di macchina
non coincide in generale con il piu piccolo numero rappnésale dal calcolatore. Piu in
generale la distanza tra= sign(z) ¢ 22:1 di3* e il floating point successivo & uguale a
sign(z)3¢~t e quindi i numeri floating point non sono equispaziati.

In Matlab ad esempio, il valore minimo in modulo &
Tomin = 2.225073858507201 - 107308
e il massimo
Tpmaz = 1.7976931348623158 - 107308
. Come anticipato, un numero piu piccoloadj,;,, produce un underflow. Di solito questa
situazione é trattata in modo particolare. Un numero pande diz,,, invece fornisce un
messaggio di overflow e di solito il numero & immagazzinatoelnf . Il numero macchina

pill prossimo a:,;, €

2.225073858507202 - 107308

1.797693134862315710 + 308

e di conseguenza i numeri macchina non sono equispaziati.
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1.1. Errorirelativi e assoluti. Fissato un vettore da approssimare
¥ =(a7,...,x)) € R"
si definisce
1. erroreassolutdrax e x* la quantita

[l — ™|

dove

lyll =

n
D v y= )i
=1

2. errorerelativotrax e z* # 0 la quantita

Si noti che sg|z*|| = 0, cioez* = 0 per la proprieta delle norme.[ p.481], allora non
ha senso la scrittura propria dell’errore relativo. Inoke il vettore ha un solo componente,
allora la normd| - || coincide con l'usuale valore assolyto|.

Sia

+oo
r =signz)B° Y diS7F #0, di>0
k=1
un numero reale e
t—1

fl(z) = sign(z)(0.dy, ..., dy—1,dy)3° = signx)8° (Y deB~F + de3™"), d1 >0

k=1

la sua approssimazione in virgola mobile.
L'errore relativo compiuto nell’approssimatecon fi(z), visto che|z| > |d;3°71| >
|31 | poichéd; > 0, verifica

o — fl(@)| _ |signx)5° 2,5 difF — (sign(@)5° (S5, di™" + dip™))|
e 5]

+oo
> dipF—dipt

k=t

—3- (1.2)

Nel caso si effettui il troncamento abbiamip = d; e quindi, essendg,; = '~ la
precisione di macchina

+oo
Z deBF —dip!

k=t

<B-(B-pTH=p""=¢tu

+oo
Z 3"

k=t+1

6. :ﬂ.

mentre se si effettua I'arrotondamento abbiamo dopo alcaindli che

lo — fl(x)] B Eu
W S 2 2
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Il minor errore relativo compiuto nell’approssimarecon fI(x) via arrotondamento,
suggerisce perche quest'ultimo sistema sia piu utitzz®a questo si deduce che i numeri
in virgola mobile non sono dunque un insieme denso, come isvBoe i numeri reali, bensi
un insieme discreto di valori sull'asse reale, in posizioom equispaziate.

2. Facoltativo: Rappresentazione IEEE 754 dei numeri al cablatore. La rappre-
sentazione numerica nei moderni calcolatori rispetta imege lo standard IEEE 754 che
andiamo brevemente a descrivere.

Si intende pebit una cifra nel sistema (usualmente binario) usat@| 48], [, p. 47].

Nello standard IEEE 754, i numeri in virgola mobile a premi® singola sono memo-
rizzati in un vettore dettparoladi 32 bits, mentre quelli a precisione doppia occupano due
parole consecutive da 32 bits. Un numean nullo-normalizzatsi scrive come

x=(-1)%.2F-Blas (1 L F) (2.1)
doveS = 0 oppureS = 1 determina ilsegng E — Bias € I'esponenteui va sottratto il
valore del BIAS edF la mantissacon F' = ',:;"i ap27%, cona, = 0 oppurea;, = 1.

Evidentemente, in un calcolatore non si possono immagazzitm numero infinito diy, e
ci si limita ai cosidettihumeri macchina
= (-1)%.2F-Blas (1 L F) (2.2)

conE intero tale cheE| < 2V per un certo prefissatVp e F = Zivjl ar27F,
Alcuni esempi

Precisione| Ng | Nr | Bias
Singola 8 23 | 127
Doppia | 11 | 52 | 1023

Partiamo con un esempio semplice. Il numg&2aorrisponde in singola precisione a

[0] 10000010 | 10000000000000000000000]

Cerchiamo di comprenderne il significato:
1. 0 determina il segno. Poiche-1)° = 1 il segno &+.

2. 10000010 determina il valore della potenza2liEssendo il BIAS uguale a 127 e (si
legga da destra a sinistra#) = 10000010 = 0-2°+1-21 +0-2240-23+0-2% +

0-2540-264+1-27 =2+ 128 = 130, 'esponente valé30 — 127 = 3. Quindi
2E—Bias — 23 = 8.

3. F =10000000000000000000000 & la componente relativa alla mantissa. La quan-

tita , letta da sinistra a destra, riguarda la parte de@rfain (2.2). Quindi F =
1-2714+0-2724+...=0.5. Ora(l + F) silegge comé + F = 1.5.

In altre parole la rappresentazioneldi € esatta ed il numero & rappresentato come
12 =8-1.5.

Non convinti, proviamo un altro esempio, ad esempio 126 drésponde in singola
precisione a

[0]10000101 | 11111000000000000000000]



1. 0 determina il segno. Poiche-1)° = 1 il segno &+.

2. 10000101 determina il valore. Essendo il BIAS uguale a 127 e (si leggaektra
a sinistra!) £ = 10000101 = 1-2° +0-2' +1-224+0-2340-2*40-2° +
0-2041-27 =1+ 4+ 128 = 133, I'esponente valé33 — 127 = 6. Quindi
2F—Bias — 96 — 64, Viene da chiedersi perche introdurre il BIAS. La risposta
che rappresenta un alternativa all'introduzione di un biegino per I'esponente.

3. F = 11111000000000000000000 € la componente relativa alla mantissa. La quan-
tita , letta da sinistra a destra, riguarda la parte de@rhain (2.2). Quindi F' =
1270 +1.27241.273 412744127 ... = 0.5+ 0.25+0.125 + 0.0625 +
0.03125 = 0.96875. Ora (L + F') silegge comd + F' = 1.96875.

In altre parole la rappresentazioneldi6 € esatta ed il numero & rappresentato come
126 = 64 - 1.96875.
La distanza tra un numero in virgola mobite ed il successiva™, &

27NF . 2E7bia5.

Per convincersene, supponiamo che siano
g~ = (=1)S . 2B-Bias (1 4 p=) gt = (=1)5 . 9B Bies (1 4 p+),
Allora, essendd+ — F— = 2~ VF (pensarci su!) facilmente
|x+ 2| = oE—Bias | (F+ —F-)= 9—Nr . 9E—bias

La cardinalita dei numeri macchina in IEEE 754 € piuttosievata. Ad esempio, in
doppia precisione sono

264 ~ 1.844674407370955¢ + 019.

La precisione di macchinaioé quel numero che rappresenta la distanzaégil successivo
numero in virgola mobile. Per avere un’idea del suo ordingrdndezza, tale valokgs in
Matlab 7.6.0 vale

>> format long

>> eps

ans =
2.220446049250313e-16

>>

2.1. Facoltativo: Sueps, realmax ,realmin ,overflow e underflow in IEEE754. |
numeri nellarappresentazione floating-point stanno imtervallo limitato, quindilinfinitamente
piccoloe I'infinitamente grandaon sono rappresentabili come numeri in virgola mobile, nel
calcolatore. Quando si raggiunge un valore talmente piat@hon essere pi distinto dallo ze-
ro, si parla diunderflow mentre quando si eccede il massimo numero rappresentilpla
di overflow Il limite inferiore (che non si@lenormalizzat) & pari a2' ~%**s ed in Matlab &
espresso dalla variabitealmin . Il limite superiore & pari 25 ~2-bias. (1+(1- 2'Fb't5))
ed in Matlab € espresso dalla variabidalmax . Verifichiamolo.
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1. Dalla tabella, in precisione doppia, si ha ¢hes=1023 e quindi
2171028 = 971022 — 9 925073858507201¢ — 308

Se digitiamo nella shell di Matlab il comandealmin otteniamo proprio questo
valore.

2. Dalla tabella, in precisione doppia, si ha dfias= 1023, Np = 11, ed Np = 52.
Conseguentemente

realmax= 227 ~27bias . (1 4 (1 — 2NF))
— 92''-2-1023 (1+(1-— 2—52))
— 92''-2-1023 (2-2752) =

= 1.797693134862316e + 308

Per convincercene, digitiamo nella shell di Matlab/Octave

>> §=2711-1025;
>> m=2-2"(-52)
m =
2.0000
>> m=2-2"(-52);
>> t=(2°s) *m
t =
1.7977e+308
>> realmax
ans =
1.7977e+308
>> t-realmax
ans =
0
>>

Quindi digitandarealmax nella shell di Matlab otteniamo proprio questo valore.
Osserviamo che in realt@almin  non sembra essere il numero piu piccolo in valore
assoluto. Testiamolo sulla shell di Matlab.

>> help realmax

REALMAX Largest positive floating point number.
x = realmax is the largest floating point number representab le
on this computer. Anything larger overflows.

See also EPS, REALMIN.

Overloaded methods
help quantizer/realmax.m

>> a=realmax \cdot 2
a =

Inf
>> help realmin



REALMIN Smallest positive floating point number.
X = realmin is the smallest positive normalized floating poi
number on this computer. Anything smaller underflows or is
an |IEEE "denormal".

See also EPS, REALMAX.

Overloaded methods
help quantizer/realmin.m

>> realmin/(2°51) == 0

ans =
0
>> realmin/(2°52) == 0
ans =
0
>> realmin/(2°53) == 0
ans =
1
>>

Siccome in un costrutto logico il valofiecorrisponde d@rue |, si ricava che

realmiry (2°%) ~ 4.940656458412465e — 324

nt

€ ancora un numero macchina, ma che fa parte dei cosmetteri denormalizzatcf. [9],

p.49) e cioé del tipo
x=(=1)% . 2F=Bies (o ),
Per curiosita vediamo il codice Matlab che impleme@min

function xmin = realmin

%REALMIN Smallest positive floating point number.

%  x = realmin is the smallest positive normalized floating po
% number on this computer. Anything smaller underflows or is
% an |IEEE "denormal".

%

%  See also EPS, REALMAX.

% C. Moler, 7-26-91, 6-10-92.
%  Copyright 1984-2001 The MathWorks, Inc.
%  $Revision: 5.8 $ $Date: 2001/04/15 12:02:27 $

minexp = -1022;

% pow2(f,e) is f \cdot 2°e, computed by adding e to the exponen

Xxmin = pow2(1,minexp);
Per quanto concermmow2:

>> help pow2

(2.3)

int

t of f.



POW2 Base 2 power and scale floating point number.
X = POW2(Y) for each element of Y is 2 raised to the power Y.

X = POW2(F,E) for each element of the real array F and a integer
array E computes X = F . \cdot (2 .© E). The result is computed
quickly by simply adding E to the floating point exponent of E

This corresponds to the ANSI C function Idexp() and the IEEE
floating point standard function scalbn().

See also LOG2, REALMAX, REALMIN.

>>

3. Operazioni con i numeri macchina. Per quanto riguarda le operazioni aritmetiche
fondamentali si pud dimostrare che la somma, la divisiote raoltiplicazione producono
un errore relativo piccolo, mentre la sottrazione puo ammedurre un errore relativo grande
rispetto al risultato (cid avviene quando i due operandosmolto vicini tra di loro e si ha
dunque una perdita di cifre significative nel risultato).

Piu precisamente s fl) & il numero macchina cheorrisponde x, denotiamo con

z @y =fl(fl(z) + fl(y)) (3.2)
xzoy="f(fl(x) —fl(y)) (3.2)
z@y="ffl(x) - fl(y)) (3.3)
z@y="f(fl(z):fl(y)) (3.4)

e per® una delle operazioni precedentemente introdotte, cieg&na®, ©, ®, @ corrispon-
denti aop cioé unatrat+, —, -, :, posto

|z —fi(z)]

€ = ———— (3.5)
||
o _ lwopy) — @@oy)| 6)
z,y '
|z opyl
Per prima cosa osserviamo che alcune proprieta caréttbasli+, —, - e: non valgono

per i corrispettivi®, ©, ®, @. Infatti per la sommap e il prodotto® vale la proprieta
commutativa ma non vale quella associativa, e nemmenaceqgistributiva.

Vediamo alcuni esempi. Mostriamo come non valga la prapassociativa della somma.
Consideriama?'(10,4, —10, +10) con fl basato sul troncamento. Sia= 2000, b = 2.5,
c="17.8. Allora:

(a ®b) @ c=0.2002- 10" @ 0.7800 - 10" = 0.2009 - 10"
a® (b®c)=0.2000-10* & 0.1030 - 10 = 0.2010 - 10*
e quindi(a @ b) ® ¢ # a ® (b @ ¢). Per quanto riguarda la proprieta distributiva, in
F(10,4,—10,410), postia = 0.800000 - 10, b = 0.500009 - 10%, ¢ = 0.500008 - 10*
a® (bee)=0.800000-10°® 0.1-10~2 = 0.800000 - 10°
(a®b) 6 (a®c)=(0.800000- 10° ® b = 0.500009 - 10%) &
©(0.800000 - 10° ® b = 0.500008 - 10%) — overflow  (3.7)

(I'overflow & dovuto alla sequenza di operazioni da cong)ier
9



3.0.1. Errori nelle operazioni e loro propagazione.Consideriamo ora come si propa-
gano gli errori ind, &, ®, ©. Dopo qualche tedioso conto (ct,[p.78])

O < . 3.8
Ew,y—lx+y|€ +|:17—|—y|€y (3.8)
) o Y

Em,yg I_y|€$+|x_y|€y (39)
egy Sext ey (3.10)
e?,y <lex — €y (3.11)

il che mostra il pericolo di perdita di accuratezza nella s@re nella sottrazione qualora
rispettivamente: +y ~ 0 ex — y ~ 0 (fenomeno dcancellaziong Vediamone un esempio.
Consideriamo il sistem&'(10, 5, —5, +5) (con arrotondamento) e i due numeri

a =0.73415776, b= 0.73402350.
Naturalmente,
fl(a) = 0.73416,  fl(b) = 0.73402
e quindi
a—b=0.00013426, a©b=0.00014 = 10"2-0.14000
con un errore relativo pari a
|(a —b) — (a©b|)/|la —b|] = 4.3/100

cioé molto grande (oltre il 4 per cento!).

Proviamo di seguito il caso della somma e della moltiplioagi lasciando al lettore
quelli di sottrazione e divisione. Cang b si intende inferioreo uguale circa a.

Per quanto riguardo la somma, suppastt y # 0, x # 0,y # 0, e fl(fl(x) + fl(y)) =
fl(z) + fl(y) (cioé fl(x) + fl(y) numero macchina, richiesta non eccessiva), abbiamo

o _ ety —@ey)l| _ [@t+y)-ffiz) +1)| _ [(@—f(2)) + (y ~f(y))l

“y |z + y] lz 4y lz + 9
T z —fl(x —fl T
< lz| | €] S VI e €] iy et =L e, (3.12)
|z + y || |z + |y Tty Tty

Il caso in cui f(fl (x) + fl(y)) # fl(x) +fl(y) & pil complicato ma i risultati restano simili dal
punto di vista teorico.

Nel caso del prodotto, suppostit-y # 0, z # 0,y # 0, e fl(fl(z) - fl(y)) = fl(z) - fl(y)
(cioé fl(z) - fl(y) numero macchina), abbiamo

o _lry—zeyl  |e-y-Ali@) fily) |z-y—flz) Al
oY |z -y |z -yl |z -y

ey —afily) + - fily) —fiz) -fi(y)]

|z -y

<z =)+ fity) - (= — fi(z))

B |z -y

_ly —-ﬂ(y)l4_|ﬂ(y)-(ar—*ﬂ(w)ﬂ

lyl |z -y
R €y + €y (3.13)
10
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dove si ricorda che
fity) 1

oyl Jaf”

NoTA 3.1. Osserviamo che dalla formula di Taylor in due variabili, pmper brevia di
notazionef; = df/0x, f, = 0f/dy,

fle,y) ~ f(@9) + [ 9)(z =7) + (@ 9)(y —7) (3.14)
necessariamente, sey, f(x,y) # 0 allora postie, = |z —7|/|z|, ¢, = |y — 7|/|y| dli
errori relativi sui dati

f(z,9) = F@ D < 1fo@ D)llz —Fll2| @ D)y —Flly]

[fyl 7 @yl (2, 9)lyl

_ @Dl @D
[flyl 0 flmyl

Da (3.15, si possono ottenere risultati simili ai precedenti per®.

(3.15)

4. Valutazione di una funzione. Nel valutare una funzione continga: 2 C R — R
in un puntox €  bisogna tener conto di vari dettagli. Per prima cosa il dapmo essere
per varie ragioni affetto da errori, tipicamente di misurdi cappresentazione al calcolatore
e conseguentemente approssimato con un @erl2i conseguenza, spesso invece (i) si
valutaf(z). Ci si domanda se ci siano considerevoli differenze neltaadula funzione irx
invece che inc.

Una funzionef risulta difficile da valutare al calcolatore nel punte# 0 in cui f(x) # 0
qualora a piccoli errori (relativi) sui dati

|z — zcl/|x]
corrispondano grandi errori (relativi) sui risultati

[f (@) = fz)l/1f ()]

Di conseguenza e importante discutere la quantita

@)~ Fal/1f @)

|z — @el/|2|

K(f,z,2zc)

La sua valutazione in un puntosi dice bencondizionatae a piccole variazioni relative sui
dati corrispondono piccole variazioni sui risultatialcondizionatae cid non avviene. Se
f € derivabile con continuita nel piu piccolo intervalloaperto contenente ed z.., per il
teorema della media, essendo

f@) = flae) = /(&) - (x —xc), £€T,
equindidd f(z) — f(zc)|/|z — zc| = f'(€) = f'(x) ricaviamo facilmente che

- - f()]
K(f,z,z.) = K(f, ) : O
La quantitalC( f, z) si chiamacondizionamentdi f nel puntoz. Piu piccola risultdC( f, x)
e meno la funzione amplifica un piccolo errore sul datoNaturalmente la funzione pud
esserebencondizionatau un certo date; € Q) e malcondizionatau un certo altra, € Q.
Osserviamo che il condizionamento di una funzione non dip@all’algoritmo con cui viene
valutata, ma € inerente alla funzione stefsaal dataz.
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4.1. Esercizio sul condizionamentoDate le funzioni

filx)=1—+1—22

folx) =1—2

si calcoli analiticamente itondizionamento

_ |z fa(@)]
M) = T )

Utilizzando Matlab/Octave, si plottino in scala semildgaica i grafici difC(f1,-) e K(f2, )
nel set di puntic = —14+10-3), —14+2.10-3), ... 1-2-103),1—-10(3)_. Si pud dire
da questi dove la funzione € malcondizionata (cioé assaieei di condizionamentalti)?

5. Stabilita. Nella sezione precedente abbiamo analizzato il condim@mdo di una
funzione continugf in un puntoz del suo dominio. In particolare, abbiamo supposto che
f sia valutabile esattamente e quindi il bencondizionaméditende esclusivamente da
e dal datox e non dall'algoritmo utilizzato. Un algoritmo per la risalone di un certo
problema si dicestabilese amplificgpocogli errori di arrotondamento introdotti dalle singole
operazioni. |l problema non & necessariamente la vahazii una funzione continua in un
punto, ma puo essere la risoluzione di una equazione dndeagrado, il calcolo dir greco,
la valutazione di una successione, etc. Osserviamo irgsigael caso della valutazione in un
puntoz di una funzionef bencondizionata, si possono ottenere risultati non sefftemente
corretti se il problema e affrontato con un algoritmo ibdt&a

5.1. Consistenza, stabilé e convergenza.Vediamo i dettagli del concetto di stabilita
e li legheremo ad altre due proprieta, quellecdnsistenza convergenzcf.[9, p.39-41]).
Supponiamo di voler risolvere il problema

F(z,d) =0, (5.1)

e che questo sia ben posto, cioe a piccole variaziodgiadirrispondano piccole variazioni di
x. Nella precedente scrittura, la variahil@ fissata e si cercache risolva il problemad.1).

Un metodo numerico per la soluzione approssimaft@(di, d) costruisce una successio-
ne di problemi

Fo(zp,dy,) =0, n>1
dipendenti da:, col desiderio che sia
Ty — T, N — OO.

Se il datod € ammissibile pefF,, cioé ha senso risolver€, (z, d) = 0, si dice che il metodo
e consistentse perr soluzione del problem&(x, d) = 0 si ha

F.(z,d) = Fy(z,d) — F(z,d) - 0, n — oc.
Il metodo si dicefortemente consistenge in particolare

F.(z,d) = Fy(z,d) — F(z,d) =0, Vn.
12



Come detto in precedenza, un metodo e stabile (talvoltecsiten postpse per ogni
fissato esiste e sia unica la soluziangdel problemaF'(z,,, d,,) = 0 e chex,, dipenda con
continuita dai dati cioe

V>0, 3K, (n,dn) 2 ||6dnll <n = [[0zn]l < Kn(n, dn)|6dn]|-
Il proposito di un metodo & ovviamente di costruire, arao problemi numerici
Fn(xna dn) = Oa

una successione di, che si avvicini sempre piu a al crescere dh, cioe il metodo sia
convergenteln termini pit rigorosi, s&'(z(d),d) = 0 e F,,(x,(d + ddy),d + dd,) =0

Ve >0 Tng(e),Id(no,€) > 0:¥n > ng(e),V||dd,|| < d(no, €)
= ||z(d) — zn(d + dd,)|| < e. (5.2)

Il teorema di Lax-Richtmyer mostra come queste tre props&no interconnesse, cioé

TEOREMA 5.1. Per un metodo numerico consistente, la stahiéit equivalente alla
convergenza.

5.2. Esempio 1: Calcolo di una radice in una equazione di seedo grado. Vediamo
un esempio concreto in cui I'introdurre una sottrazioneepptalmente pericolosa conduce
effettivamente a problemi di instabilita della soluziaeome rimediare. Dato il polinomio
di secondo grade? + 2 pz — ¢, cony/p? + ¢ > 0 calcoliamo la radice

y=-p+Vp?+aq. (5-3)

Osserviamo che essencjb;_ﬁ + ¢ > 0 le radici

y=-pEVp?+gq (5.4)

dell’equazione sono reali. La soluzione descritta5r8) & la maggiore delle 2, ed & non
negativa se e solo s> 0. Consideriamo la funzione che fissate> 0, mappa un numero
realep in —p £+ /p? + ¢. Si 0sserva subito ché () € potenzialmente instabile pgr> g a
causa della sottrazione tpa \/p? + ¢. A tal proposito, dopo averlaimplementata in Matlab,
verificheremo numericamente la perdita di accuratezza pgortune scelte dei coefficienti
p e q. Ripetiamo poi lo stesso tipo di indagine con una formuleratitiva (e stabile) che si
ottiene razionalizzando la formula.@). In altri termini

o a VPPt VPP ) q 55
porvre (p+VP*+9) (p+VP*+9) 9

Ricordiamo ora che un problema si dibencondizionatfo malcondizionatpa seconda che
nel particolare contesto le perturbazioni sui dati non grilzino (o influenzino) eccessiva-
mente i risultati. Nel caso di un algoritmo, per indicare imile comportamento rispetto
alla propagazione degli errori dovute alle perturbaziandsiti, si parla dialgoritmo bencon-
dizionato(o algoritmo malcondizionajaanche se € piu usuale il termine di stabilifa p.
66].

Seguendod, p. 10], [2, p. 78], il problema (e non 'algoritmo!) bencondizionatper
q > 0 e malcondizionat@erq ~ —p?.
Usando dei classici ragionamenti dell’'analisi numericansstra che (cf. 10], p. 21, [3], p.
11)
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1. il primo algoritmo 6.4) non énumericamente stabitgialorap > ¢ > 0;

2. il secondo algoritmog.5) &€ numericamente stabitpaalorap > g > 0.
In[10, p.22], si suggerisce un test interessante per

p = 1000, ¢ = 0.018000000081
la cui soluzione esatta®9 - 10~°. Secondo], p. 11 & notevole I'esperimento in cui
p = 4.999999999995 1074, ¢ = 1072

avente soluzione esatta—". Si osservi che in entrambi i casi effettivements> ¢.
Passiamo ora all'implementazione e verifica numerica dstjakie tests, osservando che i
problemi relativi sono comunque ben condizionati.

Scriviamo un programmiadicesecgrado.m in Matlab che illustri i due algoritmi.

% p=4.999999999995 \cdot 107(+4); g=107(-2); sol=107(-7)
p=1000; g=0.018000000081; s0l=0.9 *10°(-5);

% ALGORITMO 1
s=p°2;
t=s+q;
if t >=0
u=sqrt(t);
else
fprintf(\n \t [RADICI COMPLESSE]");
end
sl=-p+u;

% ALGORITMO 2
s=p°2;
t=s+q;
if t >=0
u=sqrt(t);
else
fprintf("\n \t [RADICI COMPLESSE]);
end
v=p+u;
tl=qg/v;

fprintf(\n \t [ALG.1] [1]: %10.19f s1);

fprintf(\n \t [ALG.2] [1]: %210.19ft1);

if length(sol) > 0 & (sol "= 0)
relerrsl=abs(s1-sol)/abs(sol);
relerrtl=abs(t1-sol)/abs(sol);
fprintf('\n \t [REL.ERR.]J[ALG.1]: %2.2¢e’relerrsl);
fprintf(\n \t [REL.ERR.]J[ALG.2]: %2.2¢e’relerrtl);

end

Digitiamo quindi da shell Matlab/Octave il comandmlicesecgrado e otteniamo

>> radicesecgrado
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[ALG.1] [1]: 0.0000089999999772772
[ALG.2] [1]: 0.0000090000000000000
[REL.ERR.JJALG.1]: 2.52e-009
[REL.ERR.JJALG.2]: 0.00e+000

Come previsto, il secondo algoritmo si comporta notevok@ereglio del primo, che compie
un errore relativo dell’'ordine di circe)—?.

Esercizio veloce Testare il codiceadicesecgrado.m per 'esempio in cui

p=4.999999999995 \cdot 10°(+4); q=10"(-2); sol=10"(-7);

5.4. Esempio 2: Approssimazione numerica dir. Storicamente sono state scoperte
diverse successioni convergenti sempre piu rapidamentéch [18]). In questa sezione ci
interesseremo a 3 di queste mostrando sia come le veladi@gndergenza possano essere
diverse, sia come possano insorgere questioni di ingtapilip. 16].

Si implementino le successiofi, }, {z, }, definite rispettivamente come

81:1, 52:14—%
U1:1, U2:1+i

1
Snt1 = Sn + G2

Un+1 = / 6 Sn+1

zZ1 = 1, zZ9 = 2

Znal = 2”7%\/1 — /1 —4t-n.z2
che teoricamenteonvergono ar. Si implementi poi la successione, diciarfg, }, che si
ottienerazionalizzandgacioe moltiplicando numeratore e denominatore per

\/1+\/1—41*"-z721

e si calcolinou,,, 2., €y perm = 2,3, ...,40 (che teoricamente dovrebbero approssimare
).

Si disegni in un unico grafico 'andamento dell’'errore reladi u,,, z, ey, rispetto ar. A

tal proposito ci si aiuti con I’'help di Matlab relativo al camdosemilogy . | grafici devono
avere colori o patterns diversi.

Facoltativo: in un riguadro mettere un legame tra colore (e/o patternceessione, usando
il comando Matlalegend (aiutarsi con I'help). Ricordiamo che tale comando nontesis
in vecchie versioni di GNU Octave. Un esempio del suo utiliczOctave & (cf. ]

legend ("sin (xX)");

In seguito scriviamo un’implementazione di quanto ricltiemmentando i risultati. Si
salvi in un filepigreco.m il codice

% SEQUENZE CONVERGENTI "PI GRECO".
15



% METODO 1.

s(1)=1; u(1)=1,;
s(2)=1.25; u(2)=s(2);
for n=2:40
s(n+1)=s(n)+(n+1)"(-2);
u(n+l)=sqrt(6  *s(n+1));
fprintf('\n \t [SEQ.1][INDEX]: %3.0f, n);
fprintf( [REL.ERR]: %2.2e’, abs(u(n+1)-pi)/pi);
end
rel_err_u=abs(u-pi)/pi;

fprintf(\n’);

% METODO 2.

format long

z(1)=1;

z(2)=2;

for n=2:40
c=(4"(1-n)) * (z(n))"2; inner_sqrt=sqrt(1-c);
z(n+1)=(2°(n-0.5)) *sqrt( 1-inner_sqrt );
fprintf(\n \t [SEQ.2][N]: %3.0f, n);
fprintf( [REL.ERR]: %2.2e’, abs(z(n+1)-pi)/pi);

end

rel_err_z=abs(z-pi)/pi;

fprintf(\n’);

% METODO 3.

y(1)=1;

¥(2)=2;

for n=2:40
num=(27(1/2)) * abs(y(n));
c=(4"(1-n)) * (z(n)2;
inner_sqrt=sqrt(1-c);
den=sqrt( 1+inner_sqrt );
y(n+1)=num/den;
fprintf(\n \t [SEQ.3][N]: %3.0f,n);
fprintf( [REL.ERR]: %2.2e’, abs(y(n+1)-pi)/pi);

end

rel_err_y=abs(y-pi)/pi;

% SEMILOGY PLOT.

hold on;
semilogy(1:length(u),rel_err_u,’k.");
semilogy(1:length(z),rel_err_z,’m+’);
semilogy(1:length(y),rel_err_y,'ro’);
hold off;
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FIGURA 5.1. Grafico che illustra le 3 successioni, rappresentate rip@mente da , + eo.

. Non tutti i programmi sono functions. Alcuni sono semgiiente un codice che
viene interpretato da Matlab (il cosidettwogramma principaje Usiamo funzioni
solo quando vogliamo introdurre porzioni di codice che passtornare utili a pit
programmi principali, o che semplificano la loro lettura.

. Pili assegnazioni possono essere scritte in una stgssa Pier convincersene si
osservi la prima riga del filpigreco.m  dopo i commenti.

. Listruzione descritta dopfor n=2:40 non richiede I'incremento della variabile
n, in quanto cid & automatico.

4. Non serve it dopo I'end che chiude il cicldor .

5. Con un po’ ditecnicail cicléor ¢ sostituibile col un ciclavhile . In questo caso

perod bisogna incrementare la variabile

. Nel denominatore riguardante I'errore relativo scriviapi e nonabs(pi) in
quantor = |7|.

. Nel comanddprintf  , utilizziamo\n che manda a capo'¢ che esegue utab
(uno spazietto in avanti). Se non si scrive, Matlab scrivera di seguito I'output
sulla stessa riga, rendendo difficile la lettura dell’egrcelativo.

. Nel comanddprintf alcune parti vengono scritte come testo altre come contenu-
to di unavariabile. Consideriamo ad esempidjlintf nella prima successione:

fprintf(\n \t [SEQ.1][INDEX]: \%3.0f',n+1);
fprintf(\n \t [REL.ERR.]: \%2.2e \n’, relerru(n+1) );

Dopo essere andati a capo e spaziato a destra, Matlab sgrivesitor

{\tt {[SEQ.1]J[INDEX]: } }

17



e quindi valutan+1 che viene stampato care cifre decimali prima della virgola
in notazione decimale. Scrive poi sul monif®EL.ERR.]: , e accede allaella
di memoriadella variabilerelerrudi cui considera la componente+ 1-sima. Di
seguito stampa su monitor il suo valore adure cifre decimali prima della virgala
due cifre decimali dopo la virgola notazione esponenziale.

9. ll comandesemilogy ha come primo argomento I'ascissa (che in questo caso so-
no gli indici di iterazionel:41 ) e quale secondo argomento |'ordinagderru
Nel grafico (in scala logaritmica nelle ordinatg vengono disegnateifsima com-
ponente dell’ascissa eilsima componente delle ordinate per= 1, ..., dim(
relerru ). Il grafico vienetenutograzie al comando diold on e di seguito
siripete il procedimento peelerrz  erelerry . Si osservi che i vettodscissa
e ordinatadevono essere della stessa dimensione e dello stessoitpe(@rambi
vettori riga 0 entrambi vettori colonna).

10. Dall'help di semilogy si evince che se la variakdlscissanon viene scritta allora
Matlab indicizza automaticamente col vettore di naturalildalla dimensione del
vettoreordinata

Per il risultato del plot si consideri la prima figura. Abbiaimdicato la prima successione con
., la seconda cof e la terza successione conOsserviamo che in Octave, i grafici vengono
rappresentati differentemente in quanto invece di un dettchviene talvolta disegnato un
rombo.

Dal punto di vista dell’analisi numerica si vede che

1. La prima successione converge molto lentamentgela seconda diverge mentre la
terza converge velocementera

2. Per alcuni valori{ z,} e {y,} coincidono per alcune iterazioni per poi rispettiva-
mente divergere e convergergaTutto cio € naturale poiche le due sequenze sono
analiticamente (ma non numericamente) equivalenti.

3. Dal grafico dell’errore relativo, la terza successiorapalaver raggiunto errori re-
lativi prossimi alla precisione di macchina, si assestara@mnore relativo di circa
10~1° (probabilmente per questioni di arrotondamento).

5.7. Esempio 3: Successione ricorrenteln questa sezione mostriamo come alcune
formule di ricorrenza in avanti possano essere instabéintne d’altro canto le relative ver-
sioni all'indietro possono essere stabili [Esercizio 1.9, p.35]. Problemi simili con una
precisa discussione della propagazione dell’errore s@itati pure in {l, p. 23, problema
11]

Sia

1
I, = 671/ " e” dx (5.6)
0
Pern = 0 si ha
1
Iy = e_l/ e”dr=e (e —1).
0

Pern = 1, & facile verificare che, essendo

/:v exp(z)dz = (x — 1) exp(x) + ¢,
18



dal secondo teorema del calcolo integrale (cf4]] si ha chel; = e~! e piu in generale
integrando per parti che

1
I =e? (:C"H e |5 —(n+ 1)/ " e” dx) =1—(n+1)1,. (5.7)
0

Da (5.6) essendo l'integrande® exp 2 > 0 perx € (0, 1] si ha
I, > 0.

Inoltrex < 1 implicaz? < z e piliin generale™*! < z" da cuiz"*! exp(r) < 2" exp(z)
e quindi

InJrl S In

La successiond,, e positiva e non crescente e quindi ammette linditénito. Da (5.7),
calcolando il limiteL, pern — oo ad ambo i membri si ottiene portand@ primo membro

L-1= —li1rln(n—|— 1) I.
L'unica possibilita affinch&m,, (n + 1) I,, esista e sia finito & che sia
L= li}ln I, =0.
Infatti se il limite L fosse non nullo, si avrebbe
L-1= 1i£n(n +1)I, = liyrln(n +1) li7rln I, = +o0,

il che & assurdo essendo< +oo e quindiL — 1 < +o0.

1. Sicalcolil,, pern =1,...,99 mediante la successiofmeavanti
S1 = ¢ 1
Snp1=1—(n+1)s,

2. Fissatan = 500, si calcoli la successiora@!’indietro {t,,} ,—1.... 100 definita come

tom =0
tn—l =

n

.....

Si osservi che per raggiungere tale obiettivo bisogna taiedtermini

tms tm—1,---,t100,t99, - - - s T2, 1.

Nota: la successione all'indietro deriva dall’osservare chempsufficientemente
grandel,, ~ 0. Quindi, posto per sufficientemente grandg, = 0 riscrivendo la
successione in avanti come successione all'indietree(gjoin funzione dil,, 1),
abbiamo

_1_In+1
T on+1

n
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3. Si disegni in un unico grafico semi-logaritmico (usaemilogy e subplot )
landamento dis,| e |t,| pern =1,...,100.

4. Si calcoliil valore dit; per diversivalori dim, dam = 1 am = 10 e lo si confronti
conl;.

5. (Esercizio non banale). Si calcolino a maaﬁﬁ = I,,, — s,, Iin funzione diegs)

eegt) := I; — t; in funzione dieﬁ,?. Infine si spieghi 'andamento oscillante della
successionés,, }.
Suggerimento: si scrivags) = ¢ (0 equivalentemente;, = ¢! 4 §) ed in seguito
Si esprimaeﬁi) := I,, — s, In funzione dié. Da questi conti si vede il motivo
del cattivo comportamento della successione in avanti: icecof errore sul dato
iniziale, ha effetti catastrofici sul risultato al crescdren.

Di seguito vediamo un’implementazione di quanto richiestoltimo punto del proble-
ma lo lasciamo al lettore. Scriviamo il codice in un fleccricorrente.m

% SUCCESSIONE RICORRENTE.

% SUCCESSIONE "s_n".
s(1)=exp(-1);
for n=1:99

s(n+1)=1-(n+1)  *s(n);
end

% SUCCESSIONE "t n".
m=500; M=2*m;
t=zeros(M,1); % INIZIALIZZAZIONE "t".

for n=M:-1:2
j=n-1;
t(i)=(1-t(n))/n;
end

% PLOT SEMI-LOGARITMICO.
subplot(2,1,1)
semilogy(1:length(s),abs(s),’k-"); hold on;
semilogy(1:length(s),abs(t(1:length(s))),'m-");
hold off;

% ANALISI DI t(1) PER VALORI DIFFERENTI DI "m".
t 1 _exact=exp(-1);
for m=1:10

M(m)=2*m;
t=zeros(M(m),1); % INIZIALIZZAZIONE "t".

for n=M(m):-1:2 % SI OSSERVI CHE IL CICLO VA DA "M" A 2.
t(n-1)=(1-t(n))/n;
end

val_t_1(m)=t_1_exact-t(1);
20
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FIGURA 5.2. Grafico che illustra i valori assoluti assunti dalla succiese in avanti (in nero) e all'indietro
(in rosa magenta)

fprintf(\n \t [M]: %2.0f [VAL.]: %10.15f,M(m),val_t_1( m));

end

subplot(2,1,2)
semilogy(M,abs(val_t_1),’k-");

Alcune osservazioni sul codice

abbiamo usato un comando del tifwo n=M:-1:2  cosicche il ciclo for parte da
M e arriva a 2, sottraendo di volta in volta

abbiamo inizializzato con un comando del tiperos(M,1) il vettore colonnd,
che altrimenti non € in memoria (e quindi le componenti piccole dit(n-1)
sarebbero inaccessibili poiche indefinite);

abbiamo applicato un grafico semilogaritmico poiché quedluale non dice granche
(sperimentarlo).

in figura abbiamo plottato le successidgni; |}, {|¢:|} e non{s;}, {t;}. Questo non
€ un problema in quanto

Si—>0<:>|8i|—>0

tz—>0<:>|tz|—>0
D’altro canto la prima successione diverge assumendo avalbé negativi, ren-
dendo difficile la comprensione del grafico.

Il comandosubplot permette di plottare piu grafici nella stessa finestra di Ma-
tlab/Octave, senza sovrapporli. Per ulteriori informagidall’help di Matlab:

SUBPLOT Create axes in tiled positions.
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H = SUBPLOT(m,n,p), or SUBPLOT(mnp), breaks the Figure wind ow
into an m-by-n matrix of small axes, selects the p-th axes for

for the current plot, and returns the axis handle. The axes

are counted along the top row of the Figure window, then the

second row, etc. For example,

SUBPLOT(2,1,1), PLOT(income)
SUBPLOT(2,1,2), PLOT(outgo)

plots income on the top half of the window and outgo on the
bottom half.

Numericamente, dopo aver digitato sulla shell di Matlalbé@esuccricorrente ottenia-
mo con un po’ di attesa due grafici e i seguenti risultati. itinargrafico (si veda la Figura 4)
mostra un confronto tra i risultati della successione imévguella plottata in nero) e quelli
della successione all'indietro (in rosa magenta). Daioagmenti qualitativi, € evidente che
la prima non fornisce la soluzione, mentre la seconda seotmzergere &.

Il secondo grafico (si veda la Figura 5) per vafi = 2 - m mostra il comportamento del
metodo all’indietro nell’appossimare il valore iniziadep —1. Evidentemente, al crescere di
m, 'approssimazione diventa sempre piu accurata. Ingaleie I'errore assoluto compiuto
e stampato nel display dal programsucricorrente.m come segue:

>> succricorrente

[M: 2 [VAL]: 0.132120558828558
[M]: 4 [VALJ]: 0.007120558828558
[M: 6 [VAL]: 0.000176114384113
[M]: 8 [VAL.J: 0.000002503273002
[M]: 10 [VALJ: 0.000000023114272
[M]: 12 [VAL.J: 0.000000000149839
[M]: 14 [VAL.]: 0.000000000000720
[M]: 16 [VAL.]: 0.000000000000003
[M]: 18 [VAL.]: 0.000000000000000
[M]: 20 [VAL.]: 0.000000000000000

>>

6. Complessia computazionale. Ricordato che umlgoritmoée una successione finita
di istruzioni assegnate in modo non ambiguo, la cui esecezéimnsenta di passare da una
situazione iniziale (dati) ad una finale (risultati) in umigo finito, viene naturale richiedere
che esso sia adatto a risolvere una classe di problemi e alwgtianalerispetto al tempo,
al numero di operazioni, alla stabilita e all'accuratezZ2aviamente ad un maggior numero
di operazioni non & detto che corrisponda una miglior sateaza dei risultati. La comples-
sita computazionale conta il numero di operazioni necesgar fornire I'approssimazione
desiderata.

6.1. Esempio: algoritmo di Horner.. Ci poniamo il problema di valutare il polinomio
plx)=ap+a1-z+...+a, 2" (6.1)

in un puntoz.
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FIGURA 5.3.Grafico che illustra il valore assoluto della successionéralietro nell'approssimareexp (—1).

Osserviamo che
px)=ar+z-(a1+x-(az+...+z (apn—1+2-am))) (6.2)

Supponiamo sia = (ao, . ..,ay) il vettore di dimensione. + 1 delle componenti del
polinomio. Possiamo valutare il polinomio tramite i segui@ue algoritmi, il primo che
valuta direttamente il polinomio secondo quanto desciitt(6.1), il secondo che effettua
la stessa operazione come descrittodr) calcolando dapprima; = a,,—1 + - a,, pOi
$o = an—o + x - 51 € cosi via. In Matlab avremo allora

function s=algoritmol(a,x)

xk=1;

for i=2:length(a)
xk=xk *X;
s=s+a(i) *xk;

end

e

L=length(a);
s=a(L); % COMPONENTE a_n IMMAGAZZINATA IN a(n+1).
for i=L-1:-1:1
s=a(i)+x *s;
end

Se lanciamo il codicdemo_horner per la valutazione gi(z) = 1+2-2+3-22+4-2°
inr=mr

clear all;
a=[1 2 3 4],
X=pi;
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yl=algoritmol(a,x);
y2=algoritmo2(a,x);

format long;
yl

y2
otteniamo

>> demo_horner

ans =

1.609171052316469e+02
yl =

1.609171052316469e+02
y2 =

1.609171052316469e+02
>>

La differenza sta nella complessita computazionale e mbnisultato numerico. Il primo
codice richied€n moltiplicazioni en somme, mentre il secondo algoritmanoltiplicazioni
en somme.

7. Facoltativo: Un esempio sulla soluzione delle equaziodi secondo grado.Con-
sideriamo I'equazione di secondo grado

22— 232 +3=0 (7.1)
Si nota subito che
22 —2V3z+3 = (z — V3)? (7.2)

e quindi (7.2 ha un’unica soluziong’3 con molteplicita 2, poiche la derivatach —2+v/3z+3
& la funzionez — 2v/3z si annullainy/3 (cf. [2, p.420]).

Per quanto riguarda il condizionamento di una radidef. [2, p.420]), si prova che se
a(e) e laradice di

P.(z)=P(2)+eg(z), e>0 (7.3)
allora sex € semplice
0o (i)

mentre sex € multipla con moltiplicitam, cioe
Pla)y=...= P(mfl)(a) =0 P(m)(a) #0

allora esiste una radicec) di P, tale che

afe) = a+e/m (%) (7.5)

24



Approssimiamo in 7.2) il valore /3 con 1.7321 fornito da Matlab usando il cosidetto
format short . In questo caso, posidz) = 2z,

e=—(V3—-1.7321)~4.9192-10 %~ 5-107°

abbiamo che

a(@ mat i (o) (76)

ed essend®? (z) = 2, m = 2 (molteplicita della radicer = /3), ricaviamo

—212v/3
2

afe) = a+ (5-107°)Y/2 < (7.7)

in cui
1/2
—2121/3
|(5-107°)1/2 (%) | ~ 0.02449489742783

Quindi ci si aspetta che una delle radici di
P(z)=2*-2-1.7321 -2 +3

disti circa0.02449489742783 da /3.
In effetti, utilizzando semplici modifiche del programmzalicisecondogrado , Si
hanno due radici,

x1 ~ 1.7451541181241765000, x2 ~ 1.7190458818758234000.

ed e, come si vede facilmente dalla shell di Matlab/Octave:

>> 1.7451541181241765000-sqrt(3)
ans =

0.0131
>> 1.7190458818758234000-sqrt(3)
ans =

-0.0130
>>

8. Esercizio. Date le funzioni

filx)=1—+1—2a2

fo(x)=1—=x
si calcoli analiticamente tondizionamento

e @)
@) = )

ala) 7 130

|f2(2)]

Utilizzando Matlab/Octave, si plottino in scala semildtraica i grafici diXC; e o nel set di
puntiz = —14+103), —14+2-10-3)...,1-2-10-3,1-10(-3)_. Si pud dire da questi
dove la funzione & malcondizionata (cioé assume valarbddizionamentalti)?
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FIGURA 9.1. Grafico che illustra le suddivisioni considerate dall’alifmo di Archimede, pep = 3, p = 4.

9. Alcuni esercizi.
1. Esercizio facile Si calcoli I'errore relativo trd e il valore che si ottiene valutando
in Matlab/Octave

(I+n)-1
n

conp =1071,1072,...,10~ . Si consideri poh) = 8.8817841970012523F — 16
e si calcoli la medesima quantita, giustificando i risuliétenuti [4, p. 5, problema
3l

Suggerimento: quanto vaéps ?

2. Esercizio facile Sianof := tan e g := arctan. Si consideri la funzione composta
f-g(x) := f(g(z)) = tan(arctan(z)) = z, x € (—o0, +00).
Si calcolino
x = 10*, perk = —20 4 40h, eh = 0,0.01,0.02,...,1

e sivalutiI'errore relativo compiuto. Si pu6 dire che aaclumericamentean(arctan(x)) =
z?

3. Esercizio facoltativo di media difficolta . Esistono piu successioni che approssi-
manor e sono attribuite ad Archimede. Ad esempio, osservato ckstgoon e
altro che l'area del cerchio avente ragdiosi inscrivono nel cerchio al variare di
p = 2,3,...deipoligoni regolari aventt? lati. Osserviamo che per= 2, si deve
determinare I'area del quadrato inscritto, che con faoititcé uguale &.

Nel caso generale, si osserva che il poligono consisf ttiangoli in cui un lato
corrisponde ad un lato del poligono e un vertice con il cedélaerchio (si confronti
con le figure).

Se indichiamo cor I'angolo al centro di ogni triangolo, si verifica che la suaae

%. In particolare per un poligono @ lati, si had, = 2= e I'area del poligono
inscritto, costituito d&? triangoli uguali, &

sin (6),) — 9p sin(Q—Z)'

2 2

In realta Archimede uso questa ed altre idee per cercagmibssimare con stime

dall’'alto e dal basso, via anche poligoni circoscritti. Goaitato in [L3]:
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FIGURA 9.2.Un francobollo raffigurante Archimede (287ac-212ac).

Nel breve lavord_a misura del cerchiwiene dimostrato anzitutto che un cerchio
equivalente a un triangolo con base eguale alla circonferemltezza eguale al rag-
gio. Tale risultato é ottenuto approssimando arbitraeate il cerchio, dall’interno e
dall’esterno, con poligoni regolari inscritti e circogtiriCon lo stesso procedimen-
to Archimede espone un metodo con il quale puo approssiarigariamente il
rapporto tra circonferenza e diametro di un cerchio dafipaato che oggi si indica
conm. Le stime esplicitamente ottenute limitano questo valagg/7 e 3 + 10/71
Secondo [9], Archimede uso0 un altro algoritmo per approssimard/isto che2r
non é altro che la lunghezza della circonferenza del cemiente raggio ugualela

e questa & maggiore del perimetrodi un qualsiasi poligono regolare di= 6 - 2*
lati inscritto e minore del perimetro di un qualsiasi pohgaegolare di = 6 - 2%
lati circoscrittob,, misurandaz, e by, si puod affermare che

(477 SQT(Sbk.

Si puo inoltre provare che

. /T
ar = 2n sin (—),
n

br = 2n tan (E)
n
Stimarer come
Ak S 27 S bk.

Per qualen si riesce a determinare con 10 cifre decimali esatte? Pensare se sia
giusto direb, — a;, < 1070 alloraw & approssimato da, con 10 cifre decimali
esatte.

A. Si approssimir usando il primo algoritmo di Archimede (basato sull'area di
poligoni regolari inscritti) pep = 2 : 20. Si stampi I'errore assoluto e relativo
compiuto.

B. Stimarer come

ar <7 < by

mediante I'algoritmo di Archimede basato sulla valutaeioiei perimetriu, by, di
alcuni poligoni regolari. Per qualesi riesce a determinarecon 10 cifre decimali
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esatte? Pet =0,...,4siha

3.00000 < 7 < 3.46410 (9.1)
3.10583 < 7 < 3.21539 (9.2)
3.13263 < 7 < 3.15966 (9.3)
3.13935 < 7 < 3.14609 (9.4)
3.14103 < 7 < 3.14271 (9.5)

Osservazioneil fatto che ci sia unr nei secondi membri di alcune espressioni non &
un gatto che si morde la codafatti & solo una trascrizione in radianti di un angolo
che ha un significato geometrico indipendente dalla quantitin questi esercizi,
per semplificare la questione si usa perper calcolarer, cosa che dimostra una
volta in piu I'abilita di Archimede, che calcolo tali qoBta con metodi elementari e

geometrici.
Si cita il fatto che pek = 4 Archimede riusci’ ad affermare che
223 < 22
e ™ —_—.
74
4. Esercizio, facile facoltativa Postoh = 10~!,1072,...,10~'%, si approssimi la

derivata diexp (1) con il rapporto incrementale
exp (1 +h) —exp (1)
h

e quindi si valuti I'errore assoluto compiuto (rispettcaadioluzione:xp (1)). L'ap-
prossimazione migliora al diminuire dr

5. Esercizio, facile facoltativa Si esegua una tabella in cui si studino a due a due
le somme, prodotti, divisioni di NaN, Inf, 0, 1 e confrontadon i noti risultati di
indeterminazione della teoria dei limiti.

6. Esercizio, facile facoltativa Fissatod = 0 : (27r/1001) : 2, si valutisin? () +
cos? () e si calcoli I'errore assoluto rispetto il valote

10. Alcune frasi celebri. In [12], oltre a varie curiosita st Si cita un curioso aneddoto
riguardante il noto matematico J. H. Conway:

“Un giorno decisi di imparare a memoria le prime mille cifré piegreco- ricorda Co-
nway - stimolato da mia moglie Larissa, una matematica di origirssa, che aveva bisogno
del valore di pi e non ricordava che 3,14. Le insegnai le pgetdo cifre che ricordavo gia a
memoria. Ma questo a lei non bastava e, visto che anch’io apev® andare oltre, decidem-
mo insieme di programmare lo studio di cento nuove cifre ggorino, per arrivare almeno a
mille, da imparare nei momenti in cui eravamo insieme, alidrifdel nostro lavorb

“ E’ stato divertentecontinua Conway perché ogni domenica facevamo una passeggiata
fino a Grantchester, una graziosa, piccola cittadina vieif@ambridge e lungo il percorso
recitavamo a turno i gruppi successivi di 20 cifre del pi, edimssero piccole poesie. Venti
cifre io e venti cifre mia moglie e cosi di seguito, alterdaai nella recita: in questo modo
siamo arrivati a memorizzare le mille cifre del pi gréco

Pure la morte di Archimede & coperta dalla leggenrdh [

Ad un tratto entro nella stanza un soldato e gli ordino diae con lui da Marcello.
Archimede rispose che sarebbe andato dopo aver risoltolilgma e messa in ordine la
dimostrazione. Il soldato si adird , sguainoé la spada etise

28



Frasi celebri attribuite ad Archimede

(1]
(2]
(3]
(4]
[5]
(6]
[7]
(8]
9]
[10]
[11]
(12]

(13]
(14]
[15]
[16]
(17]
(18]

[19]

e Noli turbare circulos meosioe Non turbare i miei cerchi

¢ le sue ultime parole pare furor®pldato, stia lontano dal mio disegno

=
=

. Online. Alcuni siti utili per la comprensione della lezione:

. http://it.wikipedia.org/wiki/Archimede

. http://utenti.quipo.it/base5/numeri/pigreco.htm

. http://it.wikipedia.org/wiki/Pigreco

. http://it.wikipedia.org/wiki/Teoreméondamentalalelcalcolaintegrale
. http://it.wikipedia.org/wiki/Floatingpoint

. http://it.wikipedia.org/wiki/IEEE754r

. http://it.wikipedia.org/wiki/IEEE754

o N o 0o b~ WN P

. http://mathworld.wolfram.com/ArchimedesAlgorithnmit
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