INTERPOLAZIONE TRIGONOMETRICA E FAST FOURIER TRANSFORM *

A. SOMMARIVA

Conoscenze richieste. Funzioni quadrato integrabili. Funzioni periodiche. CGymoni elementari in campo
complesso. Spazi vettoriali. Elementi linearmente ind@emnti. Ortogonalita di un sistema di vettori. Rappresent
zione dell’elemento di miglior approssimazione in spaztligiei. Conoscenza di Matlab/Octave.

Conoscenze ottenute. Coefficienti di Fourier. Base trigonometrica e ortogonal@alinomi trigonometrici.
Elemento di miglior approssimazione 82 ([0, 27]) in un sottospazio di polinomi trigonometrici. Legame tra i
coefficienti di Fourier e la formula dei trapezi. Interpataze trigonometrica. FFT e complessita computazionale.
FFT in Matlab/Octave.

Siaf : [0,2 7] — C una funzione periodica, cioé tale cli€)) = f(27), e supponiamo
siaf € L?([0,2]), cioé verificante

b
/ |f(z)[Pdz < +oo.

Il nostro proposito & di calcolare la miglior approssinea&s,, del tipo

n

f@) = sp(x) = Z cjexp(—ijx) (1.1)

j=—n

dovei é la costante immaginaria. | coefficientisono detti diFourier Per evitare possibili
fraintendimenti & importante ricordare che in molti tesstterca una approssimante

n

f(x) = sp(z) == Z cjexp (+ijx) (1.2)

j=—n

che corrisponde alla precedente riordinando in modo oppoiitcoefficienti di Fourier.
Di seguito definiamo

(f,9)2 = ; f(z)g(z) dx (1.3)

doveg(x) € il coniugio dig(z). Siricorda che: + ib = a — ib, a,b € R.
L'insieme L2 ([0, 2 «r]) delle funzioni diL?([0, 2 7]) periodiche una volta dotato del prodotto
interno(-, -)2 € uno spazio euclideo, e

7T, = sparfexp (—inx),...,exp (+inx))

€ un suo sottospazio vettoriale di dimensione finita, in cui

exp(—inx),...,exp(+inz)
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€ in particolare una sua base ortogonale. Vediamo perche .
Che la funzione,, sia periodica & conseguenza dell’'uguaglianza di Eulero

exp (it) =cos(t) +isin(t), t € R (1.4)
Infatti

exp (ik(z+2m)) =cos(kx+2km)+isin(kz+2km)
=cos (kz) + isin(kx) (1.5)
e la somma finita di funzioni periodiche € periodica. Quimdeffetti 7,, € un sottoinsieme

di L2([0,27]). Senza molte difficolta si vede che in effetti & un sottagpaettoriale di
Lz ([0,27]).

FIGURA 1.1. Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

Passiamo a vedere la proprieta di ortogonalita tra elénder?,, del tipoexp (+ij-) con
j = —n,...,n. Osserviamo che

27

(e (i) expli k) = [ exp (il ~ W) da
0
echesg =k
27 27
/ exp (i(j — k)z)de = / ldr =2rm
0 0
altrimenti,

/027T exp (i(j — k)x) dv = /027T cos((j —k)a) do +i /027r (=) dr

1 27 (j—k) i 2m(j—k)
- t dt+,7/ in (¢) dt
sl woasgs [ e
(1.6)

I
S~

Poniamog; (z) := exp(—inx), ..., ¢p2nt1(x) := exp(inz), N = 2n + 1. |l teorema di mi-
glior approssimazione in spazi euclidei, stabilisce cakethento di miglior approssimazione
di f € L2(0,27]) @5y = YiL, érdn(a)



dove

P )
= ey T

Di conseguenza essendo

(¢, 0j)2 =2m, j=1,...,N.

si ha

(f, Prgnt1) kS (f.exp(+ik))a, k=—n,...,n. 2.7)

Cp = 5k+ +1 = =
" (Pktnt1, Phtnt1) 2m

Ora integriamo numericamente

27

(fiexp(+ik-))2 = ; f(z) exp (—ik-)dx

mediante la formula dei trapezi

2w 2 .
| swrae =110 - xo+hz )+ (e =22 4=

Dalla periodicita dif , essend®y = 0, ¢, = 2, abbiamo che

L—-1 L
To(f):=h Y ft;)=hY_ f(t;)
7=0 Jj=1

e quindiperk = —n,...,n

Ck iﬁ(f, exp(ik-))a ~ %TL(][ exp (—ik-))

1 27%

1
= o I P f(tj)eXp(_’ktj)

15 e (k1)
i ) exp (-M;(s —1) ZL”) (1.8)

In generale tutti i coefficienti;, sono calcolati tramite un famoso algoritmo, la FFT (cioe
la Fast Fourier Transforp{cf. [1, p.181], i}, p.277], B, p-398]).
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2. Interpolazionetrigonometrica. Sia f una funzione continua e periodica nell'inter-
vallo [0, 27] e si pongano
27

—F 7=0,...,2n.
2’]’L+17j ’ y 21

ti=j-
Il problema dell'interpolazione trigonometrica consiste calcolare i coefficientiy, k& =
-n,...,ntaliche

n

> erexp (+ikt)) = f(t;), j=0,...,2n. (2.1)

k=—n

Osserviamo che

2n
Zexp(—i—i(k—l)tj) _{ (2)n+1 zié

Il caso in cuik = [ € owvio e quindi poniamo attenzione al caso in gui [. Si vede
subito che postaw = exp (+i(k —1) - %), essende@xp(im2r) = 1 per un interos,
l,k=—n,...,n

Zexp +i(k =)t Zexp +i(k —1)j 1)

= Zw]’ = (@~ 1)/(w - 1)
j=0

- (exp <i(l<: —0)- 251 1)%“ - 1) J(w— 1)

=(exp(i(k—1)-2m)—1) /(w—1)
=0/(w—1)=0 (2.2)

Moltiplicando ambo i membri diZ.1) perexp (—ilt;) € sommando i, otteniamo

Zf )exp (—ilt;) = Zexp —ilt;) Z T exp (+ikt;)

k=—n
= Z CkZeXp )t)
k=—n
= (2n+1) C (2.3)

da cui

c = 2TL+1 Zf eXp th7)7 | = —Ny ..., N

Una prima lettura non banale consiste nel fatto che i coeffict;, sono noti esplicitamente,
senza risolvere numericamente il sistema lineare delifipe- f dove

Vik = exp (ikt;), f; = f(t;).
4



Osserviamo ora che il (8), perk = —n,...,n avevamo approssimato numericamenie
con la formula dei trapezi fornendo

N
cr ~ % ; f(ts—1)exp (—i kE(s—1) 2%) (2.4)

2

Nel caso speciale in cuV = 2n + 1, postoj = s — 1, abbiamo essendg = j - 3375

2n

1 2
Cp ™ Zf(tj)exp<—i/€j2n:1>—5k,S—k——n,...,n. (2.5)

=0

cioe l'interpolante polinomiale ha quali coefficiemti,—_ .y quelli ottenuti calcolando
numericamente i coefficienti di Fouriex con una formula dei trapezi averit&/ + 1 punti.

3. FFT. Il problema consiste nel calcolare i coefficienti di Fouref},—o.... ~—1 per
una funzionef € C ([0, 2x]) i cui valori sono noti nei punt?%’ con3=0,1,...,N — 1.
Per quanto visto d&l(8)

L

1 . 2T\ .
G =7 5521 f(ts—1)exp (—zg (s—1) T)’ j=-n,...,n (3.1)
postos = s — 1 abbiamo
N-1 iy
1 Z 2w B —ij2r B\ .
Cj—NB_Of(T) exp (T),j—o,,N 1. (32)

Si ponga

271 1 27 3
w = exp (‘T) vas =t (T)

Possiamo quindi riscrivere il problema come segue;jper0, ..., N — 1, calcolare

N-1
cj = Z agw’? dovew™ =1 (3.3)
B=0

Il fatto chew™ = 1 & una diretta conseguenza della formula di Eulero, essendo
w” = (exp | ——=])" =exp(—27i) = cos(—27) + isin(—27) = 1.

Se per operazione intendiamo una moltiplicazione e una sommampo complesso, allora
usando lo schema di Horner, si puo risolvere questo prabladv? operazioni. L'algoritmo
noto come FFT & diventato popolare dopo uno studio di CamtelyTukey del 1966 (cf.7]),
ma pare fosse gia noto in forma limitata a Gauss (1805), etendi risolvere il problema
con una complessita inferiore.

Di seguito consideriamo esclusivamente il cage= 2*. Sia = 23, quando3 & pari,
e =201 + 1 quanda3 é dispari. Da$.3) abbiamo
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2 2
¢j = Z ass (w2)JB1 + Z ags +1(w2)Jﬁle
B1=0 B1=0

Siaj = 2 + ji. Allora, poichéw™ = 1 (e quindi(w™)*% = 1)

aNpq
2

(w2)j61 — (w2) (w2)j161 — (wN)aﬁl (w2)j161 _ (w2)j161'

Cosi se poniamo

41

o) = Y azp, (W)™, (i = 0,1,...,% -1) (3.4)
B1=0
X1

V(i) = Y asga(w?) (3.5)
B1=0

(3.6)
abbiamo
¢j = é(1) +wi(), j=0,...,N —1.

Si noti che il calcolo dip(j1) e 1 (j1) significa che vengono compiute due analisi di
Fourier con% = 2k=1 termini invece di una co@*. Ora applichiamo la stessa idea alle due
analisi di Fourier. Si hanno cosi 4 analisi di Fourier, agamha2*—?2 termini; queste possono
essere ulteriormente divise in 8 analisi di Fourier @5n3 termini, eccetera. Il numero di
operazionirichieste per calcolate; } quando{¢(j1)} e {¢(j1)} sono stati calcolati, & al piu
2.2F (un numero maggiore di calcoli pud essere evitato se lengetdiw sono immagazzinate
in memoria).

Siapy, il numero totale di operazioni necessarie per calcolareffienti quandaV = 2*.
Come prima, abbiamo

pe <20k 14228 kE=1,2,...
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Poichép, = 0, si ha per induzione, essendd= 2* e quindik = log, ()

pr < 2pp-1+2-28 <2(2ppa+2-2F1) 2.2
<dppo+2-2-28 =4 (2pp_3+2-2F72) + 4.2
= 2P g +8-282 4 4.9k =23y, o4 2.2F 4 92 9k
=pp 3+2-3-28 <2Fpy +2k-2F = N+ 2N -log, N ~ 2N -log, N (3.7)
da paragonarsi col? operazioni del metodo di base.

Per capire i vantaggi, facciamo qualche conto con Matlalstrando per alcune potenze
di 2 (prima colonna), il numero di operazioni per il metoddese (seconda colonna) e dell’

FFT (terza colonna):

>> N=2.7(1:10);
>> N=N
>> N2=N."2;

>> Nlog=2 *N. *log2(N);
>> [N N2 Nlog]

ans =
2 4 4
4 16 16
8 64 48
16 256 128
32 1024 320
64 4096 768
128 16384 1792
256 65536 4096
512 262144 9216
1024 1048576 20480
>>
4, FFT in Matlab. Vediamo come utilizzare in Matlab la FFT partendo dal retakielp
>> help fft
FFT Discrete Fourier transform.
FFT(X) is the discrete Fourier transform (DFT) of vector X. F or
matrices, the FFT operation is applied to each column. For N- D
arrays, the FFT operation operates on the first non-singlet on
dimension.

FFT(X,N) is the N-point FFT, padded with zeros if X has less
than N points and truncated if it has more.

FFT(X,[],.DIM) or FFT(X,N,DIM) applies the FFT operation ac ross the
dimension DIM.

For length N input vector x, the DFT is a length N vector X,

with elements
N
X(k) = sum x(n) =*exp(j *2*pi *x(k-1) *(n-1)/N), 1 <= k <= N.
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n=1
The inverse DFT (computed by IFFT) is given by
N
x(n) = (L/N) sum  X(k) xexp( j *2+pi x(k-1) *(n-1)/N), 1 <= n <= N.
k=1

See also IFFT, FFT2, IFFT2, FFTSHIFT.

Overloaded methods
help qgfft/fft.m

Si capisce che tale procedura calcola, a partire da un eettor (x(j)),=1,....~, il
vettoreX’ = (X (k))x=1,...,n definito da

N .
X(r) = Zx(n) exp<_l2ﬁ(7-;v1) (n_1)>, T=1,...,N. (4.1)
n=1

(si noti che per errore nell’help di Matlab hanno indicatm gda costante immaginarig.

Ci si domanda quale sia il legame di.{) con 3.2. Poston = 3+ 1,5 =7 —1,2(n) =
Lf (W) abbiamo

N
tr1 = a(n)exp (

n=1

—i(r—1)2m(n—1)

), T=1,..., N,
e quindiX (1) = ¢, —1.

Vediamo un esempio in Matlab, in cui analizziamo pee 8 la funzione
f(z) =5 exp(2ix)

in cui evidentementey = ¢; = ¢3 = ... = ¢g = 0 eco = 5. Quindi ci aspettiamo un vettore
7 = {7} in cui poichér, = ¢x—1 si ha cher; = 5 e tutte le altre componenti nulle.

Salviamo nel fileesempio _FFT

clear all;
format long;

n=8;

f=inline('5 xexp(i *2+*t)");
h=2x* pi/n;

t=(0:n-1)’ *h;

ft=feval(f,t);

c_fft=fft(ft,n) «h/(2 * pi);

e otteniamo come prevedibile



>> ¢ fft

c_fft =

-0.00000000000000 + 0.00000000000000i
-0.00000000000000 + 0.00000000000000i
5.00000000000000 - 0.00000000000000i
0.00000000000000 + 0.00000000000000i
0.00000000000000 + 0.00000000000000i
0.00000000000000 + 0.00000000000000i

0 + 0.00000000000000i
-0.00000000000000 + 0.00000000000000i

Ora consideriamo

f(z) =10 exp(—i2x)
e osserviamo che il risultato e

>> esempio_FFT

>> c_fft

c_fft =

-0.00000000000000 - 0.00000000000000i
-0.00000000000000 - 0.00000000000000i

0 - 0.00000000000000i

0.00000000000000 - 0.00000000000000i
0.00000000000000 - 0.00000000000000i
0.00000000000000 - 0.00000000000000i

10.00000000000000 + 0.00000000000000i
-0.00000000000000 - 0.00000000000000i

A prima vista la cosa & sorprendente, visto che il coeffieieiguale al0 appare alla
settima componente, quella che dovrebbe essarg@inonc_». Vediamo perche . Si hain

generale pef(z) = Aexp(—ikz), daz(n) = %f (277(]7\1;1))’

X(r) = zij(m exp <—i27r(7—_ 1) (n— 1))

n=1 N

I
=2~
M=

N N
_%Z/\exp(_iZW(T—l—l—k)(n—l)) 4.2)
n=1

1

n

Aexp (_ka> exp(_i2ﬂ'(7'—1) (n_1)>

2

N

sommatoria che vala ser — 1 + k & multiplo di N (conr avente valori tra 1 e N) 6

altrimenti. Infatti postas = exp (—i Z-C14) abbiamo perV > 1, e qualorar — 1 + k
non sia multiplo diV

N N

2 -1 N_1
E exp (—i2M> = g wn=b =¥ =0.
n=1

N w—1

n=1

Quindi nell’esempio precedente in ci= 10, k = 2, N = 8, la sommatoria valé0 se
7—142=7+1¢&multiplo di 8 (cioér = 7) e 0 altrimenti.
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Per convincersi di questo, poshd = 8 applichiamo la FFT a
f(z) = 10 exp (—6ix) + 20 exp (2ix).

Ci aspettiamo che il primo termine contribuisca alla sonaraf cosicche’ la terza compo-
nente valga 10 e il secondo termine contribuisca alla sownaatcosicche’ la terza compo-
nente valga 20. Per linearita avremo quindi una terza copt@ uguale a 30, in quanto in
generale

N N N
Z(m(n) +yn)) exp(...) = Z xz(n) exp(...)+ Z y(n) exp(...).
>> esempio_FFT
>> c fft
c fft =

-0.00000000000000 - 0.00000000000000i
0.00000000000000 - 0.00000000000000i
30.00000000000000 + 0.00000000000000i
-0.00000000000000 - 0.00000000000000i
0.00000000000000 - 0.00000000000000i
-0.00000000000000 + 0.00000000000000i
0 - 0.00000000000000i
0.00000000000000 + 0.00000000000000i
>>

5. Esercizi. Utilizzando il software fornito calcolare i coefficienti Bourier pem = 8,
relativi alla funzionef(z) = cos (2z). Giustificare tale risultato. Suggerimento: utilizzare
la formula di Eulero e riscriver¢g come combinazione lineare di due esponenziali in campo
complesso.
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