SISTEMI LINEARI SOVRADETERMINATI E SVD *
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zione QR. Fattorizzazione SVD. Calcolo della fattorizeaei QR e SVD in Matlab/Octave. Calcolo della soluzione
ai minimi quadrati: equazioni normali, metodo QR, metodd&8VD e compressione delle immagini.

1. Sistemi lineari sovradeter minati. Si consideri il problema

xr1 + o =1
Tr1 — T2 =0
x1—|—3:c2:()

Risulta chiaro che il sistema non ha soluzione. Infattilbarsoluzione delle prime due
equazioni &, = x2 = 1/2, che perod non verifica; + 3z = 0.

Ritrascrivendo tutto in termini matriciali, possiamo duegaffermare che il problema
Ax =b, con

eb = (1,0,0) non ha soluzione.
In alternativa, risulta quindi ragionevole calcolare= (z7, z3) tale che

vi= min [|b— Azl = b— Az (1.1)

dove

La prima questione riguarda I'esistenza e unicita di taleimmo 2*. A tal proposito
citiamo il segue teorema (cf1], p. 432)

TEOREMA 1.1. Sia X I'insieme dei vettori diC™ tali che € X se e solo se
min ||b— Azl|ls = ||b — AZ|2 (1.2)
zeCn
Supponiamai € C™*™ conm > n eb € C". Valgono le seguenti propriat
1. z € X seesolose
AT Ax = Afp, (1.3)
cioé z risolve il sistema delle equazioni normali
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2. X e uninsieme non vuoto, chiuso e convesso.
3. Esister* € X tale che

[*[l2 = min [|z]|2.
zeX

Talex* & detto soluzione di minima norma.
4. L’insiemeX si riduce ad un solo elementd” se e solo se la matricd ha rango
massimo.

In altre parole, sed ha rangon allora X ha un unico elemento, mentre deha rango
minore din alloraX ha un unico elemento di minima norma 2.

2. Alcunefattorizzazioni di matrici rettangolari.

2.1. Fattorizzazione QR. Data una matriced € C™*™ esistono@ € C™*™ unitaria
(cioe QM = I,,, QQ = I,,) ed R € C"*" triangolare superiore tali ché = QR. Si
osservi che a seconda degli autori la fattorizzazione QRasngicata viene sostituita con la
fattorizzazioned = QR con@ € C™*™ unitaria edR € C™*™ triangolare superiore cioe

= (2)

con Ry € C™*™ triangolare superiore. Per distingure le fattorizzazidriamano la prima
QR economy-size

2.2. Fattorizzazione SVD. Sussiste il sequente teoren: [

TEOREMA 2.1. Sia A € C™*™, Allora esistono due matrici unitari& € C™*™,
V e C"*™ e unamatrice diagonal& € R’'*" avente elementt;; nulli peri # j e uguali
ao; € Ry peri=jcon

0'120'2>

.20, >0 (2.2)
tali che

A=UXVEH.

Il termine SV D sta persingular value decompositiasottolinea la presenza dei valori sin-
golaric;. Se\; e o; sono rispettivamente gli autovalori di” A in ordine decrescente e i
valori singolari diA in ordine decrescente, allora

/\i:\/cr—i, iZl,...,TL.

NoTA 2.2. Il costo computazionale del calcolo delle tre mati¢j V, ¥ & di4m?2n +
8mn? + 9n> se si utilizza I'algoritmo di Golub-Reinsch oppure4th?n + 22n° se si usa
l'algoritmo R-SVD. In generale esistono algoritmi spectasati sull’algoritmo di Golub-
Reinsch che a seconda si debba calcolare esclusivargniies 1, X e U eseguono rispetti-
vamentetmn? — 4n3/3, 4mn? + 8n3, 4mn? — 8mn? operazioni. Simili risultati si possono
ottenere con I'algoritmo R-SVD con compleasispettivament@m?2n + 2n3, 2m2n + 11n3,
2m?2n + 13n3. Ricordiamo che usualmente nelle applicazioni sila> n.
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3. Risoluzione equazioni normali. Mostriamo ora tre metodi per risolvere il problema
sopra descritto, cioe relativo al calcolo di che minimizza la norma 2 del residuo, cioé
Ib — Azx||2.

4. Fattorizzazioni LU e di Cholesky. Supponiamad € R™*" abbia rango. Dal
teoremal.1 sappiamo che la soluzione ai minimi quadrati esiste, eau@idsolved™” Az =
AHDp. Nel casoA abbia coefficienti irR, ci6 si riduce a risolverel” Az = ATb. In questo
casoA™ A & definita positiva e si po utilizzare il metodo di CholesBe LLY = AH A per
L triangolare inferiore (fattorizzazione di Cholesky) lzassolvere

Ly = Afp,

Lz =y.

Il costo computazionale & @ /2 operazioni moltiplicative per la costruzioned4if’ A
e din?/6 moltiplicative per la soluzione del sistema, e quindi il tro®tale & di

n*m/2 +n?/6
operazioni moltiplicative.

NOTA 4.1 (Facoltativo) SeA non ha rango massimo non siapplicare il metodo di
Cholesky, ma I'eliminazione gaussiana con la variante dassimo pivot.

4.1. Metodo QR. Supponiamo il rango dd € C™*" siar = n (cioé sia massimo).
Nota la fattorizzazioné&) R si deduce ch&z = Q7 QRxz = QHb € C.

Osserviamo infatti che essen@d’Q = I,,
ATA = RIQHEQR = RYQPQR = R"R
e che inoltreR¥ & non singolare. Inoltrd ™ A & definita non negativa essendo
o7 AP Ax = || Az||5 > 0.

Essendod” Ax = AHb ed A" A = RH R abbiamo cheR Rz = AHb. A questo punto
postoy = Rx prima risolviamo il sistema (quadrat&”y = A”b e poiRz = y.

Se A harango massimalloraR & non singolare e quindi il problenfae = Qb risolto
facilmente per sostituzione all'indietro. Il costo comgzibnale per la fattorizzazion@R
e din?(m — n/3), il costo computazionale della risoluzione del sistemantyolare & /2
operazioni moltiplicative. Quindi il costo totale

n*(m —n/3) +n?/2.

NoOTA 4.2 (Facoltativo) Se A non harango massimallora AE = QR con E matrice

di permutazione,
(R S
(" 7)
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doveR € C™*", Ry € C"*" sono matrici triangolari superiori. Si dimostra (non fag)lche
posto

c:QHb:(Z; ),cle(C",cQE(C"m

la soluzione ai minimi quadrati di minima norma risolve ilglMlema

Rix=c.

NoTA 4.3 (Facoltativo) Come adattare tale idee alla seconda fattorizzazione QRKqu
la che norne economy size)?

4.2. Metodo SVD. Sianou;, v; le i-sime righe rispettivamente di e V. Per capire co-
me risolvere un sistema lineare sovradeterminato traniésta fattorizzazione ci affidiamo
al seguente teorema

TEOREMA 4.4.SiaA € C™*"™ dirangor conm > n e Sia
A=UxvH

la decomposizione ai valori singolari di. Allora la soluzione di minima norméadata da

T

. ullb
Tr = E Vi
05

i=1

e
V= > P
i=r+1
dove al solito
vi= min b~ Az = [|b - Az* 2. (4.1)

Osserviamo che la soluzioné viene calcolata senza risolvere alcun sistema lineare (a
differenza di quanto accade col metodo QR).

5. Un’applicazione: I'approssimazione polinomialein norma 2. Sia f una funzione
reale e continua e siang punti a due a due distinti appartenenti al dominig'dBi cerca il
polinomio

Pn-1(z) =co+cz+... +eno1z™ Y g, o1 €R

per cui sia minimo



Tale polinomiop,,_1, detto dipolinomio di miglior approssimazionesiste ed € unico. Si
prova che il calcolo di tale polinomio corrisponde a risob/& problema sovradeterminato
Ve = f dove

n—1

1z ..o X

e

V= 1 To ... T
-1

1z o0 2

ef=(f(z1),..., f(@m)), z € R™, ¢ = (¢;) € R™. Questa idea & alla base dell'approssi-
mazione fornita dalla toolbopol yfit.

Vediamo i dettagli. Sid&; . la i-sima colonna dVV. Notiamo subito che

Pn-1(zi) =co+crz;i+...+ cn,lx?_l =V.c

e quindi per definizione df

Z[pn—l(iﬁi) — f(z))? = Z[Vi,»c - fil?

Ricordiamo ora che la soluzione di un sistema sovradetatmiic = f (conV €
R™*™) & quella che minimizz&V ¢ = f||» e quindi pure

IVe—FI3 =Y [(V*a)i — fil*.

K2

Di conseguenza il vettore avente quali coefficienti i termini; del polinomio di mi-
glior approssimaziondel problema di approssimazione ¢ il vettore che risolha@stema
sovradeterminatd’c = f, che pud essere risolto con uno dei metodi precedentemente
indicati.

6. FattorizzazioneQR ed SVD in Matlab. Vediamo di seguito alcuni dettagli di come
tali fattorizzazioni sono implementate in Matlab.

6.1. QR in Matlab. In merito alla fattorizzazione QR, I'help di Matlab fornesde
seguenti indicazioni:

>> help qgr

R Ot hogonal -tri angul ar deconposition.
[QR = QR(A) produces an upper triangular matrix R of the sane
di nension as A and a unitary matrix Q so that A = QR

[QR E] = QR(A) produces a pernutation matrix E, an upper
triangular R and a unitary Q so that AxE = @R  The col um
pernmutation E is chosen so that abs(diag(R)) is decreasing.

[QR = QR(A 0) produces the "econony size" deconposition.
If Ais mby-n with m>n, then only the first n colums of Q
are conput ed.



>>

Nel

ved

[QR E] = QR(A 0) produces an "econony size" deconposition in
which Eis a pernutation vector, so that @R = A(:,E). The colum
pernutation E is chosen so that abs(diag(R)) is decreasing.

By itself, QR(A) is the output of LAPACK S DGEQRF or ZGEQRF routine.
TRIUQR(A) is R

For sparse matrices, QR can conpute a "Q 1l ess QR deconposition",
whi ch has the following slightly different behavior.

R = QR(A) returns only R Note that R = chol (A *A).

[QR = QR(A) returns both Qand R, but Qis often nearly full.
[CR = QR(A B), where B has as many rows as A, returns C = Q *B.
R=QR(A0) and [CCR = QR(A B,0) produce econony size results.

The sparse version of QR does not do col umm pernutations.
The full version of QR does not return C

The | east squares approxi mate solution to Axx = b can be found
with the @ less QR deconposition and one step of iterative refinenent:

X = R(R\(A xb))
r = b - Axx

e = R(R\(A *r))
X = X + e;

See also LU, NULL, ORTH, QRDELETE, QRI NSERT, QRUPDATE.

caso della matrice

iamo alcune fattorizzazioni QR.

>> A=[1 1; 1 -1; 1 3]

A =

>>
>>

R =

1 1
1 -1
1 3
% PRI MA FATTORI ZZAZI ONE QR

[Q R =ar(A)

-0.5774 0. 0000 -0. 8165
-0.5774 -0.7071 0. 4082
-0.5774 0.7071 0. 4082

-1.7321 -1.7321
0 2.8284



>> Q+Q
ans =
1. 0000 0 - 0. 0000
0 1.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000 1. 0000
>> norn{ A-*R)
ans =
4.9938e- 016

>> 9% SECONDA FATTORI ZZAZI ONE QR
>> [Q R =ar (A, 0)

Q:
-0.5774 0. 0000
-0.5774 -0.7071
-0.5774 0.7071
R =
-1.7321 -1.7321
0 2.8284
>> Q*Q
ans =
1. 0000 0
0 1. 0000
>> norn( A-@*R)
ans =
4.9938e-016

>> % TERZA FATTOR| ZZAZI ONE QR.
>> [Q R E]=qr (A)

Q =
-0. 3015 -0.4924
0. 3015 -0. 8616
-0.9045 -0.1231
R =
-3.3166 -0. 9045
0 -1.4771
0 0
E =
0
1
>> Q *Q
ans =
1. 0000 0
0 1. 0000
0. 0000 0. 0000
>> nor n{ AxE- *R)
ans =
5.6322e-016
>> AxE- R
ans =
1. 0e-015 =«
0. 2220 0.1110
0. 2220 0. 2220

-0. 8165
0.4082
0.4082

0. 0000
0. 0000
1. 0000



-0. 4441 0

>>

NoTA 6.1 (Facoltativo) Dal punto di vista implementativdfacile calcolare la fattoriz-
zazione@ R di A anche quando il rangel noné& massimo, utilizzandoQ, R, E] =qr ( A) .
Si stabilisce facilmente il rangp di A cercando il numero di elementi diagonali & non
nulli.

6.2. SVD in Matlab. Osserviamo che Matlab dispone del comas#d. La descrizio-
ne dell’help & la seguente:

>> hel p svd

SVD Si ngul ar val ue deconposition.
[US,V] = SVD(X) produces a diagonal matrix S, of the sane
di nension as X and wi th nonnegative diagonal elenents in
decreasing order, and unitary matrices U and V so that
X = WSV,

S = SVD(X) returns a vector containing the singular val ues.

[U'S,V] = SVD(X, 0) produces the "econony size"
deconposition. If Xis mby-nwith m>n, then only the
first n colums of U are conputed and S is n-hby-n.

See al so SVDS, GSVD.

Over | oaded net hods
hel p syni svd. m

>>

Per fare pratica con questo comando sia

11
A= 1 -1
1 3

e utilizziamo [ U, S, V] = svd(A) peravere la decomposizione SVD della matrite
Il risultato &

>> A=[1 1; 1 -1; 1 3]

A =
1 1
1 -1
1 3

>> [U, S, V] = svd(A)



0. 3651 0. 4472 -0. 8165
-0.1826 0. 8944 0.4082
0.9129 - 0. 0000 0. 4082

S =
3.4641 0
0 1.4142
0 0

V =

0. 3162 0.9487
0.9487 -0. 3162
>> % U, V SONO UNI TARI E.
>> U ~U
ans =
1. 0000 -0. 0000 -0. 0000
- 0. 0000 1. 0000 0. 0000
-0. 0000 0. 0000 1. 0000

>> V' xV
ans =
1 0
0 1
>>
>> X = Sy V
X =

1. 0000 1. 0000
1. 0000 -1. 0000
1. 0000 3. 0000

>>

Si pud dimostrare che il rango della matrice e esattarmbntenero dio; non nulli. In realta
la tentazione di determinarlo in virth dei termini diagbia 3 pud risultare fallace in quanto
il computer fornisce solo un’approssimazione dgé qualora questi siano molto piccoli non
si pud determinare con sicurezza il rango della matrice.

NoOTA 6.2 (Facoltativo) Esiste un legame tra valori singolari e autovalori.CRirecisa-
mente s€ \; } sono gli autovalori diA” A allora o; = v/);. Vediamolo con un esempio:

>> A=[11; 1-1; 1 3]

A =
1 1
1 -1
1 3



>> [ U, S, V]=svd(A);

>> S
S =
3. 4641 0
0 1.4142
0 0

>> % LEGAME VALORI SI NGOLARI E AUTOVETTORI .
>> | anbda=ei g( A" *A)
| anbda =
2
12
>> sqrt(12)
ans =
3.4641
>> sqrt(2)
ans =
1.4142
>>

7. Un esempio: soluzione di sistemi sovradeterminati. Proviamo a risolvere il pro-
blema iniziale

I1—|—I2:1
Il—IQZO
I1+3I2:0

coi metodi sopracitati.
Lavoriamo direttamente nella shell di Matlab/Octave:

>> 0 EQUAZI ONIL NORMALI .
> A=[1 1; 1 -1; 1 3];
>> b=[1 0 0] ;
>> C=A *A;
>> b1=A'*b;
>> format |ong
>> x=C\ bl
X =
0. 33333333333333
- 0. 00000000000000
>> % METODO QR
>> [Q Rl =qr(A);
>> size(Q

ans =

3 3
>> size(R)
ans =

3 2

>> 0 COMVENTO NON E' LA FATTORI ZZAZI ONE CERCATA
>> % "R' DEVE ESSERE QUADRATA.

>> [Q Rl =qr (A 0);

>> size(Q

ans =
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3 2
>> size(R)
ans =
2 2
>> p1=Q *b;
>> size(bl)
ans =
2 1
>> x=R\ bl
X =
0. 33333333333333
0. 00000000000000
>> % SOLUZI ONE VI A SVD.
>> [ U, S, V] =svd(A);
>> size(U)
ans =
3 3
>> size(V)
ans =
2 2
>> size(b)
ans =
3 1
>> c1=U =*b;
>> size(cl)
ans =
3 1
>> c2=c1(1:size(V,1));
>> s=c2./diag(S);
>> x=V+s
X =
0. 33333333333333
0. 00000000000000
>> gama_val ue=nor m( Axx- b, 2)
ganma_val ue =
0. 81649658092773
>> abs((U(:,3)) *b)
ans =
0. 81649658092773
>>

Commentiamo i risultati a partire da quanto visto per il ndet®R, visto che la risoluzione
via equazioni normali & del tutto ovvia.

1. L'implementazione in Matlab di QR per matrici rettangola richiede una precisa-
zione. Siar* la soluzione del problema sovradeterminato. Il comdn@oR] =qr ( A)
comporta ch&) sia quadrata, mentfeQ, R] =qr ( A, 0) implica cheR & quadrata,
come da noi richiesto.

2. Per quanto riguarda la soluzione via SVD, l'unico puntcodservare € che in un
precedente teorema si dice che

. uflh
xr = Uy
Z o
i=1 '
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doveu;, v; sono le righe dU e V. La sommatoria € limitata alle prirmerighe e per
guesto abbiamo effettuato

>> cl=U *b;
>> c2=cl(1:size(V,1));
>> s=c2./diag(S);

Si osservi che il rangb per la matrice in questione & uguale aioé 2, che altrinon
e chesize(V,1). Se il rango non fosse stato massimo, ciog n, prima sarebbe
stato opportuno calcolare il rangce poi sostituirec1( 1: si ze(V, 1),:); con
cl(1l:r,:);

Ricordiamo ché.: r generail vettorerigél 2 ... r] e chec2=c1(1:r); assegna
ac? le righe dalla prima all-sima del vettore 1

>> r=5;
>> 1ir
ans =
1 2 3 4 5
>> cl=[1 4 2 6 4 8 4]
cl =
1 4 2 6 4 8 4
>> c1(1:r)
ans =
1 4 2 6 4

Essenday; le righe diV, postos; = u'b/a; risulta che

roH
u;'h

¥ = E L —v; =Vs.
05

Nell'ultima parte si mostra che effettivamente la normaxesiduo ciod| Az* —b||
coincide con

m
V=D [uffbl
1=r+1
In merito osserviamo che il rango della matrice € 2 edm = 3 e quindi
m
V=D ufoP = b?
i=r+1

da cui

7% = lug b =y = Jug'b].

. Puo restare il dubbio di come si faccia a sapere per vigenigemche il rango di &
2. Questo corrisponde al numero di coefficienti diagonafi dion nulli e quindi da

>> A=[1 1; 1 -1; 1 3];
>> [U, S, V] =svd(A);
>> di ag(S)
12



ans =
3.4641
1.4142
>> t=find(abs(di ag(S))>0);
>> rango=I engt h(t)
rango =
2
>>

deduciamo che il rango € 2.

8. Un esempio: compressione immagini. Consideriamo i siti web7], [Z], [5]. Lar-
gomento esposto € la compressione di immagini via SVD. ftiqgodare si accenna ad una
interessante implementazione in Matlab (non funziona ita@g) relativa alla compressione
di immagini. Entriamo nei dettagli. Sid = ULV la fattorizzazione SVD della matrice
A. Seo; sono gli elementi diagonali della matrice diagonale e nepdare’, u; la k-sima
colonna diU, vy, la k-sima colonna dV/, allora

n
A= g akukva.
k=1

Infatti, see;, € R™ ¢ il vettore colonna avente tutte componenti nulle ecdattosima
che & uguale &, indicato conV}/” e C" la k-sima riga diV'*' e conU. , la k-sima colonna
di U abbiamo dopo qualche conto (provare a farli, anche a modwiptdche

n
EVH = Z Ok€eL * kal
k=1
da cui evidenziando il prodotto tra matrigi ricordando la sua proprieta associativa e ricor-

dando la linearita delle operazioni

UsSxVHE = U (Z+VH)

=U % <Z oLeL * VkH>

k=1

:ZUkU*ek*V,f

(8.1)

per cui essenday, la k-sima colonna dU, vy, la k-sima colonna diV abbiamou;, = U. ;, e
vl =V, nonche

n
H H
UxX*x V7 = E ORUE * V), -
k=1
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Osserviamo che le matri€iy, := uy * vl hanno rango 1 in quanto la loro immagine & uno
spazio di dimensiong, visto che

Ck*y:uk*v,?*y:(v,y)uk

dove al solito(-, -) & il prodotto scalare i€".
Se l'indicek viene ordinato cosicche i valori singolari siano in ordéiteerescente, cioe

012022 ...20p,

e tronchiamo la somma dopdermini otteniamo una approssimazione di rangiella matri-
ce A. Se in particolare la matricé & una matrice ottenuta codificando i bit di un'immagine,
si capisce che si pud comprimere la foto utilizzandompern invece diA la matrice

r
A, = g Ukukv,f.
k=1

Vediamone un implementazione in Matlab. Scarichiamo da[5] il file conpr essi on. zi p
e una volta decompresso, utilizziamo la routimeconpr . mper comprimere un’immagine
di tipo bitmap, come ad esempio il gatto salvat@at t 0. bnp. Osserviamo che il gatto &
codificato tramite una matrice di interi di dimensiohi& x 325.

Lanciando dalla shell di Matlab (non funziona in Octavefdmando

>> [im = inconpr ('gatto.bnp’, 20, gatto20.bnp’);
>> [im = inconpr ('gatto.bnp’, 50, gatto50.bnp’);
>> [im = inconpr ('gatto.bnp’, 100, gattol00. bnp');

Il risultato sono 3 foto dello stesso gatto, con diversidattli compressione, in quanto
abbiamo usato valori di diversi (r=20, 50, 100).

Per ulteriori dettagli si confront]], p.180, esempio 6.9.

NoOTA 8.1. Si pw notare che dopo la compressione, la dimensione del file rEsape
maggiore di quello originale. La ragione che il secondeé relativo ad una matrice avente
componenti intere mentre quelle del primo sono reali. Ntartte questo problema, I'idea
mostra una possibile strada per comprimere immagini.
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FIGURA 8.1.Compressione di una foto via SVD.
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