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1. Spazi normati e di Banach. Sia X uno spazio vettoriale (cf. 3f]). La coppia
(X, |l - ||) si dice spazio normato (cf.3f]) se la funziong|| - || — R (dettanormg ha le
seguenti proprieta

1. Un vettore ha sempre lunghezza strettamente positivaida eccezione ¢ il vettore
nullo che ha sempre lunghezza zero. In altri termini,

[[z]| > 0sex #0, [|0] =0,

2. Moltiplicare un vettore per un numero reale ha I'effettarsbltiplicare la sua lun-
ghezza per il modulo di esso. In simboli

Azl = A\|lz]|, A eR, z € X.
3. Vale la disuguaglianza triangolare, cioé
e +yll < llzll + llyll, Vo,y € X,

Uno spazio normat& si dice di Banach (cf.q7]) se e solo se & completo, cioé ogni succes-
sione di Cauchy in X & convergente. Ricordiamo che una ssamee{x,, },, di elementi di
X sidice di Cauchy (cf.33) se

Ve > 0 esisteN (¢) tale chem,n > N (e) implica che||z,, — x,| < e.

Alcuni classici esempi di spazi di Banach sono

e R" dotato della normauclided|z|| = /> ,_, ©3;
e C([a,b]) conlanorma

[flloo := max [f(x)];

z€la,b]

o L?([a,b]) (spazio delle funzioni integrabili alla Lebesgue, ¢i<]) con la norma

b
[ fll2 == / |f(2)|? da.
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2. 1l problemadi miglior approssimazione. Sia (V, || - ||) uno spazio normato®’ un
suo sottospazio vettoriale (non necessariamente di diov@nfinita). Siaf € V. La miglior
approssimazione dfi in W consiste nel determinare, se esiste, un elemento)V tale che
sia minima la quantity f — s|| cons € W.

In quest'ambito astratto, risulta di fondamentale impaztastabilire le condizioni di
esistenza di un elemento di miglior approssimazigne S C X.

LEMMA 2.1. Sia (V,] - ||) uno spazio normato. Per ogifi € V, la funzioned(f,-) =
|f —-|]ly daVinR & continua.
DIMOSTRAZIONE. Dalla definizione di continuita , basta mostrare che

per ognie > 0 esisted(e) > 0 tale che|| f — g|| < d(e) implical|| f]| — llglll <e. (2.1)

Supponiamo sidf|| > |lg||. Daf = g + (f — g), si ha per la disuguaglianza triangolare

Il =1llg + (f =)l <llgll +1If = gl

0 <[flI=lgl < Ilf =gl

WA= Mgl < HF = glll = Lf = gll-

Di conseguenza postie) = ¢, se||f — g|| < e allora da R.1) abbiamo

A =Tl < I(f =gl <e

Se viceversdg|| > || f|| basta riproporre lo stesso ragionamento partendodd + (g — f).
Quindi|| - || : V¥ — R & una funzione continua. Siccome la funziore f : X € R e pure
una funzione continua e la composizione di funzioni corgiaicontinua concludiamo che la
funzioned(f,-) = ||f — -|lv daVin R e continuall

TEOREMA 2.2. Esistenza. Sia (V,]| - ||) uno spazio normato ¥/ un suo sottospazio di
dimensione finita. Per ogrfi € V esiste un elemento di miglior approssimaziartec W.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione é tratta d&,[p.167]. Di sicurad € W, essendo
W un sottospazio vettoriale. Quindi male che vafia,— w*|| < ||f —0]| = || f]|. Di
conseguenza, se esisté; sta nella palla di elementi diV con centrof e raggio|| f||, che
denoteremo coBw (f, || fI|) := B(f, | fIl) " W. Ma il sottospazid/V ha dimensione finita,
e quindiBw (£, ||f|]) € un insieme compatto, essendo tali tutti i sottinsiemushe limitati
di uno spazio normato di dimensione finita.

Inoltre, dal Teorema.1, la funzione||f — -|| : V — R & continua.
Dal teorema di Weierstrass (cf,[p.117]), visto che una funzione continua in un compat-
to di R assume un valore minimo, si conclude che esiste un minim@aganzione|| f — -||
e che esiste I'elemento di miglior approssimaziarie
d

3. Facoltativo. Spazi strettamentenormati. . DEFINIZIONE 3.1. Uno spazio normato
V, si dicestrettamente convesdd. [5, p.141], se

lzlly <7, llylly <7 —llz+ylly <2r

ameno che: = y.



Esempi di questi spazi normati sohé([a, b]) (cf. [34]). Si dimostra che

TEOREMA 3.2. In uno spazio normato strettamente convesso V il problemmaiglior
approssimazione ha un’unica soluzione (qualsiasi siaticspazio W).

DIMOSTRAZIONE. Per la dimostrazione si considef, [p.142]. Sianas,v € W due
elementi distinti di miglior approssimazione flic V. Siaw = (u + v)/2. Supponiamo sia
x=f—-uy=f-—v,r=|f—-ully=|f—vllv =lzl|v = |yllv.- Essendo lo spazio
strettamente convesso

[(f =w) + (F =)y = llz+yllv <llzllv + llylly < 2r

da cui

u+
2

. s v

12f —u—wvl|ly < 2rciog| f— lv<r

il che & assurdo in quanto sarebbg” € W elemento di miglior approssimazione (e nan
v come supposto per ipotedi).

4. Approssimazione in (C([a,b]),00). Sia[a,b] un intervallo chiuso e limitato. E’
noto che C([a, b]), o0) € uno spazio di Banach e clig, I'insieme dei polinomi aventi grado
uguale o inferiore &, € un suo sottospazio vettoriale. Con riferimento al te@@recedente,
postoV := C([a,b]), W := P,, data una funzione continug € C([a,b]) e fissaton, si
cerchi il polinomiopy € P, tale che

n n

dove

If = plloo := max [f(z) — p(z)| (4.2)
z€(a,b]

Questo problema, detto diinimaxo di miglior approssimazione uniformeon € in generale

difacile soluzione e vedremo quali proprieta gode il potitiop;, verificante ¢.1). Di seguito

considereremo il caso speciale in ¢ifir) = 2" ! e mostreremo il legame tra la soluzione

del problema di minimax e I'interpolazione in nodi di Chebgs.

Inizialmente ci poniamo il quesito g& esista e sia unico. Sono verificate le ipotesi del
teorema di esistenza del polinomio di miglior approssimiaegj in quanto([a, b]), o) €
uno spazio normato®’ := P,, € un suo sottospazio di dimensiome- 1. Di conseguenza,
p; esiste.

Mostriamo ora, tramite il teorema di De La Vallée-Poussina delle due direzioni di un
teorema di Chebyshev da cui derivano le proprieta dei polirdi miglior approssimazione.
Di seguito vedremo che un tale polinomio € unico.

Poniamo

D(f,p3) = IIf = pnlles, dn(f) = min D(f,p}).
Pn€Pn
Risulta evidente che per ogpie P,, si ha

dn(f) = min D(f,p,) < D(f,p).

Pn€Pn
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Il nostro proposito € di vedere quando vale anche I'imglicae opposta, caratteristica del
polinomio di miglior approssimazione. Lasciamo la lettdedla dimostrazione allo studente
interessato.

TEOREMA4.1.Siaf € C([a,b]) con[a, b] chiuso e limitato. Se un polinomjg, € P,
soddisfa a

f(x;) = pn(z;) = (=1)e;, j=0,...,n+1

con
l.a<zg<z1<...2n41 <00,
2. tutti gli e; hanno segno costante,
allora

J

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione e tratta da,[p.222], {4, p.172], [L4, p.232]. Sup-
poniamo per assurdo che la tesi non sia verificata. Di comsegunin; le;| > d,(f) e
quindi esiste un polinomiq,, € P,, (ad esempio il polinomio di miglior approssimazione
che sappiamo esistere) tale che

mine;] > ma [£(z) — gu(2).
J z€la,b]

Il polinomio ¢,, non pud coincidere cop, perche per tutti gli indici =0,...,n+1
|f(zj) = pulz;)] > ax. |f(z) = an(2)] < [f(25) — gn(z;)]

per cuip, — ¢, non & il polinomio nullo.
Da

tn(5) = Pn(x5) = (an(x5) = fu(@)) + (Fa(2)) = pu(z))) = (an(z5) = fulz))) + (=1)¢;
e poichémin; |e;| > max,c(q,p) | f(x) — gn ()| implica
el 2 minles| > max 17(@) = aa(2)] 2 1£(25) = ()]
per cui necessariamente il segn@gliz;) — p,,(x;) & lo stesso di quello df, (x;) — pn(z;).
Quindi il polinomio non nullag, — p, € P, cambia segna + 1 volte il che significa che ha

almenon + 1 zeri e quindi non pud essere un polinomio di gradthe € una contraddizione.
d

Supponiamo ora che sia
|f(x;) = pu(z;)] = D(f,pn), j=0,...,n+ 1.

Dal teorema di De La Vallée-Poussin, in virtu di questiali richiesta che sfruttiamo nell'ul-
timo passaggio

cioe D, (f,pn) = dn(f) e quindip,, € proprio un polinomio di miglior approssimazione.
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Al momento resta il dubbio che esista un polinomio aventestguproprieta . A questa do-
manda risponde il seguente teorema di Chebyshev, dette ahegui-oscillazioneSecondo
alcuni questo teorema € dovuto a Borel (1905).

TEOREMA 4.2. Un polinomiop,, € P,, € un polinomio di miglior approssimazione (in
normal| - ||s) di una funzionef € C([a,b]) se e solo s&f(z) — p,(x) assume i valori
+D(f,p,) con segni alterni, almeno + 2 volte in[a, b].

Per una dimostrazione completa di questo teorema si cofisyit 149] e per una sua difficile
generalizzazione a polinomi razionali [p.51]. Si consideri anché {, p.233].

FIGURA 4.1.Charles Jean de la Vallee-Poussin (1866-1962) e Pafnutyitlh Chebyshev (1821-1894).

TEOREMA 4.3. Il polinomio p, € P, di miglior approssimazione di una funzione
f € C([a,b]) (in normal| - ||.) esiste e unico.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione é tratta d&,[p.144], [L4, p.238]. Supponiamo
esistano due polinomi,, ¢, di miglior approssimazione in normp: ||~ € si consideri il
polinomio(p,, + ¢,)/2 € P,. Sfruttando la disuguaglianza triangolare

fla) - DT L0y ) + (@) - aa(a)

< @)~ pul@)] + 517~ an@)] S da(f)  (A3)

per ogniz € [a, b], per cui essendp,, ¢, polinomi di miglior approssimazione le disugua-
glianze sono in realta uguaglianze (altrimenti avremnowato un polinomiamigliore dei
precedenti) e, cosi , put@, + ¢,)/2 € un polinomio di miglior approssimazione. Se ne
ricava che

pn(z) + qu(z)

(o)~ 2D 240y pu(a)l + 515) — an @)l

i _ f(x)—pn(x _ J(=@)—qgn(z H
Fissatar € [a, b] e poston = ()2p @) 5= ()2‘1 ) si ha che

o+ B = laf +[8].

Ma « e 8 sono numeri reali e I'unica possibilita per cui cido accadzhea, S abbiano segni
concordi. Inoltre in un punta* in cui |f(x) — W € massimo necessariamente
sono pure massimif (x) — pn(z)|, |f(z) — ¢.(z)| perche i tre polinomi sono di miglior
approssimazione. Piu esplicitamente, se cosi non fegser, assurdo

1f (@) = pu(@®) [+ |f(27) = gn(z7)] < 2dn(f)
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allora

Patin) |y - el L anle),

D(f, =)= 2
= %(If(x*) — (@) + [ f(2") — gn(z")])
< % 2d,(f) = du(f) (4.4)

il che e assurdo appunto percghg ¢, sono polinomi di miglior approssimazione e quindi

(£, 220 > d(f).

Di conseguenzd f(z*) — p,(z*)| = |f(z*) — gn(z*)| € visto che gli argomenti dei
moduli hanno pure lo stesso segno

f(@) = pn(z®) = f(z7) = qu(z").

Quindip,(z*) = g, (z*). In definitiva, glin + 2 punti di p,, e g, in cui la massima
equioscillazione & raggiunta (ed & pad,& f)) sono gli stessi. Ma due polinomi di grado
che coincidono im + 2 punti distinti sono uguali. Infatti se cid accage— ¢,, € un polinomio
di gradon che si annulla im + 2 punti il che implica che & il polinomio nullo ciog, = q,,.
d

5. Alcune note sui polinomi di Chebyshev. Consideriamo la funzione
T, (z) = cos(narccos(z)), = € [-1,1]

(cf. [2, p.211], [L4, p.241]). A priori, in virtu della presenza del cosef®, non sembra
essere un polinomio. In realtd si vede subito €hér) = cos(0arccos(x)) = 1, Ty(z) =
cos(1 arccos(z)) = x. Dal teorema di prostaferesi

cos((n+1)60) = (cos(nb)) - cos(f) F (sin(nd)) - sin(d)
si vede inoltre che pet = arccos(x) si ha
Tnt1(x) + To1(x) = 2 (cos(n6)) - cos(8) = 2T, (z)x
da cui
TnJrl(I) =2 Tn — Tn,1

Di conseguenza, per ricorrenza, si deducehé un polinomio di grada e che inoltre per
n > 0 edel tipoT,(z) =2""1a" + ---.
Gli zeri z;, del polinomio di Chebyshev sono i punti per euk(n arccos(zy)) = 0, per
cui
2k +1
narccos(xy) = Ty kn = @k+ m
2 2
2k + )7

arccos(zr) = 5
n
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(2k+ 1)

k=0,...,n—1
2TL )7 ) y

xy, = cos(arccos(zy)) = cos (
Notiamo che gli zeri del polinomio di Chebysh@&y sono esattamentg distinti e nell'inter-
vallo [—1, 1]. Si lascia la comprensione della dimostrazione al letiateressato.
TEOREMA 5.1. Siaf € C+t1)([-1,1]) e supponiamg (**1) sia costante. Allora
I'interpolante polinomiale di grado: negli zeri del polinomio di Chebyshev di gradoé
I'elemento di miglior approssimazione diin P,,.

DIMOSTRAZIONE. Siaf € C("+1)([-1,1]) e si considerina-+1 punti distintiz, . . ., z,, €
[~1,1]. Supponiamo inoltre chg(™*+1) sia costante. Sg, & il polinomio che interpola le
coppie @k, f(xr)) (k =0, ...,n), dal teorema del resto dell'interpolazione polinomiale,

(—m0) - (¥ = Tn) L(ns1)
R = — Pn = n
(2) = (@) = pu() CESTEE A
coné € I(xo,...,T,) doveZ(xo,...,zy,) & il pit piccolo intervallo aperto contenente
20,...,on. Essendof(™*1) costante,R(z) in normal| - |- & minimo per quella scelta
di xg,...,xz, percui & minimo
a — e — ZTpn)l|.
Jmax (@ =) o (a— a)|

Ci sidomanda, in questo caso, quali siano i punti migligi. . ., =}, in cui effettuare l'inter-
polazione, cosi da minimizzafiR|| . € di conseguenza determinare il polinomio di miglior
approssimazione uniforme interpolanfiaei puntizg, . . ., z}.

Si osserva che,,1(x) := (x — x9) - ... (x — z,,) € un polinomio monico di grado
n + 1 e quindi si puo riscrivere, per un cerg € P,, comer, . i(z) = 2" — ¢, (). Di
conseguenza

max |rpi1(z)] = max 2" — g, (2)]
z€[—1,1] z€[—1,1]

& minimo al variare degfizx } k—o.... » quanday, (z) € il polinomio di miglior approssimazio-
ne uniforme diz"*!. Sfruttando il teorema di Chebyshev, mostreremoghel'interpolante
polinomiale diz"*! neglin + 1 zeri

tr = cos Mz ,k=0,...,n
(n+1) 2

del polinomio di Chebyshev di grado+ 1
Tht1(x) = cos ((n + 1) arccos(x)) .

Notiamo che in questo caso, per le proprieta interpoleddb}ljfr1 = qn(tx) € necessa-
riamentet}c“rl — gn(ty) = 0 perk = 0,...,n, per cui, a meno di un fattore moltiplica-
tivo, r,41(x) = 2" — g, (x) & proprio il polinomio di Chebyshev di gradB,; per-
cheé si annulla negli stessi + 1 punti ed ha lo stesso grado+ 1. Basta cosi mostrare
cheT,,; = 2" — ¢,(z) gode delle proprieta di equioscillazione. E cosi & , edse
|cos(z)| < 1, cos((n+ 1)arccos(z)) = +1 quando(n + 1) arccos(z) € multiplo dik,
cioé

(n+ 1) arccos(sg) = km

km
n+1

arccos(sg) =
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(arccos(si)) i

S = CcOoS(arccos(s = COS

F F n+1

perk = 0,...,n+ 1 (non siamo andati oltre questi indici poiché per la pegadidel coseno
avremmo ottenuto solo la ripetizione di alcuni purf).

6. Costanti di Lebesgue. Sia f € C([a,b]), con [a, b] intervallo chiuso e limitato e si
consideri il polinomiap,, € P,, che interpola le coppiex(, f(x)) (perk =0,...,n, 23 a
due a due distinti). Si ponga per semplicita di notazifijne= f(xx). Come & noto, indicato
con Ly, il k-simo polinomio di Lagrange

R S T (—20) (—wp—1) (@—apy1) (@ —an)
i) = ] g —x; (wr—m0)  (zk—apo1) (Tr—2ep1)  (zE— )

si ha

z) =Y frl(x)
k=0

Supponiamo che i valori dfi. siano perturbati (per esempio per via dell'arrotondameeto
numero) e sostituiti cotf,. Otteniamo quindi quale polinomio interpolatore

Si ha cosi che

pn(x) _ﬁn(x) = Z(fk - fk)Lk(x)

k=0

pn(@) = @) < 3 I = il Lu(@)] < (m,gxm - m) S |Li(@)]

k=0 k=0

e quindi posto

A, = ma Li(
mIél[a)z] Z| k

si ha

I =l < (x| i = 5l ) - A

Il valore A,, & nota comecostante di Lebesgugell'insieme di puntixg, ..., x, (cf. [2g]).

Si vede immediatamente che € un indice di stabilita ddtipolazione di Lagrange: piu e
piccola e piu I'approssimazione € stabile (cf, p.139-140]).

Ricordiamo le seguenti definizioni.

DEFINIZIONE 6.1.Un operatored : X — Y & lineare se e solo se
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1. A(u+v) = A(u) + A(v) per ogniu,v € X;
2. A(aw) = aA(u) perognia € R, u € X;

DEFINIZIONE 6.2.Se X, || - || x), (Y, || - |ly) sono due spazi normati{ : X — Y € un
operatore lineare limitato (cf.31]) se e solo se esist€ tale che

[Az| < Cllz]], Vo € X

0 equivalentementd mappa limitati diX in limitati di Y. Il numero reale

A
A = sup ||Az|y = sup || Az]ly
lzll<1 vexaro 7] x

si chiamanorma dell'operatore linearé (cf. [8, p.224]), [3, p.40].

Talvolta un operatore lineare limitato si dicentinug poiche come si vede facilmente la
continuita € equivalente alla limitatezza. Si noti chmbn € vero in generale se I'operatore
non ¢ lineare.

SiaL,, & l'operatore che associafac C([a,b]) il suo polinomio di interpolazione nei no-
di distinti zg, ..., z,. Non & difficile mostrare ch&,, & lineare mentre la sua limitatezza
dipende dal fatto che (cfl1P, p.81])

1L (NI =11 f(an) Li(a)]| < ”Z|Lk )[[max | f ()| < ”Z|Lk LA (6.1)
k

Si puo inoltre provare che

E’ﬂ, o0

_ max £ ()]l (6.2)
9eC(lab), 920 [|glloo

cioe la costante di Lebesgue € la norma dell'operatorgélipolazione,, rispetto alla norma

[+ lloo (cf. [12, p. 83]).

NoTA 6.3 (Facoltativo).Dalla definizione di norma di un operatore linearg si vede
facilmente ché{ A|| & il piu piccoloC per cui

[AHI < CIA-

Di conseguenza, d&(1) ricaviamo chd|L, || < A,,. Mostriamo che pure vero ch§ L, || >
A,, e che quindj| L, || =

Essendo la fun2|one d| Lebesgh&’_ |Li(x)| continua infa, b], necessariamente dal
teorema di Weierstrass esiste un suo pu:frtan cui assume massimo. Sjala funzione
lineare a tratti che inxz; ha valore sigiL,(z*)). Allora essendo il massimo del valore
assoluto di una funzione lineare lineare a tratti in uno dengi della suddivisione abbiamo

lgll = max lg(z)| = max lg(zs)| = max |sign(Li(z"))| =1
z€J[a,b] k=0,...,n k=0,...,n
eda
n

1La(g)ll = 1> g(an)Li(@)ll = 1Y sign(Li(z")) Li(2)|
k=0

k=0

= max |Zsugr<f:k NLe(@)| > | sign(Li (=) Li(a*)|

b)
z€la, =0

Z ) = P Z |Li(x (6.3)
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ricaviamo

THE ”" (”” > A

NOTA 6.4 (Facoltativo) Un operatore lineare” : V' — V (conV spazio di Banach) si
dice essere una proiezione 88 = P o P coincide conP [3, p.121]. Se in particolareP &
anche limitato, essendon(P) = {g € V : g = P(f), f € V} C V ricaviamo

el - IP@l . IPA
reviizo ||P(f)ll getm(V),g20 gl = 1 (Al
Ma allora
P2 P(P
P = max IPDOI o IPPUD]
reviizo | fll revigzo |

o PO -IPW)]
~revirzo PCHI-II]
IP(P())II 1P|
=&V [P svirzo [l
1Pl 1P(f)|
T I T
—|P|l- 1P| = ||P|)? (6.4)

abbiamo daP? = P che||P?|| = || P|| e quindi
1P =11P2] < [|P]*.

In definitiva essend)P|| > 0 abbiamo che sé & un operatore di proiezione limitato non
nullo allora | P|| > 1. Si vede facilmente che I'operatof®, € un operatore limitato, di
proiezione, e non nullo. Di conseguerjza, || > 1 e quindiA,, = || £,| > 1.

TEOREMA 6.5. Sef € C([a,b]) e p, € il suo polinomio di interpolazione relativo ai
puntizg,...,xz, Siha

dove

dalf) = inf 1 = gall

e I'errore compiuto dal polinomio di migliore approssimaae uniforme.

DIMOSTRAZIONE.

Per la dimostrazione si consulting, [p.140], [L1, p.213], [.2, p.85]. Sef € P, allora
f = pn = ¢, € quindi l'asserto & ovvio. Supponiamo quindi gheon appartenga®R,,, cioé
f — g non sia la funzione nulla, qualsiasi gia € P,,.

Per ogni polinomiay,, € P,,, € L,(g.) = g, in quanto I'unico polinomio che interpola
in n + 1 punti distinti un polinomio di grada € il polinomio stesso. Inoltre essengp il
polinomio che interpold in xy, . .., x, abbiama’l,, (f) = p,. Dalla linearita dell'operatore
L,, abbiamo cosi

Lo(f = aqn) = La(f) = Ln(qn) = Pn — qn-
10



Poichéf — ¢, € una funzione continua non nulla, abbiamo

A, = max ”‘Cn(g)Hoo > H‘Cn(f_Qn)Hoo _ Hpn _Qn”oo (6.6)
9€C([a,b]), 970  ||gloc Ilf — gnlloo Ilf = @nlloo

e di conseguenza

[Pn = @nlloe < An - [If = @nllco- (6.7)

Per concludere, osserviamo che per la disuguaglianzgtiare daf —p = (f — q) +

(¢—p)e@6.7)

ILf = polloc = 1(f = @n) + (¢ — Pn)lloo
<N = anlloe + llgn — Pulloo
<|f = anlloe + A |lf = gnlloo
=1+ M) If = qulloo (6.8)

O

Questo teorema e utile, perche fa capire che se la costergébesgue e piccola allora I'errore
compiuto dall'interpolante polinomialegocopiu grande dell’errore di miglior approssima-
zione uniforme.

FIGURA 6.1.Giuseppe Lodovico Lagrangia o Lagrange (1736-1813) e Heebesgue (1875-1941).

Vediamo ora quali sono le stime delle costanti di Lebesguealseni set din + 1 punti
xo, . .., 2, particolarmente interessanti, nell'intervallel, 1] (cf. [13]):
1. punti equispaziati: si dimostra che la costante di Lebesglativa a questi punti
vale asintoticamente
2n+1

~

~ enlog(n)

(cf. [4, p.142]);
2. punti di Chebyshev: corrispondon% dovek = 1,...,n + 1; si dimostra
che la costante di Lebesgue relativa a questi punti valécdsiamente

2 8 1
Z {1 1 hd -
7T(og(n—l— )+7+w>+0((n+1)2>
dovery =~ 0.577 & lacostante di Eulero-Mascherdgf. [27]);
11



>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

ans

>>

t=(2/pi)

FIGURA 6.2.Leonhard Euler (1707-1783) e Lorenzo Mascheroni (17503).80

3. punti di Chebyshev estesi: sono definiti ni‘fl’s)(ffb’(l)w s dovek =1,...,n+1;
2n+41
si dimostra che la costante di Lebesgue relativa a questi paie asintoticamente

%(log(n+1)+”y+log<%) —%) +o<ﬁ);

4. configurazione ottimale: si dimostra che la minima castdnLebesgue (non € nota
esplicitamente!) vale

% <log(n—|— 1)+ +log (%)) +0 (%)

Vediamo usando Matlab quanto siano differenti tali costaertgradin qualis, 10, .. ., 50.

n=(5:5:50)"; % VETTORE COLONNA DI GRADI.
% NODI EQUISPAZIATI.
s=(2.”(n+1))./(exp(1)

% NODI CHEBYSHEV.
*( log(n+1) + 0.577 + (8/pi) );

% COSTANTI DI LEBESGUE:

% NODI EQUISPAZIATI vs CHEBYSHEV (GRADI 5, 10, ... 50)
[s 1]

*n. *log(n));

2.9258e+000
3.2720e+001
5.9352e+002
1.2877e+004
3.0679e+005
7.7425e+006
2.0316e+008
5.4825e+009
1.5112e+011
4.2351e+012

3.1291e+000
3.5150e+000
3.7536e+000
3.9267e+000
4.0626e+000
4.1746e+000
4.2698e+000
4.3526e+000
4.4259e+000
4.4915e+000
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Dalla stima precedente tra errore compiuto dall'interptdaispetto a quello della miglior
approssimazione uniforme, si capisce bene, una volta anperche i nodi di Chebyshev
siano da preferire a quelli equispaziati.

Volendo stimare I'errore di interpolazione da %), manca una stima dell’errore di mi-
glior approssimazione. Questa viene fornita dai segueatemi di Jacksond| p.142], P,
p.224]

TEOREMA 6.6. Per ognin > 1 e per ognif € C([a,b]) esiste una costant&/
indipendente da, «a, b tale che

. b—a
inf ”f_p”ooSMW (fa >
PEPn n

dovew(f, ) € il modulo di continu@ della funzionef su [a,b], cice
w(f,6) = sup [f (@) = fy)l.

z,y€la,b], [t —y|<8

Conoscendo le derivate successive (0 loro stime) si posawva® stime piu precisa
dell'errore di miglior approssimazione.

TEOREMA6.7.Sef € C?([a,b]), p > 0 si ha per ognin > p

b—a)P b—
inf ] — plloe < MPH! b0 w27
PEPn n-(n=1)...(n—p+1) n—p
Una tentazione che viene guardando il teorema precedéstig termini Z:‘; e il deno-

minatoren - (n — 1)...(n — p + 1) & di credere che piu alto siameglio € . Si devo pero
osservare che non si ha alcuna conoscenza di come varinavatde-esime al crescere di
p e cheinoltre sé — ¢ > 1 allora(b — a)?P cresce al crescere g

TEOREMA 6.8.Sef € C?([a, b]), ed f*) & o holderiana, ci@

sup |f®(x) = fP(y)| < M|z —y|*
z,y€la,b]

per qualcheM > 0,0 < « < 1. Allora esiste una costant®/;, indipendente dg e n per

cui

. My,
pggfﬂ If =plloo < =5 2 1.

NOTA 6.9.Una funzionef : Q C R™ — R™ si diceLipschitziandcf. [26]) se e solo se
esisteK > 0 tale che

[f(@) = fWl < Kz =yl Va,ye

Se in particolare2 = [a, b] chiuso e limitato, dalla definizione di modulo di contirdusi ha
faciimente chev(f,d) < Ké. Un utile esercizio consiste nello stimare I'errore di nidg!
approssimazione per funziofiiper cui f(?) & lipschitziana.

NoTA 6.10. Un esempio di funzionedtderianaé la radice quadrata. Consideriamo
ad esempio la funzione radice quadrata definita in un intbovipa, b]. Si dimostra che2
holderiana con costanté/2. Un utile esercizia@ mostrare che in [@o) la funzionef (z) =
%, a < 1 e holderiana ma non lipschitziana (ct] p.157]).
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FIGURA 6.3.Otto Holder (1859-1937) e Rudolf Otto Sigismund Lipsctii&32-1903).

7. Esercizioin laboratorio. Se siintende approssimafér) = x* nell’intervallo[0, 1]
con una retta:(z) = a1 + bz cosicché sia minima la quantita

/ (f(2) - gal(a))? da
0

si ottiene quale miglior approssimante

f(2) = 1 n 4
go(z) = 5 533.
Se invece si intende minimizzare con una rettdx) = as + box la quantita

4
max |z° — T
x€{0)1]| Joo ()]

Si ottiene

. —3.21/3

E’ questa una contraddizione? Perché (6fp.128])?
1. Usando Matlab/Octave e il comandoad (aiutarsi con I'help!) calcolare

/ (f(2) — g2(2))’ d,
0

1
/O (f(2) — g% () da.

2. Definiti 201 punti equispaziati; = k/200 ovek = 0, ..., 200 nell'intervallo [0, 1]
e aiutandosi con I'help del comantospace , valutare

max |z, — ga(a)|
Tk

max |3:i — goo(xk)]-
Tk

14



3. Disegnare il grafico delle funziotfi, g2, go. INOltre plottare in scala semilogarit-
micalf — g2| [f — gol-
Cosa attestano questi risultati numerici?
Suggerimenti:
1. Per I'utilizzo diquad in Octave puo essere d’aiuto

http://www.math.uic.edivanson/Octave/OctavelntegralEG.html
2. Perl'utilizzo diquad in Matlab pu0 essere d'aiuto
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdf/quad.html

NOTA 7.1. Per quanto riguardaquad (su Matlab 7.8, osservando che in Octave le
cose sono diverse)

>>

>> % IN MATLAB 7.8 (DIVERSO IN OCTAVE).

>>

> e
>> % FUNZIONE DEFINITA VETTORIALE SU SHELL.

S5 e eeees s
>> myfun_inline=inline(’x.”4’);

>>

>> % PRIMO TENTATIVO.

>> Q=quad(myfun_inline,0,1)

Q =
0.2000

>>

>> % SECONDO TENTATIVO.

>> Q=quad(@myfun_inline,0,1)

??? Error: "myfun_inline" was previously used as a variable ,
conflicting with its use here as the name of a function

or command.

See MATLAB Programming, "How MATLAB Recognizes

Function Calls That Use Command Syntax" for details.

>>
>> % TERZO TENTATIVO.
>> Q=quad("myfun_inline",0,1)
??? Q=quad("myfun_inline",0,1)
I
Error: The input character is not valid in MATLAB statements or
expressions.

>>
>> % QUARTO TENTATIVO.

>> Q=quad(’myfun_inline’,0,1)

??? Undefined function or method 'myfun_inline’ for input
arguments of type ’'double’.

Error in ==> quad at 77
y = f(x, varargin{:});
15


http://www.math.uic.edu/~hanson/Octave/OctaveIntegralEG.html
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/quad.html

>>
>> 0p
>> % FUNZIONE DEFINITA SU FILE (E NON SU SHELL).
>> 0

>> % function y=myfun(x)

>> 0% y=x."4;

>> 0
>>
>> % PRIMO TENTATIVO.

>> Q=quad(myfun,0,1)

??? Input argument "x" is undefined.

Error in ==> myfun at 4
y=X."4,

>>

>> %% SECONDO TENTATIVO.
>> Q=quad(@myfun,0,1)

Q =
0.2000
>>
>> 0% TERZO TENTATIVO.
>> Q=quad("myfun”,0,1)

??? Q=quad("myfun”,0,1)

I
Error: The input character is not valid in MATLAB statements
expressions.

>>
>> % QUARTO TENTATIVO.
>> Q=quad(’myfun’,0,1)

Q =
0.2000

>>

or

Per quanto riguarda invece il calcolo del massimamssere d’aiuto:

>>
>> myfun_inline=inline(’x.”3+sin(x)’);
>>

>> % CALCOLIAMO IL MASSIMO DI TALE FUNZIONE IN UN SET

>> % DI PUNTI EQUISPAZIATI DELLINTERVALLO [-1,1].
>>

>> x=-1:0.001:1,
>> length(x)

ans =
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>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

2001

% | PUNTI SONO 2001: 1000 NEGATIVI, 1000 POSITIVI, E ZERO.
% AVREI POTUTO AVERE LO STESSO SET DI PUNTI USANDO
% x=linspace(-1,1,2001);

y=feval(myfun_inline,x);
max_value=max(y);
max_value

max_value =

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

1.8415

% SUPPONIAMO DI VOLER CALCOLARE LA NORMA INFINITO DI
% QUESTA FUNZIONE FORNENDO QUALE APPROSSIMAZIONE
% IL VALORE DEL MASSIMO NEL SET CAMPIONE, (RICORDARSI
% IL VALORE ASSOLUTO!).

abs_y=abs(y);

max_value_abs=max(abs_y)

max_value_abs =

>>
>>
>>
>>

1.8415

% ALTERNATIVAMENTE AVREI POTUTO USARE IL COMANDO norm.

help norm

NORM Matrix or vector norm.

>>
>>

For matrices...
NORM(X) is the largest singular value of X,
max(svd(X)).

NORM(X,2) is the same as NORM(X).

NORM(X,1) is the 1-norm of X, the largest
column sum, = max(sum(abs(X))).

NORM(X,inf) is the infinity norm of X, the largest
row sum, = max(sum(abs(X"))).

NORM(X,'fro”) is the Frobenius norm,
sqrt(sum(diag(X’ * X))).

NORM(X,P) is available for matrix X only if P
is 1, 2, inf or 'fro’.

For vectors...
NORM(V,P) = sum(abs(V)."P)"(1/P).
NORM(V) = norm(V,2).
NORM(V,inf) = max(abs(V)).
NORM(V,-inf) = min(abs(V)).

See also cond, rcond, condest, normest, hypot.

norm_inf=norm(y,inf)
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norm_inf =
1.8415

>>

>> % PER CONVINCERSENE FACCIAMO UN PLOT E LOCALIZZIAMO
>> % IL MASSIMO IN -1 O 1(SONO UGUALI, PERCHE?).

>> plot(x,y)

e Sottolineiamo che alcuni warnings possono essere prodatttalcolo di in-
tegrali definiti conquad . Si osservi se i risultati prodotti sono corretti calco-
lando I'integrale analiticamente.

e La funzione integrandd, che supponiamo possa essere calcolata vettorial-
mente dd.m , viene campionata in certe ascissgdecise dalla routinguad
e poi via una particolare combinazione lineare con certi € R offerti nuo-
vamente da quad si ottiene

b N
/ f(x) dm%Zwkf(a:k).
@ k=1

8. Esercizio in laboratorio. Qualche esempio numerico sul calcolo dell’elemento
di miglior approssimazione.. Si implementi un codice Matlab che approssimi la costante
di Lebesgue di un set di puntb, . .., z, in un intervallo prefissatfu, b], valutando lafun-
zione di Lebesgu®_,_, |Li(x)| (dove al solitoL;, € il k-simo polinomio di Lagrange) in
M = 1000 punti test equispaziati ifu, b]. In seguito si valuti con tale codice la costante di
Lebesgue di un set di 10 punti equispaziatil, 1] e in 10 punti di Chebyshev.

9. Facoltativo. Qualche esempio numerico sul calcolo dell’elemento di miglior ap-
prossimazione.. Per calcolare la miglior approssimazione uniforme di unaione f €
C([a,b]) (con [a,b] intervallo chiuso e limitato) si usa spesso I'algoritmoRimez (cf.
[9]), un matematico ucraino che lo ha scoperto intorno al 1938a sua implementazio-
ne in Matlab/Octave e distribuita inLf]. Alcuni test immediati, mostrano che la routine
puod avere problemi con versioni di Matlab strettamentegaenti alla 6.1, ma funziona con
la 6.1 e successive, nonché con le ultime releases di Qclbfike, scaricabile da internet,
una volta decompresso presenta una cartella contenertetieaserr.m , findzero.m
remez.m , test.m , nonche la spiegazione sull'algoritniRemez.pdf . La routine cen-
trale eremez.m che richiamdfindzero.m , err.m , mentretest.m & un driver che
illustra il suo utilizzo effettuando due esempi relativareealla miglior approssimazione uni-
forme rispettivamente dixp(x) esin(x) in [0,271°] di grado2. Il lancio del drivertest.m
offre come risultato i 2 grafici degli errori assoluti tra kenkioni e i polinomi di miglior
approssimazione uniforme.

La routineremez.m ha una sintassi

A=remez(fun,fun_der,interval,order)

Gli input sono la funzionéun , la sua derivatéun _der , I'intervallo interval e il grado
order mentre nella variabile di output viene assegnato un vettore di lunghezza uguale a
order + 2, in cui nell'ultima componente viene immagazzinato utaa dell’errore com-
piuto || f — pi ||, mentre nelle rimanenti ci sono i coefficienti del polinondianiglior ap-
prossimazione in [a,b] relativamente alla base monomiafeaga { (z — a)*}, cona estremo
inferiore dell'intervallo|a, b].
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Vediamo un esempio che illustri il suo utilizzo. 19, [p. 128], si asserisce che la miglior
approssimazione di grado 1 della funziofiee) = 2%, in [0,1], e pi(z) = 2 — ZV2 ~
x —0.236. ... Per verificare la bonta del codice Matlab/Octeemmez.m digitiamo su shell

>> fun=inline('’x.”4’);

>> fun_der= inline('4 *X."3");
>> interval=[0,1];
>> order=1;

>> A= remez(fun, fun_der, interval, order)

A =
-0.2362
1.0000
-0.2362
>>

Questo esperimento ci fa capire che in effetti i coefficidetipolinomio di miglior approssi-
mazione uniforme sono descritti in ordine crescente pat@rapetto alla basg, z, . . . , 2™,
e che i risultati proposti sono corretti (epé(z) ~ = — 0.236...). L'ultima componente di
A, € lo scalare-0.2362 che rappresenta il massimo errore compiuto in modulo, metaldi
segno. Di conseguenza,

I1f =Pt lloo = | — 0.2362] = +0.2362.

Se implementiamo la routimaytest.m

fun=inline('x.”4);

fun_der= inline(’4 * (x."3)");
interval=[0,1];

order_vett=0:3;

for index=1:length(order_vett)
order=order_vett(index);
A= remez(fun, fun_der, interval, order);

Al=A(1:end-1);
E=A(end);

fprintf(\n \t [DEGREE]: %3.0f [ERR. INFTY NORM]: %2.2¢e’,0 rder,abs(E) );
end

che calcola i polinomi di miglior approssimaziopg perk = 0,...,3 nell’esempio prece-
dente e la lanciamo dalla shell, otteniamo

>> mytest

[DEGREE]: 0 [ERR. INFTY NORM]: 5.00e-001

[DEGREE]: 1 [ERR. INFTY NORM]: 2.36e-001

[DEGREE]: 2 [ERR. INFTY NORM]: 6.35e-002

[DEGREE]: 3 [ERR. INFTY NORM]: 7.81e-003
>>
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Consideriamo quale nuovo esempfdx) = exp(z) nell'intervallo [—1, 1]. Il polinomio di
miglior approssimazione di grado 3 & (ct, p.202], {4, p.174])

ps = 0.994579 4 0.995668 x + 0.542973 22 4+ 0.179533 2.

Per prima cosa lo verifichiamo con 'algoritmo di Remez in Mdht

>> fun=inline(exp(x)’);

>> fun_der=inline(exp(x)’);

>> interval=[-1,1];

>> order=3;

>> A= remez(fun, fun_der, interval, order);
>> format long

>> A

A =

0.36235107106275
0.44832258411240
0.00437233753337
0.17953348361616
-0.00552837010869

Notiamo subito che i primi 4 coefficienti id non coincidono con quelli di%. La ragione &
semplice perche la base in cui & descritto il polinomio @jliar approssimazione € del tipo
1, (z+1), (x+1)% (z+ 1) enonl, z, 22, 3. Quindi vogliamo vedere, aiutandoci col
calcolo simbolico di Matlab (0 Maxima di Octave) che

ph = 0.36235107106275 + 0.44832258411240 - (x + 1) 4 0.00437233753337 - (z + 1)? +
+ 0.17953348361616 - (= + 1)° (9.1)

coincide con
p§ = 0.994579 + 0.995668 = + 0.542973 2 + 0.179533 2°.

In Matlab

>> syms X
>> p=0.36235107106275+0.44832258411240  * (x+1)
+0.00437233753337 * (x+1)."2+0.17953348361616  * (x+1)."3

p =

7301899142731767/9007199254740992
+4038130845500765/9007199254740992  *Xx+
2520480983810965/576460752303423488 = (x+1)"2
+3234187719657061/18014398509481984  * (x+1)"3

>> simplify(p)

ans =

573336033147670005/576460752303423488+
286981678583374373/288230376151711744 * X+
313002502070888821/576460752303423488 * X 2+
3234187719657061/18014398509481984  *X"3
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>> 573336033147670005/576460752303423488

ans =
0.99457947632468

>> 286981678583374373/288230376151711744

ans =
0.99566771002762

>> 313002502070888821/576460752303423488

ans =
0.54297278838185

>> 3234187719657061/18014398509481984

ans =
0.17953348361616
>>

e quindi I'algoritmo di Remez calcola proprio il polinomia ihiglior approssimazione (in

norma infinito).

Vediamo la qualita dell’approssimazione aumentandoatigr

fun=inline(exp(x)’);
fun_der=inline(exp(x)’);
interval=[-1,1];
order_vett=1:10;

for index=1:length(order_vett)

order=order_vett(index);
A= remez(fun, fun_der, interval, order);

Al=A(1l:end-1,1);
E=A(end);

fprintf(\n \t [DEGREE]: %3.0f

end
ottenendo
>> mytest

[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:
[DEGREE]:

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

[ERR.
[ERR.
[ERR.
[ERR.
[ERR.
[ERR.
[ERR.
[ERR.
[ERR.
[ERR.

[ERR. INFTY NORM]: %2.2¢e’,0

INFTY
INFTY
INFTY
INFTY
INFTY
INFTY
INFTY
INFTY
INFTY
INFTY

NORM]:
NORM]:
NORM]:
NORM]:
NORM]:
NORM]:
NORM]:
NORM]:
NORM]:
NORM]:

2.79e-001
4.50e-002
5.53e-003
5.47e-004
4.52e-005
3.21e-006
2.00e-007
1.11e-008
5.52e-010
2.50e-011

rder,abs(E) );

Vediamo un paragone con la troncata della serie di Tayloratig opportuno. Essendo

T
exp(x) = Z Ev
k=0

+oo L
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consideriamo quale polinomio di grago

p .Ik
exp(z) = Z E
k=0
Salviamo inmytaylor.m

fun=inline(exp(x)");
interval=[-1,1];
order=3;

order_vett=1:10;

% Punti tests e valutazione funzione.
x=linspace(interval(1),interval(2),10000);
fx=feval(fun,x);

for index=1:length(order_vett)
order=order_vett(index);

% Calcola i coefficienti di Taylor, in ordine crescente per g rado.
v=(0:order)’;
coeffs=1./gamma(v+1);

% Valuta I'errore in norma infinito.
px=polyval(flipud(coeffs),x);
inferr=norm(fx-px,inf);

fprintf('\n \t [DEGREE]: %3.0f [ERR. INFTY NORM]: %2.2¢e’,0 rder,inferr);
end

Otteniamo cosi

>> mytaylor
[DEGREE]: 1 [ERR. INFTY NORM]: 7.18e-001
[DEGREE]: 2 [ERR. INFTY NORM]: 2.18e-001
[DEGREE]: 3 [ERR. INFTY NORM]: 5.16e-002
[DEGREE]: 4 [ERR. INFTY NORM]: 9.95e-003
[DEGREE]: 5 [ERR. INFTY NORM]: 1.62e-003
[DEGREE]: 6 [ERR. INFTY NORM]: 2.26e-004
[DEGREE]: 7 [ERR. INFTY NORM]: 2.79e-005
[DEGREE]: 8 [ERR. INFTY NORM]: 3.06e-006
[DEGREE]: 9 [ERR. INFTY NORM]: 3.03e-007
[DEGREE]: 10 [ERR. INFTY NORM]: 2.73e-008

E’ immediato osservare la netta differenza tra la qualéiiapprossimazione fornita dalla
troncata di Taylor e quella del polinomio di miglior apprimsazione.

NoTA 9.1. Il codice freewareremez.m purtroppo a volte non si comporta corretta-
mente. Per gli utenti che dispongano di Matlab in versioreerde (a partire dalla 7.4), si
suggerisce in alternativa di installare le routines del phettochebfun [16] e quindi utiliz-
zare la routineeemez.m (da non confondersi con la precedente, p&rdhnatura totalmente
diversa) introdotta in §].
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Se la routine2 correttamente installata, abbiamo

>> % f=inline('exp(x)’);

>> % APPROSSIMA "f' ALLA PRECISIONE DI MACCHINA CON UN POLINIGD "p".
>> p=chebfun(exp(x)");

>> % TESTIAMO APPROSSIMAZIONE DI CHEBFUN.

>> test nodes=-1:0.001:1;

>> f_test_nodes=feval(f,test_nodes);

>> p_test_nodes=feval(p,test_nodes);

>> abs_err_chebfun=norm(f_test_nodes-p_test_nodes,in f)

abs_err_chebfun =
1.3323e-15

>> rel_err_chebfun=norm( (f_test_nodes-p_test_nodes)/
p_test_nodes,inf)

rel_err_chebfun =
1.2308e-16

>> % TESTIAMO APPROSSIMAZIONE DI REMEZ (GRADO 10).

>> n=10;

>> [p_remez,err,xk] = remez(p,n);

>> % p_remez E' IL POLINOMIO, err E' IL MASSIMO ERRORE COMPIUT O.
>> p_remez_test_nodes=feval(p_remez,test_nodes);

>> abs_err_remez=norm(f_test _nodes-p_remez_test_node s,inf)

abs_err_remez =
2.5023e-11

>> rel_err_chebfun=norm( (f_test_nodes-p_remez_test_n odes)/ ...
p_remez_test_nodes,inf)

rel_err_chebfun =

1.2838e-13

Si osservi che a grado 10, i due codiemez.m offrono gli stessi errori assoluti.

10. Esercizi facoltativi.
1. (Facile, ma un po’ lungo). Sfruttando i valori citati (ameedi O grandi), si con-
frontino i valori delle costanti di Lebesgue per i nodi eguaiziati, di Chebyshev e
di Chebyshev estesi.
2. (Richiede almeno la versione 7.4 di Matlab e la saiebfun ) Utilizzando I'al-
goritmo di Remez, calcolare il massimo errore compiuto ddihpmio di miglior
approssimazione di grado 2 relativamente alla funzione

fa) = (3178+5)1/2

nell'intervallo[—1, 1] (cf. [10, p.119, Esempio 5.17]).
23




(1]
(2]
(3]
(4]
(5]
(6]
[7]
(8]
El

[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
(18]
[19]
[20]
[21]
[22]
(23]
[24]
[25]
[26]
[27]
(28]
[29]
[30]
(31]
[32]
(33]
[34]

[35]

RIFERIMENTI BIBLIOGRAFICI

N.l. Achieser, Theory of approximatiorDover, 1992.

K. Atkinson, Introduction to Numerical AnalysjsNiley, 1989.

K. Atkinson and W. HanTheoretical Numerical Analysis. A Functional Analysis Apach Springer, 2001.

V. Comincioli, Analisi Numerica, metodi modelli applicazigic Graw-Hill, 1990.

P.J. Davis Interpolation and approximatipover, 1975.

G. De Marco,Analisi Due /| Zanichelli, 1992.

G. Gilardi, Analisi Due, seconda edizionsic Graw-Hill, 1996.

A.N. Kolmogorov e S.V. Fominlntroductory real analysi©over, 1970.

R. Pachon and L.N. TrefetheBarycentric-Remez algorithms for best polynomial appreadion in the cheb-
fun system(2008)
http://www.comlab.ox.ac.uk/files/1948/NA-08-20.pdf

G.M.M. Phillips e P.J.TaylorTheory and Applications of Numerical AnalysElsevier Science, 1996.

G. Rodriguez Algoritmi Numerici, Pitagora Editrice Bologna, 2008.

V.S. Ryaben’kii and S. V. TsynkoW Theoretical Introduction to Numerical Analysi&hapman and Hall /
CRC, 2007.

S.J. SmithLebesgue constants in polynomial interpolatidmnales Mathematicae et Informaticae, p. 109-
123, 33 (2006)
http://www.ektf.hu/tanszek/matematika/ami

E. Sili and D. MeyersAn Introduction to Numerical Analysi€ambridge Press, 2003.

Sherif A. Tawfik, Matlab Files Exchange, Algoritmo di Rez,
http://iww.mathworks.com/matlabcentral/fileexcha8ge4

L.N. Trefethen and collaborator€hebfun
http://iwww.comlab.ox.ac.uk/chebfun

Mac Tutor (Euler) ,
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biograplteser. html

Mac Tutor (Holder) ,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematici&tadfier.html

Mac Tutor (Lagrange) ,
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographiagrange.htmil

Mac Tutor (Lebesgue) ,
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographiebesgue.html

Mac Tutor (Lipschitz) ,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/BiographiesAdhitz.html

Mac Tutor (Mascheroni) ,
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographuescheroni.html

Wikipedia, (Costante di Eulero Mascheroni),
http://it.wikipedia.org/wiki/Costanteli_Eulero-Mascheroni

Wikipedia, (de la Vallee-Poussin),
http://it.wikipedia.org/wiki/Charlesleande la_Vall%C3%A9e-Poussin

Wikipedia, (Funzione Lipschitziana),
http://it.wikipedia.org/wiki/Funziondipschitziana

Wikipedia, (Holder condition),
http://en.wikipedia.org/wiki/Holdexcondition

Wikipedia, (Lebesgue),
http://it.wikipedia.org/wiki/Lebesgue

Wikipedia, (Lebesgue constant interpolation),
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgueonstant(interpolation)

Wikipedia, (Integrale di Lebesgue),
http://it.wikipedia.org/wiki/Integraledi_Lebesgue

Wikipedia, (Operatore Lineare),
http://it.wikipedia.org/wiki/Operatordineare

Wikipedia, (Operatore Lineare Continuo),
http://it.wikipedia.org/wiki/Operatordineare continua

Wikipedia, (spazio di Banach),
http://it.wikipedia.org/wiki/Spaziodi_Banach

Wikipedia, (successione di Cauchy),
http://it.wikipedia.org/wiki/Successiondi_Cauchy

Wikipedia, (spazid.?),
http://it.wikipedia.org/wiki/SpazioLp.

Wikipedia, (spazio normato),

24


http://www.comlab.ox.ac.uk/files/1948/NA-08-20.pdf
http://www.ektf.hu/tanszek/matematika/ami
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/8094
http://www.comlab.ox.ac.uk/chebfun
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Euler.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Holder.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lagrange.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lebesgue.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Lipschitz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Mascheroni.html
http://it.wikipedia.org/wiki/Costante_di_Eulero-Mascheroni
http://it.wikipedia.org/wiki/Charles_Jean_de_la_Vall%C3%A9e-Poussin
http://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_lipschitziana
http://en.wikipedia.org/wiki/H\unhbox \voidb@x \bgroup \accent 127o\penalty \@M \hskip \z@skip \egroup lder_condition
http://it.wikipedia.org/wiki/Lebesgue
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_constant_(interpolation)
http://it.wikipedia.org/wiki/Integrale_di_Lebesgue
http://it.wikipedia.org/wiki/Operatore_lineare
http://it.wikipedia.org/wiki/Operatore_lineare_continuo
http://it.wikipedia.org/wiki/Spazio_di_Banach
http://it.wikipedia.org/wiki/Successione_di_Cauchy
http://it.wikipedia.org/wiki/Spazio_Lp

http://it.wikipedia.org/wiki/Spazionormato
[36] Wikipedia, (spazio vettoriale),
http://it.wikipedia.org/wiki/Spaziovettoriale

25


http://it.wikipedia.org/wiki/Spazio_normato
http://it.wikipedia.org/wiki/Spazio _vettoriale

