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Proposito

In questa comunicazione faremo delle osservazioni storiche sulle
formule di quadratura di tipo Newton-Cotes;
formule composte;
formule gaussiane.

Focalizzeremo inoltre l’attenzione sulla disponibilitá di documenti
originali.
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Formule di quadratura

Nell’esporre tali regole, tipicamente
si fissa un insieme di nodi {xi}i=1,...,n nell’intervallo limitato
[a, b],
si determina l’interpolante polinomiale nei nodi in termini di
polinomi di Lagrange,
si integra l’interpolante e si nota che i pesi corrispondono
all’integrale dei polinomi di Lagrange Li , i = 1, . . . , n.

In altri termini, posto wi =
∫ b
a Li(x)dx, i = 1, . . . , n

∫ b

a
f (x)dx ≈

∫ b

a

n∑
i=1

f (xi)Li(x)dx

=
n∑
i=1

f (xi)
∫ b

a
Li(x)dx =

n∑
i=1

wi f (xi)
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Formule di quadratura

Di seguito, tipicamente si fanno esempi, anche di natura
geometrica, introducendo

le regole del rettangolo (punto medio),
la regola del trapezio (qualcuno dice di Stevino autore della
meglio nota legge in idrostatica),
la regola di Cavalieri-Simpson,
e piu’ in generale le regole di Newton-Cotes aventi almeno 3
punti.

Ovviamente qualcosa non va, visto che Lagrange e’ nato dopo
Cavalieri, Simpson, Newton e Cotes.
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https://it.wikipedia.org/wiki/Simone_Stevino


Formule di quadratura

Mentre le regole del rettangolo e del trapezio non richiedono grandi sforzi
per essere definite le cose diventano decisamente piú complesse
relativamente

alla regola di Cavalieri-Simpson,

piú in generale alle regole di Newton-Cotes con almeno tre nodi.

Esempi Newton-Cotes:
Posto fk = f(xk), e xk = a + k · (b− a)/n, con k = 0, . . . , n,

Regola di Simpson 3/8, n = 3: 3h
8 (f0 + 3f1 + 3f2 + f4),

Regola di Milne-Boole-Bode, n = 4: 2h
45 (7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4),

Regola a sei punti, n = 5: 5h
288 (19f0 + 75f1 + 50f2 + 50f3 + 75f4 + 19f5),

Regola di Weddle-Hardy, n = 6: h
140 (41f0 + 216f1 + 27f2 + 272f3 + 27f4 + 216f5 + 41f6),

Regola a otto punti n = 7:
7h

17280 (751f0 + 3577f1 + 1323f2 + 2989f3 + 2989f4 + 1323f5 + 3577f6 + 751f7),
Regola a nove punti, n = 8:

4h
14175 (989f0 +5888f1 −928f2 + 10496f3 −4540f4 + 10496f5 −928f6 +5888f7 +989f8),
Regola a dieci punti, n = 9:

9h
89600 (2857(f0 + f9)+ 15741(f1 + f8)+ 1080(f2 + f7)+ 19344(f3 + f6)+ 5778(f4 + f5)),
Regola a undici punti, n = 10: 5h

299376 (16067(f0 + f10) + 106300(f1 + f9)− 48525(f2 +
f8) + 272400(f3 + f7)− 260550(f4 + f6) + 427368f5).

5/30



Formule di quadratura

Viene spontaneo farsi alcune domande.

Se Newton e Cotes non conoscevano i polinomi di Lagrange,
come potevano calcolare le formule di quadratura
interpolatorie col loro nome? Che tecnica hanno usato per
calcolarle?
Se le avevano calcolate, come mai prendono tipicamente i
nomi di matematici nati successivamente?

Discuteremo in breve il caso della formula di Cavalieri-Simpson.
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Regola di Cavalieri-Simpson

Sull’attribuzione a Cavalieri, scrive Peano in Residuo in Formula de quadratura
Cavalieri-Simpson (1916), in un anomalo interlingua, attribuendo la formula a
contributi di Cavalieri (1639), Gregory (1668), Cotes (1722) e Simpson (1743).

Figure: Articolo di Peano e nota storica sull’attribuzione della formula.
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https://www.asut.unito.it/peano/pdf/opere/1916t.pdf
https://www.asut.unito.it/peano/pdf/opere/1916t.pdf
https://archive.org/details/bub_gb_ZdkAoCkhjfsC
https://archive.org/details/ita-bnc-mag-00001357-002
https://www.jstor.org/stable/41723298


Regola di Cavalieri-Simpson

Risulta sorprendente a cosa servisse a Cavalieri una tale formula.

All’epoca studiavano molto i solidi di rotazione. Per esempio,
Keplero in Nova stereometria doliorum vinariorum ovvero Nuova
misura del volume delle botti di vino cercó di giustificare un criterio
empirico usato dai bottai austriaci. Utilizzó metodi geometrici per
provvedere allo scopo.

D’altra parte pare che anche Cavalieri fosse interessato a questo. In
Note - Postille Matematiche di Gabrio Piola, si parla del lavoro di
Cavalieri Centuria di varii problemi. In particolare a pagina 83, si dice

Il problema 80 per la misura delle botti ellittico-circolari, dove
si dà una regola la quale é precisamente la medesima che
oggidı̀ si cava dalla nota formola del Rossi-Amulis dimostrata
mediante il calcolo nel 1806.
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https://archive.org/details/den-kbd-pil-21009000066F-001
https://iris.polito.it/bitstream/11583/2505638/1/13593471.pdf


Regola di Cavalieri-Simpson

Figure: Copertina della pubblicazione di Keplero intitolata Nova stereometria
doliorum vinariorum sul volume delle botti.
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Regola di Cavalieri-Simpson

Figure: La copertina della pubblicazione di Cavalieri, suggerita da Peano.
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Regola di Cavalieri-Simpson

Figure: Nota di Peano sul volume delle botti di Cavalieri.
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Regola di Cavalieri-Simpson

Figure: Nota ulteriore sul volume delle botti di Cavalieri.
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Regola di Cavalieri-Simpson

Figure: Il problema 80, a p.445 della Centuria di varii problemi di Cavalieri. 13/30



Regola di Cavalieri-Simpson

La stessa regola di quadratura si trova in Mathematical
dissertations On A Variety of Physical and Analytical subjects di
Thomas Simpson. Guardando la figura, T. Simpson pensa
probabilmente a formula composte.

Figure: Dal testo di Simpson Mathematical dissertations On A Variety of Physical
and Analytical subjects.
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https://ia601000.us.archive.org/12/items/RMSE006367_TO0324_PNI-3156_000000/RMSE006367_TO0324_PNI-3156_000000.pdf
https://ia601000.us.archive.org/12/items/RMSE006367_TO0324_PNI-3156_000000/RMSE006367_TO0324_PNI-3156_000000.pdf


Formula composta dei trapezi

Nell’ambito delle formule composte risulta interessante citare che
in Science, Vol. 351, No. 6272, nell’articolo

Ancient Babylonian astronomers calculated Jupiter’s position from
the area under a time-velocity graph

si cita un primo uso della formula composta dei trapezi da parte dei
Babilonesi, tra il 50 e 350 AC, al fine di tracciare la velocitá di Giove.
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https://www.science.org/doi/full/10.1126/science.aad8085
https://www.science.org/doi/full/10.1126/science.aad8085


Formule di tipo Newton-Cotes

Queste formule furono introdotte da Newton nel 1676, e
descritte in Of Quadrature by Ordinates nel 1695. La
letteratura non é molto chiara, dicono che calcoló formule a 5
ordinate (grado 4?).
Furono di seguito perfezionate da Cotes, che era editore della
seconda edizione dei Principia di Newton, probabilmente nel
1707 ma pubblicate nel 1722, che le calcoló fino a quelle con 11
nodi.

Guardando Harmonia mensurarum, non é facile capire dove si
trovino tali formule dovute a Cotes. Viene citato un opuscolo
aggiuntivo, ma non é chiaro il riferimento.

Cotes pare non sia stato citato o pagato per il lavoro nei
Principia. Ció nonostante era molto stimato da Newton, che
alla morte di Cotes a 34 anni disse If he had lived, we might
have known something.
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https://link.springer.com/article/10.1007/s00407-013-0117-1
https://www.e-rara.ch/download/pdf/1255698.pdf


Formule di tipo Newton-Cotes

Figure: Prima pagina dell’opera Harmonia mensurarum
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Formule gaussiane

Teorema (Esistenza e unicità delle formule gaussiane)

Per ogni n ≥ 1 esistono e sono unici dei nodi x1, . . . , xn e pesi w1, . . . ,wn per
cui il grado di precisione sia almeno 2n− 1, ovvero

Iw(p2n−1) :=

∫ b

a
p2n−1(x)w(x) dx =

n∑
k=1

wkp2n−1(xk)

per ogni p2n−1 ∈ P2n−1.

I nodi sono gli zeri del polinomio ortogonale di grado n (rispetto w),

ϕn(x) = An · (x − x1) · . . . · (x − xn)

e i corrispettivi pesi sono

wi =
∫ b

a
Li(x)w(x)dx =

∫ b

a
L2
i (x)w(x)dx > 0,

con i = 1, . . . , n.
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Formule gaussiane

Gauss in Methodus nova integralium valores per
approximationem inveniendi ha provato l’esistenza di formule
gaussiane [−1, 1], per la funzione peso w(x) = 1 usando
frazioni continue e serie ipergeometriche (1814).
Jacobi in Ueber Gauss’ neue Methode, die Werthe der Integrale
näherungsweise zu finden ha ricavato lo stesso risultato
utilizzando argomenti di divisibilitá di polinomi. Il concetto che
emerge é quello di ortogonalitá, sviluppato successivamente
da Schmidt (1905) e per polinomi da Szëgo (1918).

Curioso che le formule con peso di Jacobi siano state
determinate da Mehler nel 1864.
Gautschi osserva che Gauss aveva notato che gli zeri del
polinomio di Legendre sono semplici, ma tanto Gauss quanto
Jacobi non avevano osservato che i pesi sono positivi.
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https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2412190.langEN
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2412190.langEN
https://doi.org/10.1515/crll.1826.1.301
https://doi.org/10.1515/crll.1826.1.301


Formule gaussiane

Figure: In Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen, Mehler usa
argomenti di polinomi ortogonali per calcolare nodi e pesi. Quale esempio, cita la
formula del peso di Chebyshev (e relativi polinomi ortogonali), dicendo secondo
una formula ben nota a Jacobi.
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https://www.digizeitschriften.de/download/pdf/243919689_0063/log16.pdf


Formule gaussiane

Posse (1875) e Christoffel (1877), con lavori ancora influenzati
dall’uso di frazioni continue, hanno generalizzato tali concetti
per funzioni peso su intervalli limitati, descrivendo i pesi
mediante la formula nota come di Christoffel-Darboux
(1877-1878).
Secondo Gautschi, tali formule su intervalli illimitati appaiono
per la prima volta in un lavoro di Radau (1883), che consideró
w(x) = exp(−x) in [0,+∞) e di Gourier (1883) che studió
w(x) = exp(−x2) in (−∞,∞).
Questi e molti altri dettagli si trovano in A Survey of
Gauss-Christoffel Quadrature Formulae di W. Gautschi.
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https://www.cs.purdue.edu/homes/wxg/selected_works/section_12/074.pdf
https://www.cs.purdue.edu/homes/wxg/selected_works/section_12/074.pdf


Formule gaussiane

Figure: La prima pagina di Methodus nova integralium valores per
approximationem inveniendi.
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https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2412190.langEN
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2412190.langEN


Formule gaussiane

Figure: La prima pagina di Ueber Gauss’ neue Methode, die Werthe der
Integrale näherungsweise zu finden di C. Jacobi.
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https://doi.org/10.1515/crll.1826.1.301
https://doi.org/10.1515/crll.1826.1.301


Formule gaussiane

Ad eccezione di casi particolari, come quelli della funzione peso di Chebyshev, i
nodi e i pesi non sono semplici da calcolare.

Molti anni fa erano listati in manuali, calcolati a mano e ai primordi
informatici immagazzinati in schede perforate. In The race for high order
Gauss–Legendre quadrature, A. Townsend scrive

Hand calculations led the way for over a century.
Tallquist (1905), Moors (1905), Nyström (1930), and Bayly (1938) used

fountain pens and dogged determination to calculate the quadrature nodes
for n ≤ 12.

Eventually, with presumably a small army of human calculators Lowan,
Davids, and Levenson (1942) tabulated the nodes and weights for n =
1, . . . , 16 for the Mathematical Tables Project.

Per gli articoli originali si veda

1 Table of the zeros of the Legendre polynomials of order 1-16
and the weight coefficients for Gauss’ mechanical quadrature
formula

2 Mathematical Tables Project (U.S.)
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https://pi.math.cornell.edu/~ajt/papers/QuadratureEssay.pdf
https://pi.math.cornell.edu/~ajt/papers/QuadratureEssay.pdf
https://projecteuclid.org/journals/bulletin-of-the-american-mathematical-society/volume-48/issue-10/Table-of-the-zeros-of-the-Legendre-polynomials-of-order/bams/1183504772.full
https://projecteuclid.org/journals/bulletin-of-the-american-mathematical-society/volume-48/issue-10/Table-of-the-zeros-of-the-Legendre-polynomials-of-order/bams/1183504772.full
https://projecteuclid.org/journals/bulletin-of-the-american-mathematical-society/volume-48/issue-10/Table-of-the-zeros-of-the-Legendre-polynomials-of-order/bams/1183504772.full
https://onlinebooks.library.upenn.edu/webbin/book/lookupname?key=Mathematical%20Tables%20Project%20%28U%2ES%2E%29


Formule gaussiane

Figure: Un interessante commento sul lavoro di Gauss, tratto da Table of
the Zeros of the Legendre Polynomials of Order 1-16: And the Weight
Coefficients for Gauss’ Mechanical Quadrature Formula (di A.N. Lowan, N.
Davids, A. Levenson, Bulletin of the American Mathematical Society, 1942).

Per dettagli si veda

E. Heine Handbuch der Kugelfunctionen, vol. 2, 1881, p. 15 (ma sono
a pp. 295-296.),

E.W. Hobson, Spherical Harmonics, pp. 80-81,

B. de F. Bayly, Gauss’ Quadratic Formula with Twelve Ordinates,
Biometrika (1938). 25/30

https://www.ams.org/journals/bull/1942-48-10/S0002-9904-1942-07771-8/S0002-9904-1942-07771-8.pdf
https://www.ams.org/journals/bull/1942-48-10/S0002-9904-1942-07771-8/S0002-9904-1942-07771-8.pdf
https://www.ams.org/journals/bull/1942-48-10/S0002-9904-1942-07771-8/S0002-9904-1942-07771-8.pdf
https://books.google.pl/books?id=QKX1_jsYDqgC&printsec=frontcover&hl=it&source=gbs_ge_summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false
https://www.jstor.org/stable/pdf/2332235.pdf


Formule gaussiane

Figure: Formule Gaussiane listate da Heine (l’intervallo di riferimento (0, 1)
e non il piú classico (−1, 1)).
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Formule gaussiane

Figure: Formule Gaussiane listate nel 1944, aventi 15 e 16 nodi. Si noti che
bisogna considerare anche −xk , con lo stesso peso!
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Formule gaussiane

Nel 1969 Golub e Welsch introdussero in Calculation of Gauss
Quadrature Rules un nuovo algoritmo per il calcolo dei nodi e
dei pesi. Partendo da questo W. Gautschi e collaboratori
hanno scritto una raccolta di codici per determinare regole
gaussiane per molte funzioni peso.

Il lavoro contiene pure una microfiche relativa a una suite in
ALGOL60 basata sulle routines GAUSSQUADRATURERULE,
GENORTHOPOLY, CLASSICORTHOPOLY.
In Computation of Gauss-type quadrature formulas, D. Laurie
commenta

The timeless fact about the Golub–Welsch algorithm is that any
advance in our ability to solve the symmetric tridiagonal
eigenproblem immediately implies a corresponding advance in
our ability to compute Gaussian formulas.
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https://www.ams.org/journals/mcom/1969-23-106/S0025-5718-69-99647-1/S0025-5718-69-99647-1.pdf
https://www.ams.org/journals/mcom/1969-23-106/S0025-5718-69-99647-1/S0025-5718-69-99647-1.pdf
https://digitalcollections.tyndale.ca/bitstream/handle/20.500.12730/1204/FB-PH-OTS_Library_1983.jpg.jpg?sequence=3&isAllowed=y
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377042700005069


Formule gaussiane
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Formule gaussiane

Negli ultimi anni c’è stato un crescente interesse verso
algoritmi per il calcolo di regole gaussiane fino a diverse
migliaia di punti (si veda Fast and Accurate Computation of
Gauss-Legendre and Gauss-Jacobi Quadrature Nodes and
Weights di N. Hale e A. Townsend e loro referenze).
Nel 2014 Bogaert ha presentato formule asintotiche di tipo
esplicito per i pesi e i nodi della quadratura di Gauss-Legendre,
che consentono il calcolo di nodi e pesi per valori di n superiori
a un miliardo in meno di 20 secondi, si veda Iteration-free
computation of Gauss-Legendre quadrature nodes and
weights e si pensi all’enorme lavoro svolto dai tempi di Gauss.
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https://ora.ox.ac.uk/objects/uuid:3b7a2384-7d36-4b23-badc-8f988197e529/files/mb03cca904f2528ea9563539c0585f8a6
https://ora.ox.ac.uk/objects/uuid:3b7a2384-7d36-4b23-badc-8f988197e529/files/mb03cca904f2528ea9563539c0585f8a6
https://ora.ox.ac.uk/objects/uuid:3b7a2384-7d36-4b23-badc-8f988197e529/files/mb03cca904f2528ea9563539c0585f8a6
https://biblio.ugent.be/publication/5683230
https://biblio.ugent.be/publication/5683230
https://biblio.ugent.be/publication/5683230

