ESERCITAZIONI SULLA COMPLESSIT A DEGLIALGORITMI  *

A. SOMMARIVA E M.VENTURIN ¥

1. Calcolo del determinante di una matrice. Il calcolo del determinante di una matri-
ce quadratadl = (a, ;) di ordinen pud essere eseguito usando la regola di Laplace. Sfor-
tunatamente, come & gia noto manualmente per matricicdofg dimensioni, il numero di
operazioni additive e moltiplicative da eseguire € patéiomente elevato (piu esattamente e
O(n!)). Ha quindi senso cercare delle procedure alternative ehim@a questo problema.
Vediamone di seguito un esempio.

1.0.1. Calcolo del determinante di una matrice via eliminaone gaussiana.Data
una matrice quadratd di ordinen, € noto che sel; si ottiene da4, moltiplicando laj-sima
riga per una costante e sommando (o sottraendo) il risidtkt@-sima riga allora

det(A) = det(A;).
Inoltre, seA; si ottiene dad, scambiando lg-sima riga con l&-sima riga allora
det(A) = — det(Ay).
Il metodo di eliminazione gaussiana (con pivoting parziaspplicato al calcolo del

determinante, alla-sima iterazione, coh < k£ < n — 1, funziona come segue:

1. siaU = u; s la matrice corrente e si suppongga, = 0 per indici tali chej > s e
s < k;

2. si consideri ld&-sima colonna della matridé conk =1,...,n —1;

3. sipongau; = +1; si scelga I'elemento della-sima colonna di massimo modulo,
diciamo siau; ;, € se non coincide con I'elemento sulla diagonalg,, si effettui
lo scambio tra righg, &k e si pongaur, = —1; se il massimo modulo € 0 allora si
finisca il processo in quanttet(U) = 0 altrimenti si proceda;

4. si sovrascriva lo spazio di memorialdicon la nuova matrice ottenuta;

5. pers = k+1,...,n, si moltiplichi lak-sima riga diU per il cosidettanoltiplicatore
Msf = Zki la si sottragga alla-sima riga della matricé/, e si sovrascriva lo

spazio di memoria di/ con la nuova matrice ottenuta;
Alla fine del processo si ottiene una matrice triangolareesopeU il cui determinante
coincide col prodotto degli elementi diagonpli,_, ,, ux, € tale che

det(A) = ] me|-| II wen

k=1,....n—1 k=1,....,n
Vediamo un esempio
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[MATRICE INIZIALE]

A= 1 2 5
4 6 3
3 3 1

- ITERAZIONE: [K]: 1

[VALORE MASSIMO MODULO]: 4.00e+000 [INDICE]:

mul = -1

u= 4 6 3
1 2 5
3 3 1

m_{2,1}=2.50e-001
m_{3,1}=7.50e-001

U = 4.0000 6.0000 3.0000
0 0.5000 4.2500
0 -1.5000 -1.2500

- ITERAZIONE: [K]: 2

[VALORE MASSIMO MODULO]: 1.50e+000 [INDICE]:

mu?2 = -1
U = 4.0000 6.0000 3.0000

0 -1.5000 -1.2500
0 0.5000 4.2500

m_{3,2}=-3.33e-001
U = 40000  6.0000  3.0000
0 -1.5000 -1.2500

0 0 3.8333

--- PARTE FINALE

U = 4.0000 6.0000 3.0000
0 -1.5000 -1.2500
0 0 3.8333

deter(U)= 4.0000 *(-1.5000) =3.8333=-23
prodotto dei mu= (-1) *(-1)=1
deter(A)= prodotto dei mu * deter(U)=-23
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1.1. Esercizio. Si implementi una function per il metodo dell’eliminaziogaussiana
(cf. [9]) con pivoting parziale (per righe) per il calcolo del detémante di una matrice. La
function deve restituire in output il determinante e la ncatitriangolare superiore che si
ottiene come risultato del metodo; deve saper gestire ahchso del pivoting nullo (matrice
singolare). La si applichi a tre matrici di numeri casualodiine rispettivament#0, 25 e 50
e la si confronti con I'apposita funzione di Matlab/Octaws jp calcolo del determinante.

1.1.1. Risoluzione.Per generare una matrice di numeri casuali di ording usa il
comando
A=rand(n);
Salviamo la function richiesta in un fireeg.m

function [U, deter]=meg(A)
n=size(A,1);
U=A; % INIZIALIZZAZIONI.
deter=1;
for k=1:1:n-1
[piv, jl=max(abs(A(k:n,k))); % PIVOTING.

if (piv == 0) % CASO DETERMINANTE O.
deter=0;
return

end

if (j "=1) % SCAMBIO RIGHE.
temp=A(j+k-1,);
A(+k-1,)=A(k,’);
A(k,:)=temp;
deter=-deter;
end

% deter=deter *A(k,k);
% ELIMINAZIONE GAUSSIANA.

for index=k+1:1:n
m(index,k)=A(index,k)/A(k,K);

A(index,k)=0;
for j=k+1:1:n
A(index,j)=A(index,j)-m(index,k) * A(K,));
end
end
end
U=A;

det_U=prod(diag(U)); % CALCOLO DETERMINANTE
% MATRICE FINALE "U".
deter=deter *det_U;

Qualche commento sul codice:

1. Nel ciclo for che comincia con l'istruzionfer k=1:1:n-1 , il codice calcola
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elementoa; , conj > k che sia piu grande in modulo. Facciamo un esempio
sull'uso della funzionenaxin Matlab:

>> u=[100; 20; 100; 30]
u =
100
20
100
30
>> [s,t]=max(u)
S =
100

>>

La variabiles descrive il massimo valore tra le componenti del vettgrenentret
dice in quale indice del vettore viene assunto. Osservidma da il suo massimo
nella prima e nella terza componenteigima che di default, in Matlab/Octave viene
scelto quale indiceil piti piccolo intero positivo per cui tale massimo viens@asto
(nellesempid = min(1,3) = 1).

Questa considerazione sulla funzianax di Matlab/Octave ha dei riflessi sull’al-
goritmomeg.m. Qualora il massimo die; x| conj > k sia assunto in pit indici,
tra questi viene scelto il minore.

. Nella porzione di codice

if (piv == 0)
deter=0;
return

end

si stabilisce che se il massim®, ;| conj > k & uguale &, allora il determinante
di A €0. Il comandareturn  blocca immediatamente la funzione e assegnd ad
deter ivalorifino allora assegnati. Per avere un’idea perchésacceda facciamo
un esempio:

>> A=[34567;,08912,00016;,000409 0005 2]
A =

3 4 5 6 7
0 8 9 1 2
0 0 0 1 6
0 0 0 4 9
0 0 0 5 2

>> det(A)

ans =
0

>>

Le prime3 colonne generano un sottospazi®didi dimensione. Quindi i vettori
(3,0,0,0,0), (4,8,0,0,0), (5,9,0,0,0) sono linearmentdipendente conseguen-
temente il determinante della matrieee nullo. Questa idea si estende al caso
generale. Se tutte le componeatfi; conj > k sono nulle, le prime: colonne
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generano un sottospazio di dimensidne 1 e quindi sono linearmente dipendenti.
Di conseguenza il determinantede O.

. Nel blocco

if ( "=1)
temp=A(j+k-1,);
A(j+k-1,)=A(k,);
A(k,:)=temp;
deter=-deter;
end

sinotachei; x_1% > as, pers =k, ..., n e quindisi scambiano la rigat- & — 1-
sima con lak-sima, tenendo in mente che lo scambio di righe produce unidcma
A’ il cui determinante ha valore assoluto uguale a quelld @ha segno opposto.
Vediamone un esempio:

>> A=[1 2; 3 4]

A =
1 2
3 4
>> B=A([2 1],[1 2])
B =
3 4
1 2
>> det(A)
ans =
-2
>> det(B)
ans =
2
>>

. La porzione di codice

U=A;
det_U=prod(diag(U)); % CALCOLO DETERMINANTE

% MATRICE FINALE "U".
deter=deter *det_U;

€ pit complicata di quello che si creda. Vediamo su un eseogsa succede di A,
al variare dik.

>> A=[1 426;,3257,1386; 135 6]

A =
1 4 2 6
3 2 5 7
1 3 8 6
1 3 5 6

>> [U, deter]=meg(A)

k =
1

A =



3.0000 2.0000 5.0000 7.0000
0 3.3333 0.3333 3.6667
0 2.3333 6.3333 3.6667
0 2.3333 3.3333 3.6667
k =
2
A =
3.0000 2.0000 5.0000 7.0000
0 3.3333 0.3333 3.6667
0 0 6.1000 1.1000
0 0 3.1000 1.1000
k =
3
A =
3.0000 2.0000 5.0000 7.0000
0 3.3333 0.3333 3.6667
0 0 6.1000 1.1000
0 0 0.5410
U =
3.0000 2.0000 5.0000 7.0000
0 3.3333 0.3333 3.6667
0 0 6.1000 1.1000
0 0 0.5410
deter =
-33.0000
>>

La matriceU ha un determinante uguale a quello4lia meno del segno. Visto
che la differenza di segno trd ed U € tenutasotto controllmnella parte relativa al
pivoting (controllare la porzione di codice in cui si scaanb le righe!), non resta
che calcolare il determinante &ii.

Ricordando che

e diag applicato a una matricd = (a; ;) fornisce un vettore: = (uy) tale
cheuk = Ak, k;

e prod applicato ad un vettore esegudq [, uy;

¢ il determinante di una matrice triangolare superiore ddimper la regola di
Laplace al prodotto degli elementi diagonali
si ha che in effetti il determinante @i & dato dgprod(diag(U)).
Alternativamente si poteva togliere il blocco sopramenaio

U=A;
det_U=prod(diag(U)); % CALCOLO DETERMINANTE
% MATRICE FINALE "U".

deter=deter *det_U;
e inserire
deter=deter  * A(k,k);

tra lo scambio di righe e I'eliminazione gaussiana. Vedigrarche . Nell’esempio
fatto poco fa, pek = 1 si esegue il pivoting per colonne, mentre negli altri casi la
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strategia non comporta scambi di righe (perche ?). A gaditla matrice inizialel,
si determinano delle matriei*), il cui determinante coincide a meno del segno con

quello di A. Notiamo che fissata, la matriceA*:%) = (A(k)) coni =1,...,k,

j = 1,...,k non viene pil modificata ngiassi successim cui k > k (perché
?) ed & triangolare superiore. Quindi il determinantelti*) & uguale a quello

di A—1.F=1) moltiplicato perA; ; *) _ A(k ") Alla fine del processo, la matrice
A* = A" ottenuta dalle varie traformazmm, e triangolare supreried ha quali
elementi diagonali proprie«.,(f,)c conk =1,...,n. Quindi il suo determinante

n n
(k) _ (k,k)
H Ak = H Ak
k=1 k=1
che a meno del segno coincide con il determinante della ceatri

. L'ultimo blocco

for index=k+1:1:n
m(index,k)=A(index,k)/A(k,k);
A(index,k)=0;
for j=k+1:1:n
A(index,j)=A(index,j)-m(index,k) * A(K,j);
end
end

esegue le operazionirichieste dalla eliminazione di Gfi]ss

. Osserviamo che la chiamata della functioeg(A) non calcola il determinante. Per
convincerci digitiamo nella shell di Matlab/Octave:

>> A=rand(3)

A =
0.9501 0.4860 0.4565
0.2311 0.8913 0.0185
0.6068 0.7621 0.8214
>> meg(A)
ans =
0.9501 0.4860 0.4565
0 0.7731 -0.0925
0 0 0.5839
>>

Il fatto € che la functiormeg ha due variabili di output, e dalla chiamateg(A)
nessuna di queste viene specificata. Il corretto utilizqaiadi

>> [U,deter]=meg(A)

U =
0.9501 0.4860 0.4565
0 0.7731 -0.0925
0 0 0.5839
deter =
0.4289
>> det(A)
ans =



0.4289
>>

NoTA 1.1. Osserviamo che in algebra linea&enaturale usare indici quali, j, k&
eccetera. Sitenga conto che le ultime release di Matlab p#omo 'uso dii quale
indice seppure per defaultcorrisponda con il relativo numero complesso.

Esercizio per casa Si assegni=rand(n) pern = 10,25, 50 e quindi si digiti sulla shell
di Matlab/Octave

[U,deter]=meg(A); s=deter;
Di seguito si confronti il valore ds con quello dit=det(A) (ricordiamo chedet € un
comando Matlab che calcola il determinante di una matri€g)ante cifre hanns et in
comune? Qual e I'errore relativgg := |s — t|/|t|? E quello assoluteypg:= |s — t[?

FIGURA 1.1.Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Per calcolare la potenzaesima di una matrice quadratiadi ordinen cioé

AP = Ax... x A
—_—
p Volte

senza usare I'operatore di elevamento a potensapuo implementare il seguente algoritmo
(pseudocodice)

B=l,

for i=1:p
B=BxA;

end

in cui I e la matrice identica di ordine e x € il classico prodotto tra matrici.
Alternativamente (in maniera piu stabile ed efficientg)ue decomporrg come

M
1=0
8



ove M = |log, p| ec; = 0 oppurec; = 1. Si osserva facilmente che questa non e altro che
la classica rappresentazionepdn base2. Usando la proprieta della potenze

M .
B = AP — AXi%oc2 — H (Ay)cl

=0

. . i ~ i—1 i—1
ove ogni termined?’ pud essere calcolato comé” A% .
Confrontiamo i due metodi per= 6. Nel primo si calcolad® come

A= AxAxAxAxAx A

e quindi sono necessdrprodotti tra matrici. Nel secondo caso essefido 020 412! +
1x22siha

A5 = (A2) % (A%).

CalcolatiA? = A x A ed in seguitad* = (A42) x (A2), abbiamo finalmentel® con solo3
prodotti tra matrici ma con lo storage addizionale di alcorarici in memoria.

Esercizio per casa Si implementino i due algoritmi proposti per il calcolo ldepotenza

di matrice tramite due functions (senza usare I'operatgre si calcoli I'errore relativo in

norma infinito rispetto all’elevamento a potenza di MatlaBMU Octave per diverse matrici
e potenze«® = 5, 10, 15, ...,50 ep = 5, 10, 15, ..., 50). Si confrontino poi i tempi di

esecuzione delle due functions per il calcoloAl?®, con A matrice di numeri casuali di
ordine200.

Suggerimentoci si aiuti col seguente pseudocodice:

p=100; n=200;
c=trasforma_in_binario(p);
A=rand(n);

B=eye(n);

C=A;

M=floor(log2(p));

% B contiene la potenza di A finora calcolata.
% C contiene la potenza A"(2"index)) finora calcolata.

for index=0:M
j=index+1;
if c() == 1
B=BC;
end
C=GC;
end

2.1. Commenti all’esercitazione.
1. llcomando che produce la matrice identita di ordineeeye(n) . Se in particolare
si desidera produrre una matrice identica dello stessmeniiuna matriced si usi
il comando Matlateye(size(A))



2. Un codice che produce la decomposizione in potenze dii un numerop € |l
seguente:

a=p;

M=floor(log2(p))+1;

c=[I;

for i=1:1:M
¢(i)=mod(q,2);
g=floor(qg/2);

end

Osserviamo la presenza del comarmd§] , in quanto, qualora si testino i metodi
conp diversi, puo restare in memoria un precedente vettariee compromette la
correttezza del codice. Sitestitale codice per la rapptag®sne di 22 quale numero
binario.

3. Lanorma infinito della differenza di due matri¢ie B si ottiene con comando
norm(A-B,inf)
Ricordiamo che sel = {a; ;} allora la norma infinito did si definisce come

[Alloc = m?XZ |ai 5]
i

L'utilita di introdurre la norma infinito € legato alla viica dei metodi implementa-
ti. Sia.S = AP e supponiamo! sia una matrice di ordine piccolo (ad esempje
similmente I'esponentg non sia troppo grande (ad esempjo Se B & I'approssi-
magzione fornita dal metodo allora si valuta la nor$a— B|| .. Se questa € piccola
allora I'implementazione € corretta. Vediamo un esempiilatlab:

>> A=[1 2; 3 4]

A =
1 2
3 4
>> E=rand(2) =*107(-5);
>> B=A+E;
>> format long
>> B
B =

1.00000950129285  2.00000606842584
3.00000231138514  4.00000485982469
>> norm(B-A,inf)

ans =

1.5570e-005

Quindi si due matriciA e B sonovicineallora

1B — Alloo

.....

.....

e Norma 1: ||zfly = D07, |2, [|Allx = max; Y77 |ai j1;

e Norma 2: |z|2 = />y |zil? |4l = /p(AT x A) dove p(A) & il

massimo modulo di un autovalore dj
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4.

e Norma oo: ||z||cc = max; |x;], ||A]lcc = max; Z?Zl la; ;1;

Per capire il funzionamento del secondo metodo, intriagiig un esempio esplica-
tivo. SiaA una matrice di ording ep = 22. Il valore assunto daé quindij0 110 1]
poiché, come si legge dalla rappresentazione binariaiifisrs. verso destra),

22=0-2041-2"4+1.2240-2%41.2%

Notiamo che il vettore: ha lunghezzalf + 1 = floor (log2(22)) +1 = 5.
Vogliamo quindi calcolare

B = (A) % (A% % (AN % (4%)0 % (A1), (2.1)

Vediamo il processo passo passo.

1.

Al primo passo, dobbiamo calcolaBe= (A)". PoniamoC = A. Come suggerito,
se inizialmenteB = I, a questo punto non c’é nulla da fare poichéa ordine7 e
AY = I;. A questa altezza abbiamo immagazzingta” ed A.

. Al secondo passo, ricordandb 1), dobbiamo moltiplicare il valore d ottenuto al

passo precedente pet?)!. Essend@ = A osserviamochel? = Ax A= C xC
e quindi posto il nuova uguale aC' * C (per cuiC = A?)sihaB = B*C. A
guesta altezza abbiamo immagazzingi@' ed A.

. Al terzo passo, ricordand@.(l), dobbiamo moltiplicare il valore dB ottenuto al

passo precedente ped?)!. Essendd” = A% osserviamo chel? = A% x A? =
C x C e quindi posto il nuov@’ uguale aC' + C (per cuiC = A*)sihaB = B * C.
A questa altezza abbiamo immagazzinBta_ ed A.

. Al quarto passo, ricordandd.(), dobbiamo moltiplicare il valore dB ottenuto al

passo precedente ped®)?. Essendad” = A* osserviamo chel® = A* x A* =

C x C. Poniamo il nuova uguale aC * C (e quindiC = A®). A questo punto non
c’e nulla da fare poichgA®)? = I, e quindiB = B x I;. A questa altezza abbiamo
immagazzinatd, C ed A.

. Al passoM = 5, ricordando 2.1), dobbiamo moltiplicare il valore dB ottenuto al

passo precedente pef'®)!. Essendd = A® osserviamo chell® = A% x A% =
C * C e quindi posto il nuov@ uguale aC  C (per cuiC = A'®) sihaB = BxC.
A questa altezza abbiamo immagazzinBta~ ed A.

Notiamo, che una volta finito il process4!% & immagazzinata .
Infine, per calcolare il tempo macchina di esecuzione, cusigiutare con help del

comanddic ocputime .

3. Facoltativo: Regola di Horner. Si consideri il problema di valutare un polinomio

PN(:E):aoxN—i—alxN_l+...+aN_1x+aN

La regola di Horner]Z] necessita diV addizioni eN moltiplicazioni, invece delle tradizio-
nali N addizioni e(N (N + 1))/2 moltiplicazioni richieste con il metodo tradizionale.
Il polinomio Py () si pud riscrivere come

Py(z) =an +z(an—1+x(an—2+ ...+ z(a1 + (z + ag))...)).
11



Poniamo

bo = Qo (31)
bry1 =br T+ ap1 (3.2)

incui0 <k <N —1.

Si dimostra facilmente che lo scalafg (x) (si ricordi che stiamo valutando il polinomio
Py in un prefissato punta) coincide conby. Vediamo quale esempio la valutazione del
polinomio di terzo grado

Py(x) =23 +22% + 50+ 7 (3.3)
=7+z(2*+22+5) (3.4)
=74+z(b+z(z+2) (3.5)
Vediamo quali polinomi genera la successione di Horneordiando che per confronto
da
Py (z) = apx™N +a1zN '+ . +ay_1z+an
e

Py(z) =23 +22% + 52+ 7

si ha necessariamente aig=1,a; = 2,a92 = 5,a3 = 7.
Di conseguenza la successione di Horner &

bo = ag = 1 (3.6)
by=boz+a =x+2 (3.7)
bo=bix+ay=(x+2)r+5=2+22+5 (3.8)
bs=bezx+az=((x+2)z+5) z+7 (3.9)

=@ +22+5) e+ T=a>+22°+ 5247 (3.10)

cioé Ps(x) = bs. Consideriamo ora il numero di operazioni additive e mbttgiive neces-
sarie per valutare il polinomio di terzo grado:

e per calcolaréy non necessitano operazioni (solo 1 assegnazione);
e per calcolaré,, notoby, necessita 1 addizione;
e per calcolaré,, notob,, necessitano 1 addizione e 1 prodotto;

e per calcolarés, notob,, necessitano 1 addizione e 1 prodotto;
Quindi per valutareP; (x) servono 3 addizioni e 2 prodotti. Come anticipato se il pmiiio
non & monico, cioe il coefficiente @i non &1, si dimostra che per valutare un polinomio di
gradoN servonoN addizioni edN prodotti e non(N (N + 1))/2 moltiplicazioni richieste
con il metodo tradizionale.
Il metodo di Horner permette di calcolare anche le derivatesssive dpy (z) (cf. [1,
p. 97]). Si dimostra che se

Qn-1(z) =bn_1+by_2x+...+ by !
12



alloraPy(z) = Qn-1(x).
Vediamo quale esempio la derivatari(z) = 23 + 222 + 52 + 7 cioe

Pj(x) =32? +42 +5.

Visto che
bo = (3.11)
by=x+2 (3.12)
by =2 +2x+5 (3.13)

si ha

QQ(ZC) = b2 + b1 xr + b() IQ (314)
= (2 +22+5) + (z+2) z+ 12? (3.15)
=22+ 2245422 +20+ 22 (3.16)
=322 +4x+5 (3.17)

cioé P}(z) = Qs ().

Esercizio facoltativo. Implementare il metodo di Horner per la valutazione delnmhio
Py nel puntox (entrambi assegnati dall'utente).

4. Materiale disponibile online. Si pud trovare online materiale relativo a questa le-
zione e sue integrazioni. Citiamo in particolatgé quali argomenti correlati, ma non trattati
direttamente in questa lezioni][ [11]. Per quanto riguarda la biografia di Gauss un ottimo
link in italiano € B], in inglese f].

5. Frasi celebri.
1. When a philosopher says something that is true then ifvigltr When he says
something that is not trivial then it is false. (Gauss)

2. ... through systematic, palpable experimentation [dvgogli chiesto come scopriva
i suoi teoremi]. (Gauss)

3. I mean the word proof not in the sense of the lawyers, whiwaehalf proofs equal
to a whole one, but in the sense of a mathematician,wherg@r@if is nothing, and
it is demanded for proof that every doubt becomes impossi@auss)

4. Ask her to wait a moment. | am almost done. [avvisato detiglie morente mentre
lui scopriva un teorema]. (Gauss)

5. Theory attracts practice as the magnet attracts irorug§a

6. The total number of Dirichlet’s publications is not largewels are not weighed on
a grocery scale. (Gauss)

7. You know that | write slowly. This is chiefly because | am eesatisfied until | have
said as much as possible in a few words, and writing brieflggdar more time than
writing at length. (Gauss)
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