MINIMI QUADRATI E POLINOMI ORTOGONALI *

A. SOMMARIVA

Conoscenzerichieste. Integrazione di funzioni. Funzioni quadrato integrak@ilcolo dell’elemento di miglior
approssimazione in spazi euclidei. Condizionamento dimatice. Polinomi.

Conoscenze ottenute. Problema ai minimi quadrati (nel continuo). Funzione peSoluzione analitica del
problema ai minimi quadrati (rispetto una funzione peso)trde di Hilbert. Problema ai minimi quadrati (nel
continuo) e polinomi ortogonali. Proprieta delle radiei golinomi ortogonali.

Consideriamo lo spazio normato delle funzioni reali mibilr#cf. [ 6, p.284]) quadrato
integrabili (L2(a,b), || - ||2) dovea, b & un intervallo della retta reale, non necessariamente
limitato (cf. [6, p.386], ricordandod, p.308]), e

b
mm:@m<mm:/ﬂMymm.

Si dimostra (non facile!) che questo spazio euclideo € emes#o di spazio di Hilbert (cf.q,
p.388]), cioe uno spazio euclideo che & completo, sefaralinfinito dimensionale (cf.q
p.155]).

Piu in generale se : (a,b) — R & una funzione positiva allora lo spazib*(a,b), || - |
definito come

2,w)

b
L2 (a,b) = {f misurabili t.c./ |f(2)]? d:v} < o0
€ uno spazio di Hilbert dotato del prodotto scalare

b
(F9)20 = [ (@) gla) wo) do

(cf. [2, p.23)).

Supponiamo di seguito che in particolare gia (a,b) — R una funzione nonnegativa, con
(a, b) non necessariamente limitato, tale che

1. f: |z|™ w(z) dz < +oo per tutti glin € N;
2. ffg(x) w(z) dz = 0 per qualche funzione continua e non negagiviaplicag = 0
in (a,b).

per cui, visto chel2 (a,b) & uno uno spazio vettoriale, contiene $ief'},cn come pure
le loro combinazioni lineari e quindi lo spazio dei polinofj, di gradon (conn € N
arbitrario). Infatti, sev,(z) = Y_,_, axz" allora per la disuguaglianza triangolare e il fatto
che per ognk si ha

b
Hﬂ@wzjﬁﬂ%w@mm<+w
a
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necessariamente

n
< Zakang,w < +o0,
2w k=0

Hpn”Zw =

n
E akxk
k=0

e quindip,, € L2 (a,b).

NOTA 1.1. Si osservi che se e b sono finiti, essendo per il teorema di Weirstrass
2" = maxgeqay z|® < +oo, abbiamo [’ [z|" w(z) dz < [|z"|| [ w(z)dx da cui se
f: w(z) dx < 400 automaticamentﬁ |z|" w(z) de < +o0 per tuttiglin € N.

Fissataf € L2 ([a,b]) edn € N, il problema ai minimi quadrati (nel continuo) consiste nel
determinare il polinomig,, di gradon tale che sia minima la quantita (cf.,[p.204-207])

b
1 f = prll2w =/ |f(2) — pn(z) ] w(z) d.

Essendd.? ([a, b]) uno spazio euclideo, @y )x—o....» Una base dP,,, abbiamo visto che la
soluzione del problema

If = r If =gl

2w — 2,w

o= ZV}F%‘
i=0

dove i coefficienty; verificano le cosidette equazioni normali

Z(quv(bk)lw’yl: = ((ij.f)Q,wa .] = 07 ceey T

k=0

La soluzione & caratterizzata dalla proprieta di ortagiténcioe chef* — f & ortogonale a
tutti gli ¢, conk = 1,...,n, ovvero

(f’ ¢/€)2,’w = (f*a (bk)?,wa k= 01 R
Nel casogy,(z) = =¥ perk = 0,. .., n, le equazioni normali si riscrivono quindi come
n b ) b )
sz </ :Cﬁkw(x)dx) :/ 2 f(x)w(z)dx, j=0,...,n.
k:O a a

o in forma matriciale, posto petk =0,...,n

b b
Ajk ::/ :vj'H“w(x)dx, ﬁjz/ :ij(ac)w(:v)d:v,

comeAy = .



NoTA 1.2 (Facoltativa).Quanto visto si pd provare in un modo alternativo. SiA :
(a,b) — R, f € L? (a,b) e definiamo

b n . b n _
o) i= [ 15 =S et Puwte)de = [ 150 = 3 e wla) do.
a §=0 a 7=0

Sviluppando il quadratdf(z) — »~7_,~v;2’]* si vede subito ch& (yo,71, .-, 7s) & infi-

nitamente differenziabile rispetto i coefficie(ty,y1,...,v.) € inoltre che una condizione
necessaria affin@(vo, 71, . .., 7») Sia un minimo perF e che sia

oF

— =0, k=0,...,n.

Ok

Osserviamo che

0 OF _ b O[f(x) = XoT_g v’ )P w(x)
0 Ja 0k

b n
_ / 2 [f(@) = S mal] - (—a¥) w(e) da
a =0

dzr

b n
- ‘/ 2 [f(x) -2k =" e ] w(e) da
a ]:0
se e solo se

[ 102w =3y [ 2wy
. 2.7,

La quantif a primo membro coincide cdif, -*), ,,. Per ipotesi, essendfgf oItk w(z) dr <
oo la quantits a secondo membro e’ ben definita. ig,, = f: 2 w(z) dr, v = (),

B = (f, '(kfl))zw conl,m,k =0,2,...,n. Quindi la soluzione esiste ed unica se e solo
se loe quella del sistema lineardy = [ ciogé det(A) # 0.

Vediamo quale caso particolai€z) = 1, (a,b) = (0, 1). Poiche

' j+k 1
A 3 = J d =
ok A‘r R

si nota che la matricel coincide con la matrice di Hilbei®/; ., = J+++1

La matrice di HilbertH & estremamente sensibile a piccoli cambiamenti nei camffio dei

valori del termine noto. Per vederlo (cfl,[p.530-535]), siad una matrice non singolare di
ordineN, || - || una norma indotta di matricé ] cioé tale che

| Az|| < | Alllz], Yo € RY
e indichiamo con
K(A) = [lA[AY
il condizionamento della matricispetto alla normd - ||. Si dimostra §, p.137] che se

(A+ 6A)(x + 62) = b+ 6b,
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allora

16zl ~(A) ,<|5b| n |I5AII>'

2l = 1= el Al

Per capirne il significato, si supponga per sempligita= 0, Allora

el KA (I, [SALY _ o 100
el = T w2 (i + ) ==l

per cui piu grande &(.A4) piu grande & il rischio che piccole perturbazioni sul teiimoto

b provochino grandi effetti sul calcolo della soluziome Si noti che questa stima & solo
una maggiorazione. Comungue in molti casi risulta un budicatore di quanto un sistema
lineare siadifficile da risolvere al calcolatore, indipendentemente dal metitinzato.

Tornando alla matrice di Hilbe#, vediamo in Matlab valori del numero di condizionamento
in norma2. Se\; sono gli autovalori did ordinati in modulo, cioe

Al << < <A
si dimostra che essendo la matridesimmetrica e definita positiva (cf3[p.140])

[Anl
Ko(A) = —.
) |A1]
Curiosamente, quest’ultima uguaglianza lega due grandi dell'informatica moderna, es-
sendo la corrente definizione di condizionamento intredadt Turing mentre il rapporto degli
autovalori a secondo membro da Von Neumaimp[226].

Per quanto anticipato, calcoliamo il condizionamentoadaliatrice di Hilbert e i corri-
spettivi autovalori massimi e minimi in modulo. Notiamo ddatlab, non approssimando
gli autovalori di una matrice per ottenere il numero di cammtiamento (cf. §, p.139]), per
valori grandi dello stesso offre solo un’approssimaziddialtra parte si pud dimostrare che
il condizionamento (in norma 2) della matrice di Hilbert ddmen & approssimativamente
exp (3.5n) (cf. [3, p.139]).

>> hel p cond
COND  Condition nunmber with respect to inversion.
COND(X) returns the 2-norm condition nunber (the ratio of the
| argest singular value of X to the smallest). Large condition
nunbers indicate a nearly singular matrix.
COND( X, P) returns the condition nunber of X in P-norm
NORM X, P) * NORM I NV(X), P).
where P =1, 2, inf, or "fro.’
See al so RCOND, CONDEST, CONDEI G NORM NORVEST.

>> for n=5:5:40



fprintf('\n \t [
n, cond(hil b(n)),det(hilb(n)));

end

end

>>

[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:

>> for n=5:5:40
fprintf('\n\t [n]:

[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:
[n]:

Ricapitolando

1. il problema ai minimi quadrati continui ha un’unica sabree se e solo se un certo

10
15
20
25
30
35
40

10
15
20
25
30
35
40

[cond
[cond
[ cond
[cond
[cond
[ cond
[cond
[cond

n]: 9%.0f [cond (norma

(norma
(norma
(norma
(norma
(norma
(norma
(norma
(norma

aut oval .
aut oval .
aut oval .
aut oval .
aut oval .
aut oval .
aut oval .
aut oval .

2)]:
2)]:
2)]:
2)]:
2)]:
2)]:
2)]:
2)]:

[ S N S T Sy —1

NP ORFPRWNEFEW

. 77e+005
. 60e+013
. 49e+017
.91e+018
. 46e+019
. 19e+018
. 03e+019
. 55e+019

AR OREPORE AN

9%.0f [mn autoval.]:
n, m n(abs(ei g(hilb(n)))), max(abs(eig(hilb(n)))));

.29e-006 [rmax autoval.
.09e-013 [nmax autoval .
.58e-018 [nmax autoval .
. 05e-018 [rmax autoval .
. 70e-018 [nmax autoval
.49e-019 [nmax autoval .
.68e-017 [rmax autoval .
.22e-017 [max autoval

2)]: %R.2e [det]: 9%.2e’

[det]: 3.75e-012
[det]: 2.16e-053

[det]: -2.19e-120
[det]: -1.12e-195

[det]: 8.14e-275
[det]: 0.00e+000
[det]: 0.00e+000
[det]: 0.00e+000

sistema linearely = (3 ha una e una sola soluzione;
2. nel casaw = 1, (a,b) = (—1,1) la matriceA coincide con la matrice di Hilbert
che ha un numero di condizionamento estremamente grarae, domporta che il
sistema linearely = [ sara estremamente sensibile a piccole perturbaziorgé (cio
malcondizionato);
3. la matrice di Hilbert sembra essere singolare, cioe tavéeterminante nullo, per
n > 0; in realtd , come gia detto, si dimostra che &€ simmetridafeita positiva, e

quindi tutti gli autovalori sono positivi da cui il detern@nte € non nullo essendo il

prodotto degli autovalori.

[ S T S S S -1

NNRPRRRREPRE

%.2e [max autoval.]:

. 57e+000
. 75e+000
. 85e+000
. 91e+000
. 95e+000
. 99e+000
. 01e+000
. 04e+000

7. 2e’

Notiamo subito che il sistema ¢ difficile da risolvere p@etbbiamo rappresentato il polino-
mio p;; nellabasd, z,...,z". Cosa succede se lo scriviamo come combinazione lineare di
elementi di un’altra basép,, }? Se ad esempio scegliessimo la bgsg} cosicche

(Dky Pm) = aklk,m, ar >0, k,m €0,1,....n

con dx ., delta di Kronecker, finiremmo per risolvere un probledra = § dove A & una
matrice diagonale e quindi senza alcuna difficolta troven®

conay > 0.

Tk

_ B

O,k



Risulta quindi di importanza fondamentale cercare basotinpmi {¢; } per cui

(Pk, dm) = akOk,m, ar >0, k,me0,1,...,n.

2. Polinomi ortogonali. Siaw : (a,b) — R una funzione nonnegativa, com, ) non
necessariamente limitato, tale che

L. [P ]| w(z)de < +oo pertutti glin € N;
2. [¥ f(x) w(z) dz = 0 per qualche funzione continua e non negagivaplica g = 0

a

in (a, b).

La funzionew & dettgpeso Le funzioni peso piti comuni sono (cfl,[p.206], [L7], [13],[11])

1. w(z) =1conz € [—1,1] (peso di Legendre).f];

2. w(x) = ﬁ conz € (—1,1) (peso di Chebyshev);

3. w(z) = (1 —22)7~1/2 conz € (-1,1),y > (—1/2) (peso di Gegenbauer)]f
4. w(z) =(1—-2)* (1+x)%conz € (-1,1),a > —1, 3 > —1 (peso di Jacobi)]];
5. w(z) = exp (—x) conzx € (0,400) (peso di Laguerre)i[];

6. w(x) = exp (—x?) conx € (—o0, +00) (peso di Hermite) [4];

Vediamo ora che proprieta ha un insieme di polindi } .—o.....» in cui il gradodeg
di ogni polinomio siak — 1 < ded¢r) = k € (¢i, )20 = ¢id;; (cond, ; il delta di
Kroneckerc; > 0,4,5 = 0,...,n). Una tal famigliatriangolaredi polinomi (cioe tale che
deg ¢ ) = k) si diceortogonaleispetto alla funzione peso nell’intervallo di riferimento.

Si puo dimostrare usando la procedura di Gram-Schmidt nheal famiglia triangolare
di polinomi esiste e con la stessa procedura costruirl&dimente; inoltre € immediato osser-
vare che ogni polinomio di gradesi puo scrivere univocamente come combinazione lineare
di ¢9,...,¢,. Di conseguenza se, = Z;;O ar ¢k, allora per la bilinearita del prodotto
scalarg(-, -)2,w

n

(¢n+lapn)2,w - (¢n+la Zak(bk)?,w - Zak(¢n+la ¢k)2,w =0.

Jj=0 Jj=0

Inoltre (cf. [4, p.978], [, p.213])

TEOREMA 2.1. Sia {¢x}r=0,...» una famiglia triangolare di polinomi ortogonali in
(a, b) rispetto ad una funzione pesa Allora il polinomio ¢,, ha esattamente radici reali
e distinte nell'intervallo apertda, b).

DIMOSTRAZIONE. Sianozy, ...,z (conm < n) tutti e soli gli zeri dig,, interni ad
(a,b) con molteplicita rispettivamente, , . . ., a,,,. Di conseguenza, per qualche numeyo
abbiamo

Pn () = an <H(.’£ - xk)ak> Tn—m ()

k=1

avendo suppostp[;” , (x — z;)* = 1 se non ci sono zeri interni a@, b). 1l polinomio
rn—m PEer costruzione non ha zeriia,(p) e quindi non si annulla mai ed essendo una funzione
continua ha segno costante.



Consideriamo il polinomio

alx) = (ﬁ(w - mmodzw) .

k=1

Se uno zero dp,, ha molteplicita dispari ma maggiore b uno almeno ha molteplicita pari
0 esiste uno zero complesso nondnk), e facile osservare che il gradoge minore din.
Osserviamo ora che qualsiasi sia un numero natusale; mod;(«) € un numero pari.

Di conseguenza aven((q_[}f:l(:z: - :ck)a”modZ("‘k)) rn—m(x) Segno costante e non
coincidente col polinomio nullo,

0= (¢n,q)
b
= [ on(2)q(z) w(z)de
b m m
= / an (H(m — :zrk)o"‘> Trn—m(2) - <H(:c — a:k)mOdZ(o"“)> w(x) dz
@ k=1 k=1
b m
= / an (H(:c — xk)o"“erOCL(ak)) Tn—m(x)w(r)dr #0
@ k=1

(2.1)

da cui la contraddizione. Potrebbe venire il dubbio su pegkalche zero non possa essere
0b. Nella dimostrazione avrebbe quale unico effettoghe,, si annullaina o b, imanendo
di segno costante iru(b).

La conclusione € che il polinomio ortogonalg han radici distinte e semplici, interne ad
(a,b).0

Vediamo ora il Teorema di Clenshawi ([p.214]), che stabilisce a partire dai polinomi
ortogonaligg, ¢1 di grado O e 1 rispettivamente come calcolare ricorsivamkanfamiglia di
polinomi ortogonali.

TEOREMA 2.2. Sia{¢r}r=o0,....» Una famiglia triangolare di polinomi ortogonali in
[a, b] rispetto ad una funzione pesa Allora pern > 1

¢n+1(x) - O‘n(x - ﬁn)gbn(x) - 'Yngbnfl(x)

dove, dettas, il coefficiente di grado massimo dj,, si ha

= (2.2)
- (I(bnv ¢n)2,w
Bn B (¢na ¢n)2,w (23)

- O‘n(x(bn—la(bn)zw
" (Q/)nflv ¢n71)2,w

(2.4)

DIMOSTRAZIONE. [Facoltativa] Per qualche,,, S, Vn, ¢n—2 € Pn_o abbiamo

n—2
Gn+1(z) = an(T — Br)Pn(T) — Ynbn-1(z) + Z ckdr ().
k=0
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Essendo

(Pn+1,Pk)2w =0, k<n+1

necessariamente, per la bilinearita del prodotto scalare

n—2
(¢n+17 ¢j)2,w - (O[n(ZC - Bn)(bn - '-Yn(bnfl + Z Ck(bk; ¢j)2,w

k=0
n—2

= (an(® = Bn)bn, )20 — (Inbn—1,65)2w + Y _ k(s ¢5)2.0 (2.5)
k=0

Se
e sej < n—2, abbiamo, essendo il gradod@j (z— (3, )¢; ugualegi+1 < n—1 < n,
(bnt1,b5)2,w = 0, che

n—2

ck(Pr, 0j)2,w = ¢j (05, 05)2,w,

0

>
Il

(’Yn(bnflv ¢j)2,w =0

come pure

b

(@n(z = Bn)dn, §5)2,0 = / (an (@ = Bn)n (@) - j(z)w(z)de

ab
N / O (@) - (an(@ — Bn)o;(2)) w(z)de

= (¢n7 O‘n(x - Bn)(bj)lw
~ 0. (2.6)

Quindida .9 ¢; = 0perj =0,...,n— 2. Di conseguenza

¢n+1 (JJ) = O‘n(‘r - ﬁn)(bn(x) - ’7n¢n—l($)' (27)

(Dn+1505)2,0 = (n (T = Brn)dn, 0j)2,0 — (InPn—1, ¢j)2,w (2.8)

e da un confronto dei coefficienti di grado massimo nella fdamicorsiva di Clen-
shaw si deduce subito il valore di, # 0 (altrimenti il polinomio ¢, della
famiglia triangolare avrebbe grado al massimp

° Sej =n, abbiamd")/n(bnfl; ¢n)2,w = O! ((¢n+17 (bn)sz =0e qund| da28)
0= (an(x — Bn)Pn, bn)2.w

per cui, daw,, # 0 visto chen — 1 < deq¢,,) = n € (¢n, dn)2., > 0, ricaviamo

0= ((J; - Bn)(b’nn ¢n)2,w
8



e per bilinearita

(x¢n7 (bn)Z,w) = (ﬁn(bna ¢n)2,w = ﬁn((bna ¢n)2,w-

Essend@,, non nullo necessariamente

O # H(bn”g,u) = (¢n7 ¢n)2,w

e quindi
0= (:E(bna ¢n)2,w - (ﬁn(bna ¢n)2,w = (x¢na ¢n)2,w - ﬁn((bna ¢n)2,w
Comporta
. (x¢na ¢n)2,w
6" B (¢n7¢n)2,w '

e sej =n—1,da .9, poiché(én, pn-1)2.0 = 0, (Hn+1, Pn—1)2.. = 0, abbiamo

0= (an(x — Bn)dn, dn-1)2,0 — Yn(Pn-1, Prn—1)2,w
= n(TPn, Pn—1)2,0 — nBn(Pn, Pn-1)2,0 — Yn(Pn—1,Pn—1)2,w
= 0 (TPn, Dn—1)2,0 — Y (Pr—1, Pn—1)2,w
(2.9)

e quindi

Qo (I(bnv ¢n71)2,w

n = (¢n—17¢n—1)2,w '

NoTA 2.3. Notiamo che scelti i polinomi ortogonaty, e ¢1, la procedura determina la
famiglia triangolare di polinomi ortogonali di grado supere, non appena i coefficientiy,
Bris V- Segn, & tale che §,., ¢r)= 0perk =0,...,n — 1 allora perr # 0 pureg,, = ¢,
e tale che

(q;na(bk) = (T¢na¢k) = T(¢n7¢k) = 07 k = 01' ce,n— 1

e quindi potrebbe essere considerato quale polinomio amade di gradon. In pratica
spesso si sceglie, = 1 e i polinomigg(z) = 1, ¢1(x) = x — f; xw(z)dz/ f:w(a:)da:
cosicche i polinomi ortogonali siananonicicioé con coefficiente di grado massimo uguale
a 1. In molti altri casi, come nelle routines Matlab di W. Gsehi, si ponep_;(x) = 0,
po(x) = 1 e quindi si applica la formula ricorsiva di Clenshaw cop = 1 perk > 0.

NOTA 2.4. Per motivi storici, esistono varie interpretazioni dei pami ortogonali. Si
veda ad esempio/] per una discussione sul legame dei polinomi ortogonali Eofrazioni
continue nonch una interessante caratterizzazioglettrostaticalei loro zeri.
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