
MIGLIOR APPROSSIMAZIONE IN SPAZI EUCLIDEI ∗

A. SOMMARIVA †

Conoscenze richieste. Spazio vettoriale. Spazio normato. Vettori linearmente indipendenti. Sistemi lineari.
Operatore delta di Kronecker.

Conoscenze ottenute. Spazi euclidei. Elemento di miglior approssimazione in un sottospazio di dimensione
finita di uno spazio euclideo. Determinazione dei coefficienti di Fourier per basi generiche e ortogonali.

SiaE uno spazio vettoriale dotato di un prodotto interno (·, ·) (talvolta un tale spazio è
dettoeuclideo, cf. [5, p.148]), cioè una funzione reale definita sulle coppiex, y ∈ E con le
seguenti proprietà

1. (x, x) ≥ 0 per ognix ∈ E; inoltre (x, x) = 0 se e solo sex = 0;
2. (x, y) = (y, x) per ognix, y ∈ E;
3. (λx, y) = λ(x, y) per ognix, y ∈ E eλ ∈ R;
4. (x, y + z) = (x, y) + (x, z) per ognix, y, z ∈ E.

A partire dal prodotto interno si può definire lo spazio normato (E, ‖ · ‖) ponendo‖f‖ =
√

(f, f).

Vediamo alcuni esempi di spazi euclidei:

1. R
n dotato dell’usuale prodotto scalare, è uno spazio euclideo; see1, . . . , en è una

base ortonormale, cioè per cui(φj , φk) = δj,k (dove al solitoδj,k è il delta di
Kronecker), allora ogni vettorex ∈ R

n si può scrivere come

x =

n
∑

k=1

cnen, ck = (x, ek).

Infatti, moltiplicando ambo i membri dix perek si ha per la bilinearità del prodotto
scalare

(x, ek) =

(

n
∑

k=1

cnen, ek

)

=
n
∑

k=1

cn(en, ek) = ck(ek, ek) = ck.

2. lo spazioC([a, b]) delle funzioni continue nel compatto[a, b], dotato del prodotto
scalare

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx

è uno spazio euclideo, cf. [5, p.145]. Una sua base ortogonale (cioè per cui(φj , φk) =
cj,jδj,k con cj,j 6= 0 per ognij), facilmente ortonormalizzabile, è il sistema di
funzioni trigonometriche

1, cos

(

2πnt

b − a

)

, sin

(

2πnt

b − a

)

, n = 1, 2, . . . .
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1.1. Sull’elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei. Nella ricerca dell’e-
lemento di miglior approssimazione in spazi euclidei partiamo da un teorema in un sottospa-
zio di dimensione finita. Cominciamo introducendo una generalizzazione del noto teorema
di Pitagora.

TEOREMA 1.1. SiaE uno spazio euclideo, e sianof, g ∈ E tali che(f, g) = 0 (cioèf

eg sonoortogonali). Allora ‖f + g‖2 = ‖f‖2 + ‖g‖2.

DIMOSTRAZIONE. Per la dimostrazione si consideri [2, p.90]. Essendo(f, g) = 0, dalla
bilinearità del prodotto interno,

‖f + g‖2 = (f + g, f + g) = (f, f) + (g, f) + (f, g) + (g, g)

= (f, f) + 0 + 0 + (g, g)

= ‖f‖2 + ‖g‖2 (1.1)

Il teorema di Pitagora servirà per dimostrare il seguente teorema (della proiezione ortogona-
le).

TEOREMA 1.2. Siaf ∈ E, E spazio euclideo e{φj}1,...,N un sistema finito di elementi
di E linearmente indipendenti. Allora la soluzione del problema

‖f − f∗‖2 = min
g∈span{φ}1,...,N

‖f − g‖2

è

f∗ =
∑

1,...,N

c∗jφj

dove i coefficientic∗j verificano le cosidette equazioni normali

N
∑

k=1

(φj , φk)c∗k = (φj , f), j = 1, . . . , N.

La soluzionèe caratterizzata dalla proprietà di ortogonalit̀a cioè chef∗ − f è ortogonale a
tutti gli φk, conk = 1, . . . , n, cioè

(f∗, φk) = (f, φk), k = 1, . . . , n. (1.2)

Un caso importantèe quello in cui{φj}j=1,...,N è un sistema ortogonale, cioè

(φj , φk) = cjδj,k, cj 6= 0,

dove al solitoδj,k denota il delta di Kronecker; allora i coefficientic∗j (detti in questo casodi
Fourier) sono calcolabili pìu semplicemente con la formula

c∗j =
(f, φj)

(φj , φj)
, j = 1, . . . , N.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione è tratta da [2, p.92]. Siac = (ck)1,...,N , una vettore
di coefficienti e supponiamo che per almeno un indicej siacj 6= c∗j , cioèc 6= c∗ = (c∗k)1,...,N .
Allora
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N
∑

j=1

cjφj − f =





N
∑

j=1

cjφj − f∗



+ (f∗ − f)

=
N
∑

j=1

(cj − c∗j )φj + (f∗ − f) (1.3)

Seu = f∗ − f è ortogonale a tutti iφj , allora è ortogonale pure alla combinazione lineare di
φj come ad esempio

v =

N
∑

j=1

(cj − c∗j )φj =

N
∑

j=1

cjφj − f∗ ∈ span{φk}k=1,...,N .

Dal teorema di Pitagora, poichè(u, v) = 0 implica‖u+v‖2 = ‖u‖2+‖v‖2, da‖
∑N

j=1
(cj −

c∗j )φj‖ > 0 poichèc 6= c∗ abbiamo

‖

N
∑

j=1

cjφj − f‖2 = ‖





N
∑

j=1

cjφj − f∗



+ (f∗ − f)‖2

= ‖

N
∑

j=1

cjφj − f∗‖2 + ‖f∗ − f‖2

= ‖
N
∑

j=1

(cj − c∗j )φj‖
2 + ‖f∗ − f‖2

> ‖f∗ − f‖2 (1.4)

Di conseguenza sef∗ ∈ span{φk}k=1,...,N e f∗ − f è ortogonale a tutti iφk alloraf∗

è la miglior approssimazione dif in span{φk}k=1,...,N . Rimane allora da mostrare che le
condizioni di ortogonalità





N
∑

j=1

c∗jφj − f, φk



 = 0, k = 1, . . . , N

possano essere soddisfatte per un qualchec∗ = (cj)j=1,...,N . Questo problema è equivalente
alla soluzione del sistema di equazioni normali

N
∑

k=1

(φj , φk)c∗k = (φj , f), j = 1, . . . , N (1.5)

Seφ1, . . . , φN sonoN vettori linearmente indipendenti che formano un sistema ortogonale,
da (1.5) si ha che

N
∑

k=1

(φj , φk)c∗k = (φj , φj)c
∗
j
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e quindi che

(φk, φk)c∗k = (φk, f).

Visto che(φk, φk) 6= 0 (se cosı̀ non fosse0 = (φk, φk) = ‖φk‖
2 avremmoφk = 0 e quindi

{φj}j=1,...,N non sarebbe un sistema di vettori linearmente indipendenti) si vede subito che
(c∗k)k esistono unici e uguali a

c∗k =
(φk, f)

(φk, φk)
.

Se inveceφ1, . . . , φN non formano un sistema ortogonale, il sistema di equazioni normali ha
una e una sola soluzione se il sistema omogeneo di equazioni

N
∑

k=1

(φj , φk)c∗k = 0, j = 1, . . . , N (1.6)

ha la sola soluzione nulla. Se cosı̀ non fosse, esisterebbec∗ = (cj)j=1,...,N per cui da (1.6)

‖

N
∑

j=1

cjφj‖
2 =





N
∑

j=1

cjφj ,

N
∑

k=1

ckφk





=
N
∑

k=1

ck

N
∑

j=1

cj (φj , φk)

=

N
∑

k=1

ck · 0

= 0 (1.7)

e quindi essendo‖ · ‖ una norma, necessariamente
∑N

j=1
c∗jφj = 0, il che contraddice il fatto

che iφk erano linearmente indipendenti.

Osserviamo subito che se una base ortogonale è a disposizione allora il calcolo della miglior
approssimazione non richiede la soluzione del sistema delle equazioni normali bensi’ il solo
calcolo di alcuni prodotti interni e N divisioni. Inoltre sinoti che se{φk}k=1,...,N è un
sistema ortogonale, allora i coefficienti di Fourierc∗j sono independenti daN col vantaggio
che se è necessario aumentare il numero totale di parametric∗j , non è necessario ricalcolare
quelli precedentemente ottenuti.

1.2. Facoltativo: Sui sistemi ortogonali. Al momento non abbiamo detto nulla riguar-
do una possibile base dello spazio euclideoE. E cosa serve richiedere perchè abbiano car-
dinalità numerabile? In tal caso, esistono delle basi da preferire, come per esempio quelle
ortonormali?

Riguardo a queste questioni, si può provare che ogni spazioeuclideoseparabile(cioè che
contiene un sottinsiemeS ⊆ X denso e numerabile, cf. [5, p.48])), ha una base ortonormale
finita o numerabile.

Inoltre vale il seguente teorema detto diortogonalizzazione, basato sull’algoritmo di
Gram-Schmidt

TEOREMA 1.3. Sianof1, . . . , fn, . . . un insieme numerabile di elementi linearmente in-
dipendenti di uno spazio euclideoE. Allora E contiene un insieme di elementi{φk}k=1,...,n,...

tale che
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1. il sistema{φn} è ortonormale (ciòe (φm, φn)=δm,n, doveδm,n è il delta di Kronec-
ker);

2. ogni elementoφn è una combinazione lineare dif1, . . . , fn;
3. ogni elementofn è una combinazione lineare diφ1, . . . , φn.

Si osservi che

• l’insieme di partenzaf1, . . . , fn, . . . non deve essere necessariamente finito, come
di solito viene spesso richiesto nell’algoritmo di ortogonalizzazione di matrici;

• l’insiemeφ1, . . . , φn, . . . non deve essere necessariamente finito;
• se lo spazio euclideo ha una base numerabile formata da elementi linearmente indi-

pendentif1, . . . , fn, . . ., allora ha pure una base ortonormale.

Alcune definizioni:
DEFINIZIONE 1.4. I numeri

ck = (x, φk), k = 1, 2, . . .

sono detticoefficienti di Fourierrispetto il sistema{φk}.

DEFINIZIONE 1.5. Se{φk} è un sistema ortonormale diE, f ∈ E, la serie (formale)

+∞
∑

k=1

ckφk

è chiamataserie di Fourierdi f .

1.3. Facoltativo: Sull’elemento di miglior approssimazione in spazi euclidei. Viene
naturale chiedersi quali proprietà ha l’elemento di miglior approssimazione, e cosa bisogna
assumere perchè la serie di Fourier dif converga af . In parte risponde il seguente teorema,
detto diBessel

TEOREMA 1.6. Dato un sistema ortonormale

φ1, . . . , φn, . . .

in uno spazio euclideoE, siaf ∈ E. Allora l’espressione

‖f −

n
∑

k=1

akφk‖

ha il minimo per

ak = ck = (f, φk), k = 1, 2, . . . , n

edè uguale a

‖f‖2 −

n
∑

k=1

c2
k.

Inoltre vale la disuguaglianza di Bessel

∞
∑

k=1

c2
k ≤ ‖f‖2.

Osserviamo che
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• la serie nella disuguaglianza di Bessel ha un insieme numerabile di termini;
• la soluzione al problema di miglior approssimazione in norma‖ · ‖ esiste ed è unica:

per ottenerla basta calcolare i coefficienti di Fourier; questo punto è fondamentale
perchè dice costruttivamente come calcolare l’elemento di miglior approssimazione.

DEFINIZIONE 1.7. Supponiamo che valga l’uguaglianza di Parseval

∞
∑

k=1

c2
k = ‖f‖2

per ognif nello spazio euclideoE. Allora il sistema{φk} si dicechiuso.

DEFINIZIONE 1.8. Un sistema ortogonale (o ortonormale){φk}k=1,...,n,... è completo
quando il pìu piccolo sottospazio diE contenente{φk}k=1,...,n,... è l’intero spazioE. Un
tale sistemàe dettobase ortogonale (ortonormale).

Si possono dimostrare i seguenti ed importanti teoremi

TEOREMA 1.9. Un sistema ortonormale{φk}k=1,...,n,... in uno spazio euclideòe chiuso
se e solo se ogni elementof ∈ E è la somma della sua serie di Fourier.

TEOREMA 1.10.Se un sistema ortonormale{φk}k=1,...,n,... è completo allora{φk}k=1,...,n,...

è chiuso e viceversa.

A questo punto abbiamo capito che se uno spazio euclideoE ha un sistema ortonormale
chiuso (o equivalentemente completo) allora la serie di Fourier di un elementof di E coincide
conf stesso.
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