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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Una classe di equazioni di Hammerstein
della teoria del trasporto.

Equazioni integrali non lineari quadratiche del tipo
o@)8(o) + 0(a) [ K@ Do) du(t) =blz) z R (L)
Q

dove (2, .S, p) € uno spazio di misura, si presentano in modo naturale nel con-
testo della teoria del trasporto. In (1.1), il kernel K, e i coefficienti a, b, sono
funzioni (u—)misurabili e non negative (11 —gq.0.). Da un punto di vista fisico,
¢ interessante cercare soluzioni positive (u—)integrabili (soluzioni L (€, i),
eventualmente continue quando €2 e dotato di una topologia di Hausdorff,
visto che ¢ ha generalmente il significato di una funzione di distribuzione. Si
puo notare che la formulazione generale (1.1) ci permette di trattare contem-
poraneamente sia i casi in dimensione infinita che le corrispondenti versioni
finito-dimensionale, prodotte, ad esempio, dalla discretizzazione per scopi
numerici. In questo caso, possiamo pensare o che yp sia una misura discreta
sul continuo Q2 C R?, o pit semplicemente che €2 sia uguale a {1,...,m}, p
sia la misura che conta i punti, a, b, e ¢ siano vettori m—dimensionali e che
K sia una matrice m x m.

E noto che importanti modelli nella teoria del trasferimento radiativo e
del trasporto di neutroni [5], come anche nella teoria cinetica dei gas [9, 10],



sono descritti da equazioni integrali non lineari della forma:

h(z) = y(z) + h(z) /Q K(x, )h(t) du(t), = € Q, (1.2)

dove rispettivamente Q = [0,1] oppure @ = (0,00), y € LL(D), e 0 <
K(z,t) < 1, K(z,t) + K(t,z) = 1. Quando |yl = [ou(t)du(t) < 1/2,
ipotesi che corrisponde ai casi non conservativi, non e difficile vedere che
'equazione (1.2) puo essere trasformata in

(1= 2lylh)"*h(z) + h(x) /Q K(t, 2)h(t) dp(t) = y(x), © € Q, (1.3)

che chiaramente appartiene alla stessa famiglia di (1.1). Si noti che l'opera-
tore a secondo membro in (1.2) & (puntualmente) crescente su argomenti h
non negativi, mentre se si scrive (1.3) come una equazione di punto fisso, si
ottiene un operatore decrescente. All'interno della famiglia di equazioni del
tipo (1.2) e (1.3), ¢’& per esempio la famosa equazione di Chandrasekhar [5],
che ha un ruolo chiave nella modellizzazione del trasferimento radiativo nelle
atmosfere semi-infinite, dove D = [0, 1], K(z,t) = z/(x + ), e y ¢ costante.

Nell’ambito della formulazione cosidetta “scattering-kernel” per 1'equa-
zione di Boltzmann, che fornisce un modello per la diffusione di particelle
in una miscela di due specie (particelle di campo e particelle test), lo studio
del caso omogeneo nello spazio in assenza di forze porta in modo naturale
all’equazione integrale quadratica

Nan (D F0) + ) [ anllv = VDI = QoS vE RS, (14)

che corrisponde alla ricerca di soluzioni stazionarie. In (1.4), g e g descrivono
Ieffetto di rimozione tra le particelle, N ¢ la densita totale fissa delle particelle
di campo e QpS(v) rappresenta la velocita di emissione delle particelle test
(assunta costante nel tempo e uniforme nello spazio), con intensita )y, dove
Jgs S(v)dv = 1. Nel caso isotropo, cioe S(v) = (47)"'Sy(v), si puod vedere
che f(v) = (4m)~1Sy(v) risolve (1.4), se fo(v) & una soluzione di

N (0)f(0) + £(v) / G0, o) f(W) dv' = QuSo(v), v € (0,00), (L)
dove il kernel G e dato da

v+’
G(v,v') = ! / tg, du(t). (1.6)
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Si noti che tutte le funzioni e i parametri nei modelli (1.4) e (1.5) sono
positivi, o perlomeno non negativi, visto il loro significato fisico. Per la stessa
ragione si ¢ interessati ad una soluzione non negativa in L', che rappresenta
la distribuzione delle particelle test in funzione della velocita. In particolare,
la norma L' di f fornisce la densita incognita delle particelle test.

Sotto le ipotesi naturali

ab > 0 q.o. rispetto a p in Q, e b/a, K(z,-)b/a € L*(Q, p), (1.7)

attraverso la trasformazione

b 1

(b:ElJru’ (1.8)

si riduce 'originaria equazione quadratica alla forma di Hammerstein

fK (x,t)b(t) 1
z)a(t) 1+ u(t)

du(t), z € Q. (1.9)

L’ipotesi base bX(z,-)/a € L'(Q, 1), garantisce che 'equazione di Hammer-
stein (1.9) sia ben definita. Richiedere la positivita q.o. rispetto a ydia e b
non ¢ restrittivo, essendo a,b non negative q.o., a meno che non si annullino
contemporaneamente su un sottoinsieme di misura non nulla: e sufficiente
infatti cambiare il dominio con linsieme {x € Q : a(x)b(x) > 0}, poiché
¢ = 0 dove b = 0. Si osservi che ogni soluzione non negativa dell’equa-
zione di Hammerstein (1.9) corrisponde attraverso (1.8) ad una soluzione in
L (2, p) dell’equazione quadratica (1.1) (con ¢(x) < b(z)/a(x)); d’altra par-
te, se ¢(x) > 0 risolve (1.1) allora necessariamente ¢(z) < b(z)/a(z) (dove
tutte le disuguaglianza sono intese q.o. rispetto a pu).
L’equazione (1.9) & un caso particolare dell’equazione di Hammerstein

u(z) = Alu)(z) = /Qk(%t)g(U(t))dﬂ(t) + () (1.10)

dove k(z,-) € L2(Q,u) e g : [0,00] — [0,00] & continua e strettamente
decrescente con y — yg(y) strettamente crescente; assumiamo inoltre che
Y€ LL(Q, u). Le ipotesi su g sono equivalenti a

1

>0, 1.11
c+qly) (111)

9(y) =



dove ¢ > 0 ha le seguenti proprieta: & strettamente crescente in [0, c0),
esiste lim, 1 q(y)/y > 0, ed & strettamente sublineare, cioe, q(ty) > 7q(y)
per ogni 7 € (0,1), y > 0. Un esempio importante di tale ¢ ¢ dato da
qly) =D " cy®i,dove ¢; > 0,0 < oy < ... <y, <1

Studieremo l'equazione (1.10) in due situazioni distinte:
nel primo caso supporremo che esista § yu—misurabile positiva tale che

k(z, )B(t) = k(t, 2)B(z) q.o. in Q x . (1.12)

Nel secondo caso si considerera l'ipotesi

0 <o:=ess sup/ k(x,t)du(t) < oo. (1.13)
Q Ja

Fermiamoci prima un attimo per introdurre alcuni concetti che saranno
utili in seguito.

1.2 Spazi di Banach ordinati

1.2.1 Coni

Sia E uno spazio di Banach. Un insieme chiuso non vuoto P C FE e detto
“cono” se

e r € P, A\ >0 implica che A x € P;
e v € P, —x € P, implica che x = 0 (qui 0 indica I’elemento nullo di E).

E importante notare che un cono definisce un ordinamento parziale in F
definendo
r3y&sy—xe P,

per questa ragione la coppia (E, P) ¢ chiamata spazio di Banach ordinato.
Data questa definizione, se © =< y e x # y scriviamo = < y, e con [a,b]
intendiamo l'intervallo contenente tutti gli x in E tali che a < x <0.
Diciamo che un cono e

e solido se contiene punti interni;



e normale se per tutte le successioni {z,},{y,},{z.} in P tali che x, <
Zn 2 Yn, My, i oo |2 — || = 0, limy, 4 oo ||y — ]| = 0 (per un certo
x € P) abbiamo lim, 1 ||z, — z|| = 0 (cioe vale il teorema dei due
carabiniert); una condizione necessaria e sufficiente perche il cono P sia
normale & che esista una norma equivalente || - ||; (rispetto a || - ||g) tale
che 0 <z <y implichi ||z|/1 = ||y

e regolare se per ogni successione {x,} in E limitata rispetto all’ordine,
cioe tale che

..z, 2...23y,n=12...yekl

esiste x in E tale che lim,,_,, ||z, — x| = 0.
Ci sono interessanti relazioni tra i coni normali e i coni regolari (vedi [8]).

Proposizione 1.2.1 Sia E uno spazio di Banach e P un cono in E. Se P
¢ regolare allora P € normale. Il viceversa ¢ vero se E ¢ riflessivo.

Ora consideriamo qualche esempio di coni in tre noti spazi di Banach ordinati,
vedendo se sono solidi, normali o regolari.

Esempio 1.2.1 Sia E = R™ munito della norma euclidea, e P = {x =
(X1, ..oy @) sy > 0,4 =1...m}. Il cono P é solido e normale (poiché la
norma € monotona). Inoltre, essendo R™ riflessivo, P é anche regolare.

Esempio 1.2.2 Sia E = C|0,1] lo spazio delle funzioni continue nell’inter-
vallo [0, 1], munito della “sup-norma” e P = C.[0,1] = {h € C[0,1] : h(z) >
0 per ogni z € [0,1]}. Il cono P ¢é solido e normale, ma non regolare. Infatti,
sia hy(x) =1—2", z €[0,1], (n=1,2,3,...). Chiaramente

ma {h,} non converge in C|0,1].

Esempio 1.2.3 Sia E = LP(Q2) lo spazio delle funzioni Lebesgue misurabili
con potenza p-esima sommabile su 2 C R™, dove p > 1 intero finito, 0 <
mis(Q2) < oo. Il cono P = LA (Q) = {h € LP(Q2) : h(x) > 0 per ogni x € Q}
¢ regolare ma non solido; per la Proposizione 1.2.1, P ¢ normale.



1.2.2 Operatori monotoni

Sia (E, P) uno spazio di Banach ordinato, con < ordine parziale definito dal
cono P.
Un operatore A: D C E — E ¢ chiamato

o sublineare se A(Tu) = TA(u) per ogni 7 € (0,1), u > 0;
e crescente se uy,uz € D, u; < ug implica che A(uy) = A(us);
e decrescente se uy,us € D, up = ug implica che A(ug) =< A(uy).

Diciamo che u,v € D sono punti fissi di A se u = A(v), v = A(u).
Un operatore M : D x D C E — E ¢ mized monotone se M(u,v) ¢
crescente in u e decrescente in v, cioe

(i) uy,us € D, uy =< uy implica che M (uy,v) < M(us,v) per ogni v € D;
(ii) v1,v9 € D, v; < vy implica che M (u,ve) < M(u,v;) per ogni u € D.

Ogni u,v € D x D tali che u = M (u,v), v = M(v,u) sono chiamati punti
fissi quasi accoppiati di M.



Capitolo 2

Convergenza dei metodi
rilassati di tipo Picard in M e

L.

In questo capitolo mostreremo che per wuy appartenente allo spazio delle
funzioni misurabili positive M (€2, u), la successione {u,} definita da

Upt1/2 = E(Uny1y2) + Fun), (2.1)
Up41 = (1 - w)un + Wln41/2,

(dove w € (0,1], E' ed F sono opportuni operatori decrescenti tali che A =
E + F), converge all'unica soluzione dell’equazione di Hammerstein (1.10) in
M, (Q, 1) (ed eventualmente in LP(€2, i)).

2.1 Convergenza a soluzioni positive misura-
bili.

Sia M (2, 1) lo spazio delle funzioni misurabili su Q C R? modulo la relazione
di equivalenza quasi ovunque. M(£2, i) puo essere ordinato parzialmente dal
cono chiuso My (2, p) = {u € M(Q,u) : u(z) > 0 q.0.}, cioe v = u se
v—u € M4 (Q, u). Questo cono e regolare, cioe ogni successione monotona e
limitata rispetto a questo ordine in M (€2, ) ha limite, ed & pure normale,
nel senso che vale il teorema dei due Carabinieri. Consideriamo 1’equazione



di Hammerstein
u(z) = / K, Og(ut) du(t) + (), @€ Q (2.2)

esia A : M4 (Q, 1) = M4 (Q, u) Voperatore definito dal secondo membro di
(2.2) dove supporremo che

(I) M nucleo k € L1 (Qx Q, pu x ), (1 x p & la misura prodotto definita da
w) cioe h € LY (2 x Q, p x p) e k(z) > 0 quasi ovunque;

(IT) g : Rt — R* & una funzione decrescente, tale che yg(y) sia strettamente
decrescente q.0.;

(III) ¢ € LY (Q, u), ovvero ¢ € L' (Q, p), ¢¥(z) > 0 q.o. e B € LL(Q, p);

( ) Jo K( ){ ) Jo K( ) +v| € LY, p).

Con queste assunzioni e immediato notare che 'operatore A e decrescente,
cioé u = v implica che A(u) > A(v). In questo paragrafo supporremo inoltre
che l'operatore A verifichi la proprieta (1.12).

Cercheremo una soluzione non negativa di (2.2) in qualsiasi sottospazio di
M (€, p). In simili contesti, usualmente si assume 'ipotesi (1.13) che viene
ora trascurata e sostituita con (1.12), in cui non é richiesto che l'estremo
superiore sia infinito.

Teorema 2.1.1 Supponiamo che siano verificate (1), (II), (III), (IV) e che
M M (Q, ) X M (2, 1) — M (2, p) sia Uoperatore

M(u,v) = (1 —w)u + wA(v), (2.3)

dove u,v € My (2, 1) ew € (0,1]. M ha un unico punto fisso u* € M, (Q, p)
(cioe M(u*,u*) = u*) e, fissati so,to € [0, A(9)], le successioni {s,}, {tn}
definite da

Sp4+1 = M(Sna tn)a tny1 = M(tn7 Sn)7 n = 07 17 27 B (24)

convergono a u* puntualmente q.o.. In particolare, quando sy = 6 ety =
A(0), vale la sequente catena di disuguaglianze:



Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che

Sappiamo che A ¢ decrescente, dunque se u,v € [0, A(f)] si ha che § <
A(u) = A(0) e 8 < M(u,v) = A(f). Mostriamo (2.6) per induzione. Per
n = 1 basta notare che

0 = sg = M(so,tg) = s1 = M(to,to) =X M(so,tg) =t1 2 tg = A(0).
Supponiamo ora che per ipotesi induttiva sia
Sn—1 2 Sp Xtp D tp
Allora
Sn=M(sp_1,tn1) X M(Sp,tn_1) = M(Sn,tn) = Sna1
tn = M(tn_1,8n-1) = M(ty, sn—1) = M(tn, Sn) = tni1
Spar1 = M(sp,tn) =X M(tn,tn) < M(tn, Sn) = tni1

cioé (2.6) ¢ soddisfatta. Osserviamo che essendo M, (€2, ) regolare, {s,}
crescente e limitata da tg, {t, } & decrescente e limitata da s, esistono u*, v* €
M, (Q, p) tali che s, T u* et, | v*.

Abbiamo dunque che per qualsiasi n € N

<51 = ... sy, 2. Sut =0 =, = = < AB), (2.7

0 < lim s, =u" <v* = lim ¢, < A(f) puntualmente.

n—o0 n—o0

Mostriamo che u* = v*. Da (2.4)

Snt1 = M(sn, tn) = (1 —w)sn + w/gk‘(-,t)g(tn(t)) du(t) +wy (2.8)

e poiché g & strettamente decrescente e k € L1 (Q x Q, 1 x 1)

. Ja()] < (e, (0] € L.
dunque essendo ¢ continua

lim k(z,t)g(t,(t)) = k(z,t)g(v*(t)) perquasiogni (z,t) € Q x 2

n—o0



e per il teorema della convergenza dominata

tim [ K 0g(0(0)) dite) + v = / ult) + 0 = AW, (2.9)
Visto che s,, T u*, t, L v*, da (2.8) e (2.9)
= (1 —w)u" +wA(v")

ut = A(v®).

Allo stesso modo si vede che v* = A(u*). Vogliamo mostrare che in realta
ut = v

Da
050 0" X AW) = 9(0) [ K dutt) + 0

essendo yg(y) strettamente crescente, per (2.7) e (IV)

Bug(u’) = BAO)g(A(0)) € LN, ). (2.10)

*

Siccome u* = A(v*), v* = A(u*), necessariamente
Bla)u’(x)g(u"(z)) =
5(37)9(16*(37))/k(%t)g(v*(t))du(t)+ﬁ($>g(u*($))1/1(x)-

Bla)v™(x)g(v () =
Bla)g(v*(x)) / k(x, t)g(u™ (1) du(t) + B(x)g(v"(x))y(x) -

Q

visto che i termini del primo membro di entrambe le equazioni sono integrabili
per (2.10), possiamo sottrarre membro a membro ed integrare su € rispetto
a u(x). Applicando il teorema di Fubini, (ricordando (III)), si vede subito
che

/95 (@)[u* (2)g(u (2)) — v (@)g (v ()] du(x) =
= / () ol @)k (v () - 00 @)k( g’ (1)] dux)an(t)
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+/Qﬁ(ﬂf)¢(ﬂf)[g(u*(ﬂf)) — g(v*(z))] dp(x). (2.11)
Ricordando (1.12)

[ Ao (@) (e Dalo (1) d()an(t) =

Bt)g(w” (2))k(t, x)g(v* (1)) dp(z)du(t)

QxQ

Scambiando ¢ con z (possiamo farlo perche stiamo integrando su Q x ),
quest’ultimo integrale e uguale a

Bla)g(u” () k(z, t)g(v*(x)) dp(z)du(t)

QxQ

e quindi essendo il primo termine a secondo membro di (2.11) nullo, abbiamo

/Q Aa)[u(x)g(u*(2)) = v*(2)g(v*(x))] dp(x) =

LB(SEW(JJ)[Q(U"(?C)) — g(v"(2))] dp(x). (2.12)

Ora supponiamo per assurdo che u* < v*, cioé che u*(z) < v*(z) su Q e
u*(z) < v*(x) su un certo sottinsieme Q1 non trascurabile di 2. Poiché g &
decrescente, deduciamo che g(u*)—g(v*) > 0 q.o.. Ne consegue che il secondo
membro di (2.12) & non negativo. D’altro canto, essendo yg(y) strettamente
decrescente q.o.

u*(@)g(u(x)) — v (x)g(v™(x)) < v (x)g(v"(x)) — v (x)g(v*(x)) =0 (2.13)

ed in Q1 (2.13) vale strettamente, per cui essendo (3 strettamente positiva,
il primo membro di (2.12) & negativo. Assurdo. Quindi u* = v*.

Vediamo ora l'unicita del punto fisso di M (e quindi di A). Sia £ €
M (€, p) tale che £ = A(E). Essendo

M(E,6) = (1 —w)f+wA(§) = (1 —w)§ +wf =¢
& € punto fisso pure di M. Mostriamo che

0=50=851=...38, RE=A) 2 t, 2 ... 2t1 Jtg=A(0) (2.14)

11



per ogni n € N.

Essendo A : M (, ) — M, (, ) un operatore decrescente, abbiamo 6 =
sp X & = tg = A(f). e quindi il primo passo dell'induzione ¢ verificato.
Supponiamo ora che (2.14) valga per un certo n; essendo

Snt1 = M(sn,tn) 2 M(E, 1) 2 M(E,8) =&§ 2 M(ty, 80) = tnya,

ricordando (2.6) la tesi induttiva ¢ verificata.
La normalita del cono M, (€2, u) e la convergenza puntuale q.o. di s, t,
a u*, ci permettono di concludere che £ = u*. O

Teorema 2.1.2 Supponiamo E, F : M, (Q, 1) — M (Q, 1) siano operatori
decrescenti tali che A = E + F. Si assuma che [’equazione di punto fisso
u = E(u) +n abbia un’unica soluzione in M, (Q, ) per ogni n € [0, F(0)] C
16, A(9)]. Allora per w € (0, 1], la successione {u,} definita da

up € [0, A(e)]
Upt+1/2 = E(Un+1/2) + F(un), (2.15)
Upt1 = (1 — W)Uy + Wlnt1/2

converge all’unica soluzione u* di A in M, (2, p).

Dimostrazione. Fissato w € (0,1], consideriamo le successioni {s,}, {t.}
definite da

thi1y2 = E(un) + F(u,) = A(uy,) (2.16)
tnp1 = (1 — w)sp, 4+ Whpy1)2,

S = 0

Snt1/2 = Euy) + F(u,) = A(un) (2.17)

Spr1 = (1 = w)ty + wspi1a.

Se M+ M (2, ) — M (€2, ) € Poperatore definito da M (u,v) = (1 —w)u+
wA(v), allora le successioni (2.16), (2.17) possono essere riscritte come

Sn41 = M<Sn7tn)7 tn+1 = M(tnvsn)u n = 07 1727 teee

Per il Teorema 2.1.1 convergono a u*, che & I'unico punto fisso di M (e di A
per (2.3)) in in M (€2, p).

12



Proviamo per induzione che
Sn, = tn+1/27 Sn+1/2 = tn+1/27 n = 07 17 27 s (218>

Per quanto riguarda la prima disuguaglianza, per (2.16), (2.17), ottenia-
mo sy =X ti/p; assumendo che s,_; = £,_1/2, abbiamo per convessita, s, =
(1 —w)sp—1 + wty_1/2 X ty_1/2. Essendo t,, < t,_; per (2.5) e A decrescen-
te, da (2.16) otteniamo t,_1/2 = A(tn_1/2) =X A(tn-1) = A(ty) = tayiye, €
conseguentemente s, = t, /2.

Per la seconda disuguaglianza in (2.18), per (2.16), (2.17) & facile vedere
che t; = 5172 = to. Assumendo s,_1/2 = t,, da s,110 = A(Sn) 2 A(Sp—1 =
Sp—1/2 = tn, otteniamo, ancora per convessita, s,41/2 = (1 —w)tn+wsn+1/2 =
tni1, che conclude il passo induttivo.

Ora proviamo che {u,} converge a u*.Si noti che questa successione ¢ ben
definita, poiché v = E(u) + b ha un’unica soluzione in M, (€2, i), per ogni
b € [0, F()]. Per provare per induzione che

0=50=<51=X...%5, 2u, It, <...Xt; <ty = A(0); (2.19)
iniziamo mostrando che
So j S1 j (A} j tl j to. (220)

Per il fatto che uy/2 = s9, ugp > so otteniamo per (2.15) e (2.17) che uy/p =
s12 = A(0) = to, uog = to, che insieme a (2.15) e (2.16) implica t;/5 = uy/s.
Ora ty/9 = uyo =X 8172, S0 = up = ty, e ancora (2.15), (2.17), (2.16) danno
per convessita (2.20).

Assumiamo (2.19) come ipotesi induttiva: prima proviamo che u,;; =
tni1. Per (2.15) e (2.17), questo & vero se u,, = t, € Upy1/2 =X Spy1/2. La prima
disuguaglianza segue facilmente dall’ipotesi induttiva. Per quanto riguarda
la seconda, possiamo mostrare che t, 12 = Sp,_1/2 Implica Uy11/2 = Spq1/2;
poi ripetendo questo ragionamento n — 1 volte (che significa una induzione
interna), otteniamo u,i1/2 X S1/2 = Unt1/2 X Spi1/2, da cui la la prova
induttiva principale ¢ completa, essendo banalmente vero che u,41/2 =< s1/2.

Ora assumiamo che ty41/2 = 8,-1/2. Per (2.18), s,_1/2 = t,, vale, dunque
abbiamo

un+1/2 j tn (221)

In pitt u, =< t, per (2.19), allora (2.15), (2.16), (2.21) implicano ¢, 41 = Up41/2.
Richiamando (2.18), s, = t,11/2, € cosl 5, = Up11/2. L'ultima disuguaglianza,
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insieme con (2.15), (2.17) e (2.19), finalmente ci permettono di concludere
che u,11/2 =X Spq1/2-

Per provare che s,,1 < u,41, possiamo usare la stessa tecnica. In breve,
si prova che ti/9 = Upy1/0 implica t,_1/9 = Upy1/2, € che 1, 12 X Uppi)o
implica t,11/2 = Unt1/2. per (2.19), s, = uy, e per (2.15), (2.16) otteniamo
Sptl = Upy1-

Per concludere, essendo {s,} e {t,} convergenti entrambi a u*, anche
{u,} converge a u*, per la normalita del cono M (Q, ). O
L’equazione integrale (1.9)

[T K (2, 0)b(t) 1
u(x) = i a(@)alt) 1+ ud) du(t). (2.22)

vista nel capitolo precedente, ¢ un caso particolare di (2.2) dove ¥ ¢ nulla,

1 o K b(t)
@ "= @)

Q = [0,+00). Questa particolare g & decrescente e yg(y) strettamente cre-
scente. Inoltre K(z,t)b(t)/(a(x)a(t)) soddisfa I'ipotesi (1.12) con § = b. Si
consideri ora lo splitting A = F 4+ F dove A, E, F : M (2, 1) — M (Q, p)
sono gli operatori decrescenti definiti da

g(u(t)) =

fK (x,t)b(t) 1
Dalt) 1+ ue) MO (2:23)

iK(a:, to(t) 1
a(@)alt ) T a0 (224)

* K(z,t)b 1

a(z)alt 1+u(t)d“<t) (225)

Allora, se I’equazione di Volterra u = E (u) + h ammette un’unica soluzione
in M ((0,400), 1), valgono le ipotesi del Teorema 2.1.1 e del Teorema 2.1.2,
e quindi la successione {u,} definita in (2.15) converge all'unica soluzione in
M+((O> +OO)7 :u)'

La formulazione del problema nel caso infinito dimensionale c¢i permette
di passare facilmente al caso finito dimensionale. Si prenda M(2, u) = R™
e M4 (2, u) = RT (possiamo pensare ogni vettore v come una funzione che
ad ogni 7 indice associa la i-esima componente: ¢ — v;), e quale u la misura
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che conta i punti; essendo l'insieme vuoto 'unico insieme con misura nulla
rispetto alla misura che conta i punti, tutti i “quasi ovunque” presenti nel
caso infinito dimensionale scompaiono.

L’equazione di Hammerstein (2.22), si trasforma cosi nel sistema nonli-
neare
: Lo Lem Ky — wj’f(xi,xj)b(xj) (2.26)

T, aw:)a(;)

dove x; e w; sono rispettivamente i nodi e i pesi di quadratura. Ora se scri-
viamo {K;;} = D+ L+ U, dove D, L e U sono rispettivamente la diagonale,
la parte triangolare inferiore e la parte triangolare superiore della matrice K,
si ottengono 4 metodi rilassati dalle 4 scelte di E ed F":

U; =

(P)E=0, F=K; (UR,) E=L, F=U+ D;
(J,)E=D, F=L+U; (SOR)E=L+D, F=U;

Questi metodi soddisfano le ipotesi del Teorema 2.1.1 e del Teorema 2.1.2,
quindi convergono all'unica soluzione di (2.26).

2.2 Convergenza in L7.

In questo paragrafo tratteremo la convergenza dello schema iterativo (2.1) a
una soluzione dell’equazione (1.10) u* nello spazio L (£, i) assumendo che
valga l'ipotesi (1.13). Introduciamo ora alcuni risultati di carattere generale
sugli spazi di Banach.

Teorema 2.2.1 Sia (X, P,=) uno spazio di Banach ordinato da un cono
normale, e M : P x P — P un operatore mized-monotone. Supponiamo che

(H1) esistano v =6 e ¢ >0 tali che 8 < M(v,0) <v e M(0,v) = cM(v,0);
(H2) per ogni 0 < a < b < 1, esista r = r(a,b) > 0 tale che

M(7ys,t) = v(1 +1r)M(s,~yt), per ogni v € [a,b], 0 <t <s <.
(2.27)

Allora M ha esattamente un punto fisso u* in P, e 8 < u* =< v. Inoltre,
costruendo ricorsivamente la successione

Sp+1 = M(Sn, tn), tn+1 = M(tn, Sn)7 n = O, 1, 27 ey (228)
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abbiamo
|sp —u*|] = 0, |[t, —u|| = 0, quando n — +o0, (2.29)

per ogni coppia iniziale so,tg € [0,v]. In particolare, se s = 0, tog = v,
sussiste la catena di disuguaglianze

Teorema 2.2.2 Sia (X, P,=) uno spazio di Banach normalmente ordinato,
e A,E,F : P — P operatori decrescenti, con A = E + F. Assumiamo che

(i) A(0) = 0, ed esista ey > 0 tale che A*(0) = ey A(6);
(17) per ogni 0 < a < b < 1 esista n =mn(a,b) > 0 tale che

v(1+n)a(yu) <X A(u), per ogni v € [a,b], u e [0, A(0)];  (2.31)

(7ii) che Uequazione di punto fisso u = E(u)+ 3 abbia un’unica soluzione in
P, per ogni 5 € [0, F(0)] C [0, A(0)].

Allora per ogni w € (0, 1] la successione {u,} definita da

up € [0, A(e)]
Upt+1/2 = E(Un+1/2) + F(un), (2.32)
Upt1 = (1 — W)Uy + Wltnt1/2

converge all’unico punto fisso, u*, di A in P.

Dimostrazione. Fissato w € (0, 1], sia M : P x P — P l'operatore

M(u,v) = (1 —w)u+wA), we (0,1]. (2.33)
Posti weo
v=A(0), c=we, = PR (2.34)
si ha che
M(v,0) = (1 —w)A(f) + wA(0) = A(9),
M(8,v) = wA*(0) = wegA(0) = cM (v, 0), (2.35)

e quindi l'ipotesi (H1) del Teorema 2.2.1 ¢ verificata.
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Riguardo (H2). per le posizioni (2.34), abbiamo
w(n —r)eg = (L—w)r, A(yt) = A*(0) = e A(0) = €7,
dunque, da (2.31) e (2.33)
M(ys,t) = (1 —w)ys + wA(t) = (1 — w)ys + wy(1 + n)A(yt)

(I —w)ys +wy(1+71)A(vt) + wy(n —r) A1)
(1 —w)ys+wy(1+r)A(yt) + (1 —w)rys =y(1 +r)M(s,~t). (2.36)

Quindi per il Teorema 2.2.1 le successioni {s,}, {t,} definite da

thi1/2 = E(uyn) + F(u,) = A(u,) (2.37)
tnr1 = (1 — w)sp + whnt1y2,

So = 0

Snt1/2 = E(uy) + F(u,) = A(un) (2.38)

Sn1 = (L= W)ty + Wsnias2,

convergono a u*, I'unico punto fisso di M (e di P) in P. Con ragionamenti
analoghi a quelli effetuati a quelli nel Teorema 2.1.2 concludiamo che pure
U, — u*. O

Si consideri nuovamente 1'equazione di Hammerstein (2.22) sostituendo k
e g con le stesse funzioni. Assumiamo lo stesso splitting (2.25). Supponendo
che valga l'ipotesi (1.13), e che I’'equazione v = Fu+ h abbia una soluzione in
L([0,400), 1) per ogni h € [0, F(8)] C [0, A(9)], lo schema iterativo (2.32)
del Teorema 2.2.2 converge all'unica soluzione di (2.22) in L5°([0, +00), ).

Infatti se si considera (L*([0, +00), i), L([0, +00), ), = ) (spazio di Ba-
nach ordinato), gli operatori A, E e F', definiti da L3°([0, +00), 1) in se stesso,
sono chiaramente decrescenti. L’ipotesi (7) in relazione al Teorema 2.2.2 vale

perche A(0) = 0+°° K(x, t)b(t)]/[a(t)a(x)] - dt < 0 per (1.13). Inoltre, se
u € [0, A0)], |lu]lo < ||A(0)|leo = 0 < 0o ancora per (1.13), e (ii)e verificata

per n tale che -

v(1 + u)

(1+77)_1:{ 1 4+yu

; (v,u) € [a,b] x [O,cr]}.
Ne deriva che I'uniforme convergenza dello schema iterativo (2.1) ¢ garantita.
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Concludiamo questo paragrafo con un cenno al caso finito dimensionale.
Scegliendo opportunamente € e u si ha che L>(€, u) = R™ e LY (2, ) = R}
Anche in questo caso, poiché nel caso finito 'ipotesi (1.13) & garantita, si ha
la convergenza dei metodi (UP),, (P),, (J), € (SOR), alla soluzione del
sistema (2.26) in R}
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Capitolo 3

Il metodo di Broyden

In questo capitolo mostreremo come risolvere dei sistemi non lineari utilizzan-
do il metodo quasi-Newton di Broyden; in particolare ci interessano questioni
di convergenza locale sotto le cosidette ipotesi “standard”. Tratteremo inol-
tre alcune problematiche lagate al test di arresto e all’implementazione di
tali metodi numerici. Per una piu estesa trattazione degli argomenti propo-
sti in questo capitolo e per le dimostrazioni dei teoremi citati, rimandiamo
il lettore a [11]. 1l simbolo || - || indichera una norma su RY, come anche la
norma matriciale indotta.

Supponiamo dunque di dover approssimare una soluzione dell’equazione

F(u)=0 (3.1)

dove F' : RN — R¥. In seguito indicheremo con f;la componente la i-
esima componente di F. Se le componenti di f sono differenziabili in u € RY
definiamo la matrice jacobiana F'(u) con

_9f;
N 8uj

F'(u) (u).

Ipotesi 3.0.1 Assumeremo su F' le ipotesi standard.

(1) L’equazione F(u) =0 ha una soluzione u*.

(it) F':Q — RY*N ¢ Lipschitziana (con costante di Liphitz ).
(7i1) F'(u*) é non singolare.

Enunciamo ora un teorema fondamentale di analisi come segue.
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Teorema 3.0.3 Sia F differenziabile in un insieme aperto Q C RY e sia
u* € Q. Allora per ogni u € Q abbastanza vicini a u*

F(u) — F(u*) = /o F'(u* +t(u — u*))(u — u*) dt.

3.1 Tipi di convergenza

I metodi iterativi possono essere classificati per velocita di convergenza.
Definizione 3.1.1 Sia {u,} CRY eu* € RV,
(a) u, — u* q-quadraticamente se u,, — u* ed esiste K tale che

tnss — '] < Kl — o]

(b) u, — u* g-superlinearmente con g-ordine a > 1 se u,, — u* ed esiste
un K tale che
[ i1 — v} < Kjup —u™[|

(¢) u, — u* g-superlinearmente se

[ns —wrll

=0

lim
n—oo |[lu, — u*||

(d) u, — u* g-linearmente con q-fattore o € (0,1) se
[una = u*l] < ollun — ||
per n abbastanza grande.

Si noti che una successione convergente g-superlinearmente ¢ anche conver-
gente g-linearmente con g-fattore o per ogni ¢ > 0. Una successione con-
vergente g-quadraticamente ¢ anche g-superlinearmente convergente con q-
ordine 2. In generale un metodo convergente g-superlinearmente e preferibile
ad che converge g-linearmente se il costo per ogni iterazione ¢ lo stesso per
entrambi i metodi. Spesso pero un metodo che converge piu lentamente, in
termini di tipi di convergenza definiti sopra, puo avere un costo per iterazione
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cosi basso che risulta essere piu efficiente.

In quanto a notazioni B(r) ¢ la palla di centro u* e raggio r, x,, & 'enne-
sima iterata e e, indica l’errore in quella iterata. s, e la differenza tra due
iterate successive, cioe

Sp = Upy1 — Up.

Ci sara utile il seguente lemma.

Lemma 3.1.1 Assumiamo che l'ipotesi standard valga. Allora esiste § > 0
tele che per ogni u € B(u)

" (u) | < 2] F" (u)l, (3.2)
1" () M| < 2] F'(u) (3.3)
1/ @)= el /2 < TP (u) ] < 2018 (u) ] el (3.4)

Per la dimostrazione si veda [11].

3.2 Metodo di Newton

In questo paragrafo descriveremo brevemente il metodo di Newton per equa-
zioni non lineari considerando come gia anticipato, questioni di convergenza
locale. Se u, e l'iterata corrente, il metodo di Newton produce quale nuova
approssimazione della soluzione

Uy = ue — F'(u) " F(ue) (3.5)

Una condizione sufficiente per la convergenza locale del metodo di Newton
segue dal Lemma 3.1.1.

Teorema 3.2.1 Supponiamo che valgano le ipotesi standard. Allora esistono
K > 0e0d >0 tali che se u. € B(0) l'iterata di Newton data da (3.5) a partire
da u. soddisfa

le+]l < Kllec|” (3.6)

Dimostrazione. Sia § abbastanza piccolo tale che valgano le conclusioni del
Lemma 3.1.1. Per il Teorema 3.0.3

ey = e — F'(u) ' F(u.) = F'(uc)lfo (F'(ce) — f'(u* + te.))e. dt.
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per il Lemma 3.1.1 e la Lipschitzianita di F’
le+ll < QIF ()~ D llecl?/2

Questo completa la dimostrazione del teorema con K = || F’(u*)~!||. O

Teorema 3.2.2 Supponiamo valgano le ipotesi standard. Allora esiste un 0
tale che se uy € B(6) allora Uiterazione di Newton

Up+1 = Up — Fl(“n)ilFOLn)
converge q-quadraticamente a u*.

Dimostrazione. Sia 0 abbastanza piccolo tale che valga la conclusione del
3.2.1. Si prenda ¢ abbastanza piccolo tale che Ko =n < 1. Allorase n > 0
e u, € B(6), il Teorema 3.2.1 implica che

lensill < Klleall < nllen]l < lleall (3.7)

e dunque u,,1 € B(nd) C B(J). Dunque se u, € B(J) possiamo continuare
l'iterazione. Dato che ug € B(9) per ipotesi, l'intera successione {u,,} C B(d).
(3.7) allora implica che u,, — u* g-quadraticamente. O

3.3 Test di uscita

Abbiamo deciso di usare come test di uscita lo step relativo, cioe di terminare
le iterazioni quando
[wnt1 — unl

< tol
[y

Questo criterio e basato sul teorema 3.2.1. Infatti

Jun —u*[| = |lun = ngr + tpp1 — || < Jun — wppa || + [Jupss — o
< o =t + Ky = w|?
Dunque abbiamo
I

lun = w™ll < flungr = nll + KlJun — w.
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Allora, vicino alla soluzione, 1o ||ty 11 — uy|| € ||u, — u*|| sono essenzialmente
gli stessi. useremo quindi come test di uscita per le iterazioni nel metodo di
Newton il seguente test:
[[un — up—1]]
[

dove tol e la tolleranza sotto la quale vogliamo tenere I’errore relativo.

< tol

3.3.1 Implementazione del metodo di Newton

Consideriamo la generica iterazione (3.5) del metodo di Newton. Per ottenere
u, si procede calcolando la “correzione s. quale soluzione del sistema lineare

F'(ue)s. = —F(ug),

dopo di che x, = x. + s.. Negli esempi considerati la matrice Jacobiana e
densa e la sua valutazione e fattorizzazione risultano onerose. Infatti fattoriz-
zare F’ nel caso denso costa O(N?) flops e la valutazione di F’ per differenze
finite e da aspettarsi che costi IV volte il costo della valutazione di F', perche
ogni colonna in F” ha bisogno di una valutazione di F' per formare ’appros-
simazione della differenza. Nella descrizione dell’algoritmo di Newton noi
usiamo la fattorizzazione LU di F’, anche se altre fattorizzazioni possono
essere considerate. Fatte queste considerazioni, fissate l'iterata iniziale, la
funzione F' e la tolleranza per il test di uscita tol, il metodo di Newton &
descritto dal seguente pseudo-codice.

Algoritmo 3.3.1 newton (u,F,tol)

— lun—un_]|

Lm0 = R
2. Do while ry < tol

a) calcola F'(uy)

b) Fattorizza F'(u,) = LU
¢) Risolvi LUs, = —F(u)
d) Upi1 = Up + Sy

(
(
(
(

Come abbiamo visto, portare a termine i punti 2a e 2b ¢ la parte piu costo-
sa dell’algoritmo. Introduciamo ora un metodo quasi-Newton, il metodo di
Broyden, che pur mantenendo la struttura del metodo di Newton, allegerisce
il calcolo dei punti 2a e 2b.
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3.4 Il metodo di Broyden.

Abbiamo nella sezione precedente che uno dei maggiori problemi del me-
todo di Newton consiste nel calcolare la matrice Jacobiana e risolvere un
crto sistema lineare. Nel metodo di Broyden la matrice Jacobiana viene ap-
prossimata a basso costo, mantenendo sotto opportune ipotesi ( condizione di
Dennis-Moré) la convergenza superlineare. Se x. e B, sono le approssimazioni
correnti della soluzione e dello Jacobiano, allora

uy = u. — B F(u,). (3.8)
Nel metodo di Broyden quale approssimazione di JF'(z,) si considera

F(u.)sT
:BC+%
S sls

(y - BCS)ST

B+:BC+ T

, (3.9)

s
ove y = F(uy) — F(u.) e s = uy — u.
Per verificare la convergenza superlineare dei metodi quasi-Newton si usa

generalmente la condizione di Dennis-Moré

E
lim 1Ensnll (3.10)

noo |5l

dove s, = U, 1 — u, € E, € l'errore sull’approssimazione della matrice Jaco-
biana.

Per quanto concerne la convergenza locale risulta fondamentale il seguente

Teorema 3.4.1 Supponiamo valgano le ipotesi standard; siano {B,} una
successione di matrici N x N non singolari, ug € RY dato e {u,}>°, da-
ta da (3.8). Assumiamo che w, # u, per ogni n. Allora u, — u* q-
superlinearmente se e solo se u, — u* soddisfando al condizione (3.10).

3.4.1 Convergenza del metodo di Broyden.
Iniziamo subito con una definizione.

Definizione 3.4.1 Diciamo che la successione di Bryden ({u,},{B.}) per
i dati (F,ug, By) esiste se F' ¢ definita su u,, per ogni n, B, é non singolare
per ognin, e upi1 € B,i1 possono essere calcolati da u, e B, usando (3.8) e
(3.9).
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Mostreremo che se valgono le assunzioni standard e se ug e By sono suf-
ficientemente buone approssimazioni di u* e F’'(u*), allora la succesione di
Broyden esiste per i dati (F,ug, By), e che le iterate di Broyden convergono
g-superlinearmente a u*. Lo sviluppo della prova ¢ complicato. Prima pro-
veremo un risultato di bounded deterioration; mostreremo poi che se i dati
iniziali sono abbastanza buoni, la crescita degli errori pou essere limitata e
dunque esiste la successione di Broyden e le iterate di Broyden convergono
a u* almeno g-quadraticamente. Infine verifichiamo la condizione (3.10) di
Dennis-Moré, che, insieme con la convergenza q-lineare provata precedente-
mente, completa la prova della convergenza locale g-superlineare.

Bounded Deterioration.

Teorema 3.4.2 Supponiamo valgano le ipotesi standard. Siano u. € ) e
una matrice B, dati. Assumiamo che

Uy =u.— B F(u.) = u.+ 5 €Q
e By sia dato da (3.9). Allora

[E+[2 < [[Eell2 +v(llecll2 + lle+]l2) /2
Convergenza qg-lineare locale

Teorema 3.4.3 Supponiamo valgano le ipotesi standard. Siar € (0,1) dato.
Allora esistono 6 e 0p tali che se ug € B(9) e ||Eolla < dp, la successione di
Broyden per i dati (F,ug, By) esiste e u,, — u* q-linearmente con q-fattore
al massimo r.

Verifica della condizione di Dennis-moré.

Teorema 3.4.4 Supponiamo che valgano le ipotesi standard. Allora esistono
d e dp tali che se ug € B(9) e ||Eoll2 < 0B, la successione di Broyden per i
dati (F,ug, By) esiste e u,, — u* q-superlinearmente.

Per la dimostrazione di questo teorema basta prendere § e dp tali che val-
gano le conclusioni del Teorema 3.4.4 e, per il Teorema 3.4.1, far valere la
condizione (3.10) di Dennis-Moré.
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3.4.2 Implementazione del metodo di Broyden

Iniziamo mostrando come l’approssimazione iniziale di F”(u*), By puo essere
considerato come un precondizionatore e incorporato nella definizione di F'.

Lemma 3.4.1 Assumiamo che ({u,},{B,}) sia la successione di Broyden
per i dati (F,ug, By). Allora la successione di Broyden ({&,},{C,}) esiste
per i dati (By ' F,up, I) e

Up = Yp, Bn= BoC, (3.11)
per tutti gli n.

Dimostrazione. Procediamo per induzione. Equazione (3.11) vale per defini-
zione quando n = 0. Se (3.11) vale per un dato n, allora

Yn+1 = Yn — Cyjlco_lF(yn)
= Up — (Cocn)ilp(un) = Up — Brle(un> (3.12)

= Up+1-
Ora s, = Upt1 — Up = Yns1 — Yn DPer (3.12). Allora

F(un—f—l)
Isnll5
By 'F(yn41)

Isnll3

Bn+1 = B, +

= ByC,, + By = BoCny1.

Questo completa la dimostrazione. O

La conseguenza di questo lemma per l'implemetazione ¢ che possiamo
assumere By = I. L’idea ¢ di memorizzare B, ! in un modo compatto e facile
da usare. La base per questo e la seguente formula.

Proposizione 3.4.1 Sia B una matrice N X N non singolare e siano u,v €
RY. Allora B+wuvT ¢& invertibile se e solo se 1+vT B~u # 0. In questo caso

(B~ tu)vT )B_l

L S 3.13
1+09TB 1y ( )

(B+w)™ = (I
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L’espressione (3.13) & chiamata la formula di Sherman-Morrison. Per quanto
riguarda I’aggiornamento di una successione di Broyden {B,}, abbiamo per
n>0
Bn+1 =B, + unvga
dove
un = F(uns1)/lIsnll € vn = sn/[lsn]-
Ponendo

Wp, = (Brjl)/(l + USBglun)

vediamo che, se By =1,

Bt = (I —wp_ vl V(I —wpovl ). .. (I —woevd)

Per il fatto che il prodotto vuoto di matrici e I'identita, (3.14) & valido per
n > 0.

Allora I'azione di B! su F(u,) (ciog, il calcolo del passo di Broyden)
puo essere calcolato dai 2n vettori {w;, v; };‘:_01 al costo di O(Nn) operazioni
a virgola mobile. Inoltre il passo di Broyden per la seguente iterazione e

—

n—

sn=—B,"F(u,) ==Y (I —wjv] )F(u,). (3.15)

J

<.
Il
o

Siccome il prodotto
n—2

H([ - wjva)F(un)

J=0
deve essere calcolato come parte del calcolo di w,,_q, possiamo combinare il
calcolo di w,,_ e s, come segue

n—2
w = H(I — wjva)F(un)
=0
Wy, = Cypw dove Cyp = (||sp_1l2 + v jw)™! (3.16)
s = —(I —wp_vl Dw
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Si puo proseguere ed eliminare il bisogno di memorizzare la successione {w, }.
(3.16) implica che per n > 1

sn = —(w—Cuwvl_ jw)) = —w(l — Cu(Ch* — ||sn_1]l2))

w

= —Cywl[sn-llz = =|sn-1]l2wn-1. (3.17)

Dunque, per n > 0,
Wy = =41/ | 5nll2- (3.18)

Abbiamo percio bisogno di memorizzare la successione degli steps {s,} e le
loro norme per costruire la successione {w, }. Infatti possiamo scrivere (3.14)

come
n—1 8j+1ST
B! = | | (I+ ! ) (3.19)

LU 1

Non possiamo usare direttamente (3.19) e (3.15) per calcolare s, 1 perché
Sni1 compare da entrambe le parti dell’equazione

Spi15L n 5j+1$jT
Snp1 = —( I — II(7- F(tny1)

lsnll3 /- 5113
Sn+15£ -1
n|l2

Risolviamo invece (3.20 ed otteniamo

BglF(Uml)
Spi1 = T 3
1+ sI BV (Ung1)/ ||sall3

(3.21)

Per la Proposizione 3.4.1, il denominatore in (3.21)
L+ s, By F(unr)/|lsally = 1+ vy B My

e diverso da zero quando B, € non singolare.
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Capitolo 4

Affrontiamo ora la risoluzione numerica dell’equazione quadratica

o(2)é(z) + 6(z) / K(, )6(t) du(t) = b(z), = € Q. (4.1)

Sappiamo che attraverso la trasformazione

= — 4.2
¢ a ) (4.2)
diventa 1’equazione di Hammerstein

IK (z,t)b(t) 1
z)a(t) 1+ u(t)

du(t), z € Q. (4.3)

Calcoleremo una approssimazione gz~5 della suluzione ¢ attraverso la risoluzio-
ne numerica di (4.3), cioe¢ calcoleremo una soluzione approssimata u di (4.3)
e per la posizione (4.2) arriveremo a ¢. (4.2) ci garantisce che la soluzio-
ne dell’equazione quadratica che troviamo stia in L% (€2, ). Considereremo
(4.3) due differenti formulazioni dell’equazione (4.3), una con nucleo di ti-
po Boltzmann e un’altra con nucleo di tipo Chandrasekhar. Precisamente
avremo:

(7) mel caso di Boltzmann

Kz, 0)b(t) _ \Hre” O (@ + 072 — |o —1]7"?)
a(x)a(t) 2(q + 2)xpt? ’

dove a(z) = 2?, b(x) = Az2e~ e I'insieme di integrazione Q = (0, +00);
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(1) nel caso di Chandrasekhar sara K(x,t) = z/(x+1t) con K(0,0) = 1. In
questo caso a(z) =1, b(x) = 1 per ogni x nell'intervallo di integrazione
(0,1).

I solutori implementati adottano una tecnica “multilivello”. Fissato un livel-
lo, cioe fissato un certo numero di nodi e di pesi per una opportuna formula
di quadratura, 'equzione (4.3) viene discretizzata e si trasforma nel sistema
non lineare

N?

(') = wik(;, ;)

J=0

- i=0,....N! 4.4
1+<ul)J7 Z 07 M M ( )

con K;; = wjk(x;,x;) (k & la parte lineare dell’equazione di Hammerstein) e
dove {z;}, {w;} sono rispettivamente i nodi e i pesi di quadratura. A questo
punto, con un metodo iterativo, verra approssimata la soluzione di (4.4) con
u! | che & 'approssimazione dopo m iterazioni della soluzione di (4.4) al livello
I. Nel caso in cui ¢!, calcolato a partire da u! attraverso (4.2) non approssimi
sufficientemente bene la soluzione di (4.1), la discretizzazione viene affinata al
livello [+ 1 (N*! > N! ad esempio N'** = 2N') dando origine ad un nuovo
sistema non lineare. Si procede in questo modo finché I'approssimazione
trovata & abbastanza buona, cioe il vettore ¢! calcolato a partire da ul, con
(4.2) approssima bene la soluzione dell’equazione quadratica (4.1).

Abbiamo implementato tre solutori, due che si basano su metodi di tipo
Picard, (Updated Picard e Picard semplice), e uno che si basa sul meto-
di quasi-Newton di Broyden. Sono tre solutori multilivello nel senso prima
precisato, che a partire da un vettore iniziale, generalmente il vettore nul-
lo, approssimano la soluzione dell’equazione, passando attraverso vari livelli.
Per permettere il passaggio dell’approssimazione da un livello ad un altro,
il che vuol dire da un insieme di pesi e nodi di quadratura ad un altro,
abbiamo bisogno di una formula interpolatoria. Nei solutori qui implemen-
tati ci siamo serviti della formula di interpolazione di Nystrom [1]. Dato un
vettore {(u');}o<i<n, che risolve (4.4) possiamo definire per ogni x che sta
nell’intervallo di integrazione

N?
1
ul(z) :ij-k(x,xé) - j=0,...,N', (4.5)
par 1+ u;
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dove {z!}o<i<n, e {w!}o<i<n, sono i nodi e pesi di quadratura del livello . Si
tratta sicuramente di una formula interpolatoria in quanto

Nl
1
! l l o !
i) = k(x;, x; = u,, =0,...,N°,
u'(z;) ;0 wik(x;, 75) I U, J

essendo u! soluzione di (4.4). Dunque se abbiamo una approssimazione
{(@"); }o<i<n, della soluzione di (4.4) al livello [ ed & richiesto di continuare le
iterazioni al livello [ + 1, interpoliamo ! con la formula di Nystrom

Nl
1
ugt (a) = Zwék(:ci“,xé-)m j=0,...,N"", (4.6)
=0 !

e questo sara il vettore da cui si partira per calcolare una approssimazione
della soluzione di (4.4) al livello [ + 1.

Nelle stime degli errori che discuteremo in seguito, applicheremo la for-
mula di Nystrém anche a ¢'

1
1+@'

ol(z) = Zwék(x,xé) (4.7)

Per quanto riguarda i nodi e i pesi di quadratura, abbiamo scelto la
formula che genera i nodi e i pesi di Fejer [7]. E una formula interpolatoria
aperta, fatta sui nodi di Chebyshev nell'intervallo (—1,1) (perché su questi
nodi non compare il fenomeno di Runge) ed e convergente su tutte le funzioni
continue, anche quelle con singolarita integrabili agli estremi. Le formule che
generano i nodi e i pesi per I'intervallo (—1,1) sono

it =cos((2(i +1) — D)7 /(2(N' +1))), i=0,...,N' —1; (4.8)
[(N+1)/2]
2 cos(2sb;) .
~l e l
e N § ) =0,....N' -1 4.9
wl N+]_< - 482—1)’ (4 ) 9 ) ( )

dove 6; = arccos(z;).

Poiché generalmente l'intervallo di integrazione €2 e diverso da (—1,1),
abbiamo bisogno di una funzione che distribuisca i nodi e pesi all’interno
di . Se lintervallo di integrazione Q2 = (a,b) & finito, i nodi diventano
2t =[(b—a)/2](2! — 1) + b mentre i pesi w! = w!(b — a)/2. L’altra possibile
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alternativa che prenderemo in considerazione ¢ il caso in cui l'intervallo di
integrazione sia Q@ = (a,4+00), con a > 0. I nodi e i pesi diventeranno
rispettivamente 2t = T(2!) e w! = w!Y'(2!), i = 0,..., N, dove Y(z) =
2(a+1+x)/(1 —x). Sinoti che lim, ,; T(z) = +oc0 e T(—1) =a.
Passiamo ora alla descrizione della struttura iterativa dei solutori. Come
abbiamo detto, risolviamo l'equazione di Hammerstein (4.3) per ottenere
una soluzione dell’equazione quadratica (4.1) attraverso la trasformazione
(4.2). Dunque per decidere quando terminare le iterazioni valuteremo ||¢! —
{o(z)}|:- La norma || - ||, per come & definita, approssima la norma in L.

Infatti |[{¢(z})} ] = Zi\ﬂo wl|p(2h)|| = ||#]| 1. L'errore assoluto sara dunque
|t — {p(zD)}H|1 = Z,No wl|(#! )i — é(xl)]. Servendosi della trasformazione

(¢'): = (4.10)

otteniamo

Nt

l Uel) )~ )
I6m = {00t = Dt S T3 i Gty (1Y

e
Nl
b(xt) 1
= LA : 4.12
Wl = 3= e (12

ci serviremo di (4.12) e (4.11) nell'implementazione dei solutori. Suppponia-
mo ora che, ad un livello /, il solutore stia approssimando con ¢! la soluzione
@' attraverso il calcolo di u! , approssimazione di v/, che & la soluzione di (4.4).
Decidiamo di arrestare il processo iterativo del livello [ ad un certo m tale

e 6, — {0t}
m__ L < 413
G = 1)
dove € & una approssimazione di ||¢' — ¢(z})|1/|[{o(x})}||1, che & Perrore

dovuto alla discretizzazione di (4.3) al livello [, alla risoluzione del sistema
(4.4) e alla formula interpolatoria di Nystrom. Ad ogni livello chiederemo
una precisione pari all’errore ||¢f — ¢ (2!)||1/[[{#(z})}|1 e questo & il meglio che
si possa fare a quel determinato livello, in quanto, anche se si chiedesse una
precisione maggiore, dominerebbe lerrore ||¢' — ¢(z})||1/||[{o(z})}]|1. 11 pro-
blema sta ora nel calcolo di €, tenendo conto che siamo interessati all’ordine
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di grandezza dell’errore di discretizzazione. Facciamo vedere che

657 = 66 [l = 16" — {&(23) 1, (4.14)

e che dunque € un’approssimazione ragionevole dell’errore assoluto al livello
l.

Abbiamo deciso di considerare |5 — @5 (|1 e non ||¢™ — ¢LH|1 perche
in questo modo la stima dell’errore di discretlzzazwne risulta essere piu affi-
dabile. Questo e giustificato dal fatto che per esempio nel metodo di Broyden
I'iterata u} viene calcolata approssimando l'inversa dello jacobiano con la ma-
trice identita e cid non garantisce una sufficiente precisione delle stime fatte.
Quanto detto e stato notato anche sperimentalmente testando i programmi
e ci ha spinto ad addottare questa stima in tutti i nostri programmi.

Premettiamo una semplice osservazione che ci sara utile.

Osservazione. Dati due vettori v, w tali che ||w| = 0|v]], 0<6 <1,
otteniamo che

+1

[VI[(X =) < [lv +wl|| < [|v[I(1+86).

Si pud notare che si 6 ¢ “piccolo”, quel che domina e 'ordine di grandezza di
|v]]. Questo vale gia a partire da 6 = 1/3. In questi casi possiamo scrivere
V+WRV.

Tornando al nostro problema,

12+1 _ l+1 ¢l+1 ¢l+1 + ¢l+1 ¢l+1 ~ ¢l+1 l+1
essendo @™ pill vicino a ¢!+t di ¢t
= ¢ = {o(ai™)} + {oai)} — o = {o(aiT)} — o

essendo ancora una volta ¢'*! molto pilt vicino a {¢(z:™)} di ¢h™. Ottenia-
mo dunque

l2+1 _ l+1 ~ {‘b( l+1)} ¢l+1 — {‘b( l+1)} {(bl( l+1)}

dove l'ultima uguaglianza e giustificata dalla formula interpolatoria di Ny-
strom applicata a ¢! (4.7). Ora

Nl+1

6}l H = 3 w18l —otal )l = / () —(t)] dt,
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dove I'ultimo termine ingloba contemporaneamente sia l’errore della risolu-
zione del sistema (4.4), sia I'errore della formula interpolatoria di Nystrém
applicata per ottenere la funzione ¢!(¢). Ma anche

Nt B
Sl (e — g(ad)| ~ / 184(0) — () dt,
1=0

essendo il primo termine ancora una approssimazione dell’integrale, anche se
fatta su un numero minore di nodi e pesi di quadratura. Sapendo che

Zwl|¢l (@) = 119" = {o(=})}

otteniamo che .
657 — o5t [l ~ 9" — {o(ah) 1

Possiamo scrivere
¢(x}) — o(h) = (¢ (}) — ¢'(2h)) + (¢'(2}) — {p(a})}); (4.15)

siccome per (4.13) il primo addendo del secondo membro di (4.15) ¢ al mas-
simo dello stesso ordine di grandezza del secondo addendo, che € in norma
|| - |l1 Verrore di discretizzazione al livello [ insieme con 'errore della formula
di Nystrom, possiamo concludere che

o™ — 6" Ml =~ [{¢! (21)} — {o(a)}r = I{e' (D)} — {o(z])} 1, (4.16)

che ¢ proprio quello che volevamo giustificare.
Assumeremo dunque assumeremo

g™ — o™

(™)

Come si vede da (4.17) riusciamo a calcolare € solo al livello [ + 1. Avremo
quindi bisogno di stimare €' gia al livello I. Per fare questo moltiplichiamo
¢'~1 per il rapporto €1 /e/=2, che approssima di quanto & diminuito 'errore di
discretizzazione al passaggio dal livello [ — 2 al livello [ — 1. In questo modo
("1)2 /el=2 stima €. Per ottenere cio al livello [, tenendo conto di (4.17),

calcoleremo
(chl %Ill/l ' — ¢y 1||1) 165 — ol
o@D/ e )L/ o)

(4.17)




o —dhlt 1

¢y " — gl I{e(=)}Hh
Osserviamo che nell'implementazione del test (4.13) stimeremo €' con il
massimo tra n' e tol data, percheé non sarebbe ragionevole chiedere ad un

determinato livello una precisione maggiore di quella richiesta dal problema.
(4.13) diventa

(4.18)

l

94, — {&(@D)} s
(@) i
Inoltre affinché abbiano senso le stime fatte il solutore potra utilizzare il
test (4.19) non prima del livello [ = 2, supponendo che il livello inziale sia
[l =0. Perilivello 0 e 1 il test sara semplicemente

16, — {6(z)}h
@D, -

Questa scelta risulta essere legittima poiché ai primi livelli usualmente 1’e-
quazione viene discretizzata su pochi punti e dunque il costo per iterazione
a questi livelli non e eccessivamente elevato.

Per di pit1, ad un fissato livello [, avendo bisogno di calcolare ||¢}, — ¢b]|1,
sara possibile applicare il test (4.19) soltanto a partire da m = 2, supponendo
sempre che il valore iniziale di m sia 0. Dunque forzeremo ad ogni livello che
il solutore iteri il processo per lo meno fino alla seconda iterazione (fino al
calcolo di ¢ con m = 2).

Considerando (4.19), decidiamo di arrestare il programma ad un livello
[ tale che l'errore € sia minore della tolleranza tol data. Il test di arresto
implementato nel solutore sara

< max{n', tol}. (4.19)

tol. (4.20)

n' < tol. (4.21)

Prima di passare alla descrizione dei programmi, dobbiamo discutere su come
implementare il test (4.19). Non potendo calcolare ||{#(x!)}||1, lo approssi-
meremo con la sua miglior stima in norma || - || che abbiamo al momento in
cui e necessario effettuare il test. Ci rimane solo da considerare ’approssi-
mazione di ||¢!, — {¢(x))}||;. Nel caso del solutore che si basa sul metodo di
Broyden, usiamo lo step ||phil, , — & ||1, avendo visto che si tratta di una
buona approssimazione per i metodi di tipo Newton in generale [11].

Quando invece il solutore e basato su un metodo di tipo Picard usiamo
la stima

0

165, — {6z HI ~ 75 1%m = @malln (4.22)
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dove 6 ¢ la costante asintotica [6]. Il solutore approssima 6 al livello 0 con
la media dei [|¢9. 5 — @) 1[l1/ |60y — 4l con 0 < k < m — 2, dove m'
indica il massimo numero di iterazioni ad un livello [. L’approssimazione
di 6 viene aggiornata nei livelli successivi se m! > 3, scelta giustificata dal
fatto che se m! = 1,2 I’approssimazione di § potrebbe non essere attendibile.
Abbiamo notato sperimentalmente che 6 da noi cosi approssimato tende ad
essere indipendente dal livello.

Veniamo dunque alla descrizione dei programmi. Scriviamo uno pseudo-
codice per un solutore che al suo interno chiamera il sottoprogramma sol,
che sara brsol nel caso in cui il solutore si basi sul metodo di Broyden, uppic
o pic quando si basa rispettivamente su Updated Picard o Picard semplice.

Procedura 4.0.1 ml(N,c,intfin, «, 5, mazit, nmazx,tol, ¢, K, f,a,b)
(1.) calcolo dei pesi e nodi di Fejer al livello 0

(2.) fori=0,N
ud(i) =0
(3.) call sol(u®, 2% w® ul, 2t w', ti, tiv, mazit, nmax, l, tol, K, f,a,b)
(4.) repeat
(i) NFL=N's(1+¢), l=1+1
(77) calcolo dei pesi e nodi di Fejer al livello 1

-1 =1 0 01-1 1
7x )

(171) call sol(u w!=t b, 2! w i, tiv, maxit, nmax, 1 tol, K, f, a, b)

until (164 — g5l19) /(165" — é6 Il - |4 ]l.) < tol
(5.) end

Scriviamo ora il sottoprogramma brsol che implementa il metodo risolu-
tivo di Broyden.

-1 ,.1-1 -1 ,0 ..
)

brsol(u!=t, a1t w!=t ul) 2t w, i, tiv, maxit, nmaz, [, tol, K, f, a, b)

(1.) if I > 0 then
interpolazione di Nystrom per u/~* dal livello [ — 1 a

(2.) fori=0,Nj=0,N
M (i, j) = w(g)k(a' (i), 2 (4))
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(V)
H
I
kS
H:N
P
—_
+
[Va)
SIS
*
kS
S
S
-~
»
=
B

)
)
)
)
7.) if (itc > maxit) goto (15.)
)
)
)
)

8) m=m+1 ite=itc+1
9.) ul, =ul, | +sm
(10.) if m = 2 calcolare ||¢}, — &} |1
(11.) if [ > 2 then
toli = max{||¢} — ¢h|13/ (|65 " — &6 Il ¢k, lln), tol}
else
toli = tol

(1L) if [I¢r, = @huall1/lI @0l < toli goto (15.)
(12.) if m < nmax then

(i) z = —Ful
(17) for j=1,m—1
z=z+s;5] 12/|lsj1ll3
(i11) sm=2/(1+ 53,12/ [|sm-1]3)
(13.) if m=nmax then
ripetere i punti (c), (d), (e)
m=1

(14.) goto (7.)

(15.) continue
return
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La convergenza del metodo di Broyden ¢ localmente superlineare, ed es-
sendo un ottimo metodo risolutivo per equazioni non lineari, si presenta come
un valido termine di confronto per i metodi di tipo Picard.

Ora riportiamo lo pseudo-codice per il sottoprogramma che utilizza lo
schema iterativo Updated Picard.

-1 .,

-1 ,,1
, W , U

uppic(u'~t x Lot w i tiv, maxit, [ tol, k, f, a, b)

(1.) if { > 0 then
interpolazione di Nystrom per u/~! dal livello [ — 1 a [

(2.) fori=0,Nj=0,N
M (i, ) = w(5)k(a' (i), 2 (5))

(3.) m=0
(4.) repeat

(i) m=m+1
(17) fori =0,N
2(8) = 350 M, 3)f (@ (5), 2(5)) + 255 MG 3)f (2 (5), w1 (2))

(iii) ul = (1 —w)ul, | +wz
(1) if m > 2 then
if [ > 2 then
toli = max{||¢h — ohlI3 /(65" — &b hlleh, ), tol}
else
toli = tol
if [ = 0 then
rerr = ||¢h,_y — &bl / 1okl
else

rerr = (65,1 — &ml10)/ (16}, [1:(1 = 0))

until (rerr < toli and m > 2)

(5.) if m > 3 then
0= (X1 16t — 6yl /I6h-s = 6h 1) /m = 1)

(6.) return
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Infine lo pseudo-codice per il sottoprogramma che utilizza lo schema ite-
rativo Picard. Sottolineamo che il sottoprogramma pic e identico ad uppic
tranne che per il punto (4.)(i7).

pic(ul =t 2=t wt b, 2t w!, ti, tiv, maxit, 1 tol  k, f, a, b)

(1.) if { > 0 then
interpolazione di Nystrom per u/~! dal livello [ — 1 a

(2.) fori=0,Nj=0,N
M (i, ) = w(5)k(z' (i), 2 (5))
(3.) m=0
(4.) repeat
(1)) m=m+1
(77) fori=0,N
2(8) = 30500 M (i, 5) (2 (5), uh 1 (0)

(iii) ul = (1 —w)ul, | +wz

(1) if m > 2 then
if [ > 2 then
toli = max{||¢h — ¢hII3 /(165" — &b hlleh, ), tol}
else
toli = tol
if [ = 0 then
rerr = ||¢n, 1 — oIl / 1ok, I
else

rerr = (16,1 — ¢4 10)/ (64, l:(1 = 0))
until (rerr < toli and m > 2)
(5.) if m > 3 then
0= (X1 16t — ¢l /6o = 6hsll) /m = 1)
(6.) return

La convergenza dei due ultimi metodi ¢ garantita dai teoremi visti nel
capitolo 2 per il caso finito-dimensionale.
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4.1 Esempi numerici.

Riportiamo ora i risultati dei test effettuati sui solutori NF B (solutore con
metodi di Broyden, formula interpolatoria di Nystrém e nodi e pesi di Fejer),
PNF, (metodi di Picard semplice con costante di rilassamento w, formu-
la interpolatoria di Nystrom e nodi e pesi di Fejer) e UPNF,, (metodo di
Updated Picard con costante di rilassamento w, formula interpolatoria di
Nystrém e nodi e pesi di Fejer). Confronteremo i solutori sulla risoluzione
dell’equazione (4.1) in vari casi sia con nucleo di Boltzmann che con nucleo
di Chandrasekhar. Abbiamo calcolato le costanti di rilassamento ottimali
con una semplice procedura di bisezione. In ogni tabella, oltre al tipo di
problema, riportiamo il numero di nodi per livello, la tolleranza relativa, I'w
ottimo e il numero di iterazioni per ogni programma ad ogni livello.

Le prime 6 tabelle prendono in esame il caso del nucleo di Boltzmann. La
tolleranza relativa ¢ 1075, Si nota come le prime 4 combinazioni di p e ¢ ge-
nerano delle equazioni piu “facili” rispetto a quelle riportate nelle tabelle 1.5
e 1.6, se si considera il numero di livelli necessari per arrivare alla precisione
1075, —‘E comune a tutti i casi di nucleo di Boltzmann che al crescere di ),
cresce la “difficolta” del problema, perché pur restando invariato il numero
di livelli, cresce il numero di iterazioni per livelli. E interessante notare che al
variare delle combinazioni di p e ¢ nelle prime 6 tabelle, w ottimo si discosta
di poco a parita di A nei singoli solutori.

Tabella 4.1: Nucleo di Boltzmann, p = 0, ¢ = 0, tol = 1075,

# di punti 8 16 32

A=1 NFPys0 4 2 2
NFUP, g7 6 4 2

N F Broyden 3 4 3

A = 102 NF Py 5 8 4 2
NFUPy3 10 6 3

N F Broyden 10 4 3

A=10% NF Py 5 10 4 2
NFUPy 3 12 8 3

N F Broyden 14 4 3

In generale per il nucleo di Boltzmann si vede che i metodi di tipo Picard
sono per numero di iterazioni per livello paragonabili se non migliori del me-
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Tabella 4.2: Nucleo di Boltzmann, p = 0, ¢ = 1, tol = 1075,
# di punti 8 16 32

N=1 NFPm~ 7 5 2
NFUP, g4 7 4 2

NFB 6 5 4

X =10° NFPys 3 9 1
NFUPy,s 10 6 2

NFB 10 6 5

X=10" NFPyg 16 11 4
NFUPy.s 12 7 2

NFB 5 6 2

todo di Broyden, riscontrando un’eccellente prestazione di Picard semplice,
cosa che non succede per I'equzione di Chandrasekhar (Tabella 1.6).

Da questa tabella risulta che il problema diventa piu dispendioso quando
A si avvicina ad 1/2. Questa maggiore difficolta perd non fa aumentare il
numero di livelli, ma solo il numero di iterazioni per livello. Sempre prenden-
do in considerazione il numero di iterazioni per livello si vede che i metodi
migliori sono Broyden e Updated Picard, mentre Picard semplice ha bisogno
di un numero di iterazioni maggiori per arrivare alla stessa precisione.
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Tabella 4.3: Nucleo di Boltzmann, p =1, ¢ = 0, tol = 107°.
# di punti 8 16 32
A=1 NF Py, 5 2 2
NFUP,gs 6 4 2
NFB 6 4 3
A=10° NFPyss 8 4 2
NFUP,yrg 9 5 3
NFB 10 4 3
A=10* NFPy5 11 4 2
NFUP, 3 12 8 3
NFB 15 4 3

Tabella 4.4: Nucleo di Boltzmann, p =1, ¢ = 1, tol = 107°.
# di punti 8 16 32
A=1 NFPygs 8 5 2
NFUPFy.g 6 3 2
NFB 7 5 3
A=10° NFPyg 14 9 4
NFUP,gq 9 5 3
NFB 12 6 5
A=10* NFPy 16 12 5
NFUP,gs 12 7 3
NFB 15 6 5
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Tabella 4.5: Nucleo di Boltzmann, p =1, ¢ = —1, tol = 107°.

# di punti 64 128 256 512 1024 2048
N=1 NFPg 7 3 2 2 2 2
NEUPy s 6 2 2 2 2 2
NFB 7 4 2 2 2 2
X =102 NFPyg 11 6 2 2 2 2
NFUPyq 8 4 2 2 2 p
NFB 11 5 3 3 3 3
X =10" NFPg 15 8 2 3 2 2
NFUPys; 10 4 2 2 2 2
NFB 15 5 3 3 3 3

Tabella 4.6: Nucleo di Boltzmann, p =2, ¢ = —1, tol = 107°.

# di punti 64 128 256 512 1024 2048
A=1 NFPF g 8 4 2 2 2
NFUPFy 0 7 3 2 2 2
NFB 9 4 3 3 2
=102 NFP, e 13 6 2 2 2
NFUPF 01 8 4 2 2 2 2
NFB 13 5 3 3 3 2
A=10" NFPyu 16 7 2 2 2 2
NFUPy o 10 5 2 2 2 2
NFB 16 5 3 3 3 3
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Tabella 4.7: Equazione di Chandrasekhar, tol = 1078.

# di punti 8 16 32 64

A=0.3 NF Py 8 4 2 2
NFUPF, 7 3 2 2

NFB 7 5 2 2

A =045 NF Py 11 5 3 2
NFUPy ¢ 9 4 2 2

NFB 7 5 2 2

A =0.495 NFPy g7 15 7 3 2
NFUP, g7 10 4 2 2

NFB 11 6 2 2

A = 0.49995 NFPyg4 18 9 3 2
NFUP, g 13 5 2 2

NFB 15 6 2 2

A =0.4999995 NFPFyeq4 20 10 3 2
NFUP, g 14 6 2 2

NFB 19 6 2 2
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